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摘要:利用光子扣除算符构成的相干光子超叠加操作作用于 2 个模压缩真空态，引入一类非高斯量子
态———高阶相干光子扣除超叠加单模压缩真空态．通过导出该量子态的正规乘积形式，推导了该量子态
的归一化系数，与 Legendre多项式密切相关．利用相干态的超完备关系和平移算符的正规乘积，导出了态
的特征函数的相干态表示，进而解析导出了利用该量子态作为纠缠源实现相干态隐形传输的保真度．研
究结果表明:当压缩参数相等时，保真度可获得最大值，对于奇数阶操作，保真度比无叠价操作情况更差，

而对于偶数阶情况，在一定的压缩参数范围内，保真度优于无纠缠情况，且保真度可优于经典的最大保真

度 1 /2，同时保真度可以随 m的增加而改善．
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0 引言

量子纠缠是实现量子计算与量子通信的重要资

源，它在诸如量子隐形传输、密集编码、量子克隆等
方面起着重要作用［1］． 其中，量子隐形传输在量子
态制备、量子信息处理中起着不可或缺的作用． 通
常，人们使用双模压缩真空态作为纠缠源实现量子

态的隐形传输．然而，由于实验上的困难，人们很难
获取高纠缠度的纠缠态，从而导致了隐形传输保真

度较低．为了满足量子信息处理通信的要求，一般而
言需要高纠缠度的纠缠源．
由于局域的高斯操作和经典通信并不能改善纠

缠态的纠缠度［2］，因此，人们提出了一类非高斯操

作———光子扣除 ( a) 与增加( a+ ) 等来实现纠缠度、
量子隐形传输保真度的改善［3-9］． 比如，H． Nha 等［5］

提出了光子扣除与光子增加相干叠加操作 ( ta + +
sa) 来实现非经典量子态的制备． 随后，该超叠加操
作被应用于双模压缩真空态上实现了双模压缩真空

态纠缠度、以及量子隐形传输保真度的改善［6］． 最
近，J． N． Wu等［10］提出利用该超叠加操作作用于偶
纠缠相干态上，实现了该态在 EPＲ关联、纠缠度、保
真度等方面的改善．
除了上述提到的局域非高斯操作外，非局域的

相干叠加操作也被提出，如 ( a+ + b+ ) ，a + b，以及
a2 + b2 和 ( a+ ) 2 + ( b+ ) 2 等［11-14］． S． Y． Lee 等利用
Hong-Ou-Mandel干涉仪实现了二阶非局域操作
( a+ ) 2 + eiθ ( b+ ) 2，并利用它实现了 N00N 纠缠态的
制备以及连续变量纠缠度的改善［14］． 有研究表
明［15-16］:一个带有涡旋结构的量子态实际上也可以

表述成光子增加非局域超叠加操作( a+ － ib + ) ，作用

于 2 个单模压缩态上得到． 此外，高阶非局域操作
( a+ － ib + ) m 可以用来制备双模 N 光子路径纠缠
态［12］．这也表明，高阶非高斯操作在量子纠缠态制
备上的作用．
本文将高阶非局域光子扣除超叠加操作

( τa + sb) m 作用于 2 个单模压缩真空态，提出一类
新的非高斯纠缠态 ——— 光子扣除超叠加压缩真空
态，研究该纠缠态在量子隐形传输中的应用，以期获

得叠加操作( τa + sb) m 对保真度的改善，以及保真
度与相关参数的关系．研究结果表明:当压缩参数相
等时，保真度可获得最大值; 对于奇数阶操作，保真

度比无叠价操作情况更差;而对于偶数阶情况，在一

定的压缩参数范围内，保真度优于无纠缠情况，且保

真度可优于经典的最大保真度 1 /2，同时保真度可
以随 m的增加而改善．这些结果与高阶非局域光子
增加超叠加操作( τa+ + sb + ) m 作用于 2 个单模压缩
真空态情况写成明显对比，即对于任意参数情况后



者不存在保真度改善的情况．

1 高阶相干光子超叠加单模压缩真
空态及其归一化

首先，引入高阶相干光子超叠加单模压缩真空

态．理论上，单模压缩真空态可以将单模压缩算符作
用于真空态上获得，即

S1 ( r1 ) 0〉a = exp r1
2 ( a

2 － ( a+ ) 2( )) 0〉a，

S2 ( r2 ) 0〉b = exp r2
2 ( b

2 － ( b+ ) 2( )) 0〉b，

其中 Sj ( rj ) = exp rj
2 ( k

2 － ( k+ ) 2( )) ，( j = 1，2，

k = a，b) 为单模压缩算符，rj 为压缩参数，a
+，b +

( a，b) 分别为 2 个模对应的 Bose 子产生和湮灭算
符，并满足对易关系［a，a+］=［b，b+］= 1．为方便，
这里只考虑了压缩参数为实数的情况． 将光子扣除
的相干叠加操作( τa + sb) 作用于2个单模压缩真空
态上，可获得一类非高斯量子态，即

Ψ〉= Nm ( τa + sb) mS1S2 00〉， ( 1)

其中，Nm 为归一化系数，它在讨论量子态统计性质

时是必须知道的，可以通过〈Ψ Ψ〉= 1 导出．

为了推导归一化系数 Nm，首先考察量子态 Ψ〉

对应的密度算符 ρ23≡ Ψ〉〈Ψ 的正规乘积形式．利

用单模压缩算符 Sj ( rj ) 的正规乘积形式
［17］，即

S1 ( r1 ) = exp － ( a
+ ) 2

2 tanh r( )1 ·

exp a+ a +( )1
2

ln sechr( )1 exp a2

2 tanh r( )1 ，

S2 ( r2 ) = exp － ( b
+ ) 2

2 tanh r( )2 ·

exp b + b +( )1
2

ln sechr( )2 exp b2
2 tanh r( )2 ，

可以将单模压缩真空态改写成如下形式

S1S2 00〉= sech1 /2 r1 sech
1 /2 r2·

exp － ( a
+ ) 2

2 tanh r1 － ( b
+ ) 2

2 tanh r( )2 00〉． ( 2)

另一方面，将高阶相干光子扣除叠加操作改写

成微分形式，例如

( τa + sb) m = 
m

tm
e ( τa+sb) t

t = 0
， ( 3)

因此，利用式( 2) 式和( 3) 式，可将式( 2) 式进一步
写成

Ψ〉= N－ m
m

tm
e( τa+sb) te－( a

+) 2
2 tanh r1－

( b+) 2
2 tanh r2 00〉

t = t' =0
，( 4)

这里，为方便记 N－ m = Nmsech
1 /2 r1 sech

1 /2 r2 ．利用算符
恒等式 eA+B = eAeBe－［A，B］/2 和 eλaa + e－λa = a+ + λ，这
里需要注意第 1 个算符等式只在条件［A，［A，B］］ =
［B，［A，B］］ = 0满足时才能使用［18］，则可将( 4) 式
改写成

Ψ〉= N－ m
m

tm
exp － t2

2 ( τ
2tanh r1 + s2tanh r2( )) ·

exp ( － t( τa+ tanh r1 + sb + tanh r2 ) ) ·

exp － ( a
+) 2

2 tanh r1 － ( b
+) 2

2 tanh r( )2 00〉
t = t' =0

． ( 5)

一方面，利用单模压缩真空态的表达式( 2) ，可
进一步将( 5) 式改为

Ψ〉= Nm
m

tm
exp － t2

2 ( τ
2tanh r1 + s2tanh r2( )) ·

exp ( － t( τa+ tanh r1 + sb+ tanh r2) ) S1S2 00〉， ( 6)

有趣的是，注意到单变量厄密多项式公式的母函数

形式，即

m

tm
( exp ( At + Bt2) ) t =0 = ( 槡i B)

m
Hm(

A
2 槡i B
) ， ( 7)

则可将式( 6) 进一步改写成

Ψ〉= Nm( i B槡 0 ) Hm［A
∧
0 / ( 2i B槡 0) ］S1S2 00〉，

其中 A∧0 = － ( τa+ tanh r1 + sb + tanh r2 ) ，B0 =
－ ( τ2 tanh r1 + s2 tanh r2 ) /2．
由( 7) 式容易看出，光子扣除叠加单模压缩真空态
实际上看以看成单变量厄密多项式激发超叠加压缩

真空态．
另一方面，利用表达式( 5) 态矢量 Ψ〉在相干

态表象〈α，β 下的波函数可以表示成

〈α，β Ψ〉= N－ m
m

tm
·

exp － t2
2 ( τ

2 tanh r1 + s2 tanh r2( )) ·
exp ( － t( τα* tanh r1 + sβ* tanh r2 ) ) ·

(exp － ( α
* ) 2

2 tanh r1 － ( β
* ) 2

2 tanh r2 －

1
2 ( α

2 + β 2 ))
t = 0

． ( 8)

利用相干态的完备性关系

∫ d
2αd2β
π2 α，β〉〈α，β = 1， ( 9)

则非高斯量子态 Ψ〉的归一化系数可以由下式计

算，即 N－2
m = N－2

m ∫ d
2αd2β
π2 〈α，β Ψ〉 2，利用积分

公式［17］
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∫ d
2 z
π
exp ( ζ z 2 + ξz + ηz* + fz2 + ( gz* ) 2 ) =

1
ζ2 － 4槡 fg

exp － ζξη + ξ2g + η2 f
ζ2 － 4( )fg

， ( 10)

最终可将 N－2
m 表示成

N－2
m = 2m

mtmt' exp ( － A( t2 + t'2) + Btt')
t = t' =0
，( 11)

其中，A = － 1
4 ( s

2 sinh ( 2r2 ) + τ2 sinh ( 2r1 ) ) ，B =

τ2 sinh2 r1 + s2 sinh2 r2 ．
利用Hu Liyun等［19］提出的新 Legendre多项式

母函数公式

2m

tmτm exp － t2 － τ2 + 2xτt
x2 －槡( )1 τ = s = 0

=

2mm!
( x2 － 1) m/2

Pm ( x) ， ( 12)

可将( 11) 式写出如下简洁的形式

N－2
m = m! ( B2 － 4A2 ) m /2Pm ( B B2 － 4A槡 2 ) ，( 13)

由此可见，归一化系数 N－2
m 恰好与 Legendre 多项式

Pm ( x) 相联系． ( 13) 式就是任意阶双模相干光子扣
除单模压缩真空态归一化系数的解析表达式，它对

讨论量子态的纠缠等非经典特性是十分重要的．

2 特征函数的相干态表象及态 Ψ〉
的特征函数

引入特征函数的相干态表象及态 Ψ〉的特征
函数．根据特征函数的定义，任意双模量子态 ρ1，2 的
特征函数定义为

χ( α，β) = tr( D1 ( α) D2 ( β) ρ1，2 ) ， ( 14)
其 中 D1 ( α) = exp { αa+ － α* a} ，D2 ( β) =
exp ( βb + － β* b) 为模 a，b 对应的平移算符．
注意到，平移算符的反正规乘积形式，如D1( α) =

e α 2 /2e －α* aeαa + 和相干态的完备性关系( 9) 式，则平
移算符在相干态表象下可表示成

D1 ( α) = ∫ d
2 z1
π

exp α 2

2 － α* z1 + αz*( )1 z1〉〈z1 ，

则特征函数( 14) 在相干态表象下的表示为

χ( α，β) = e ( α 2+ β 2) /2∫ d
2 z1d

2 z2
π2 eαz*1 －α* z1－β* z2+βz*2 ·

〈z1，z2 ρ1，2 z1，z2〉=

e( α 2+ β 2) /2∫ d
2z1d

2z2
π2 eαz*1 －α* z1－β* z2+βz*2 Q( z1，z2) ， ( 15)

其中 Q( z1，z2 ) ≡〈z1，z2 ρ1，2 z1，z2〉为纠缠源 ρ1，2的
Q函数数．可见，当 ρ1，2 的正规乘积或 ρ1，2 的 Q函数

时，可以通过积分( 15) 式获得 ρ1，2的特征函数，这也
给出了一个计算特征函数的新途径．
当 ρ1，2 = Ψ〉〈Ψ ，利用( 8) 式其正规乘积或 Q

函数可以表示为

Q( z1，z2 ) = 〈z1，z2 Ψ〉
2 = N－ 2·

exp －
(z*1 )

2 +z21
2 tanh r1 －

(z*2 )
2 + (z22)
2 tanh r2 － z1

2 － z2( )2·
2m

tmt'm
exp ( － t2 + t'2

2 ( τ
2 tanh r1 + s2 tanh r2 ) ) ·

exp ( － t( τz*1 tanh r1 + s* z2 tanh r2 ) －

t'( τz1 tanh r1 + sz2 tanh r2 ) )
t = 0
， ( 16)

将( 16) 式代入( 15) 式并利用积分公( 10) 式积分最
终可得

χ( α，β) = N－ 2G 2m

tmt'm
·

exp ( C( t2 + t'2 ) + Dt + D* t' + Ett')
t = t' = 0
，( 17)

其中
A1 = 1 － tanh2 r1，B1 = 1 － tanh2 r2，
E = － τ2 sinh2 r1 － s2 sinh2 r2，

G = 1
A1B槡 1

(exp － 1
2 ( α

2cosh( 2r1) + β 2cosh( 2r2) ) －

1
4 ( ( ( α

* ) 2 + α2) sinh ( 2r1) + ( β
* 2 + β2) sinh( 2r2 )) ) ，

C = － 1
4 ( τ

2 sinh( 2r1 ) + s2 sinh ( 2r2 ) ) ，

D = τ( αsinh r1 + α* cosh r1 ) sinh r1 +
s( βsinh r2 + β* cosh r2 ) sinh r2 ．
为进一步获得 ( 17) 式的简洁表示，将 ( 17) 式

中的 tt' 项按照指数展开，同时利用单变量厄密多项

式的母函数关系［20］ 
m

tm
exp { Ct2 + Dt}

t = 0
=

( 槡i C)
m
Hm

D
2 槡

( )i C
= ( 槡－ i C)

m
Hm

D
－ 2 槡

( )i C
，可得

χ( α，β) = N－ 2G∑
m

l = 0

( m! ) 2ElCm－l

l! ( ( m － l) ! ) 2
·

Hm－l
D

2 槡
( )i C

Hm－l
D*

－ 2 槡
( )i C

， ( 18)

最后一步利用了单变量厄密多项式的递推关系式
dl

dxl
Hm( x) =

2lm!
( m － l) !Hm－l ( x) ，由( 18) 式可知，相干光

子扣除超叠加单模压缩态的特征函数恰好与单变量厄

密多项式函数密切联系．至此，导出了特征函数的相干
态表示，以及光子扣除相干叠加压缩态的特征函数．由
于光子扣除，相干叠加操作的引入使得特征函数与单

变量厄密多项式相关，从而呈现出非高斯特点．
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3 隐形传输保真度

下面，考察将光子扣除相干叠加压缩态作为纠

缠源实现量子态的隐形传输下的保真度．这里，考察
Kimble-Brauntein传输方案［21］．在该方案中，利用了
对称的光束分离器以及单位增益的测量结果实现幺
正变换，从而得到最后的量子态． 若利用 tr( ρin ρout )
来描述待传输的量子态 ρin 和最终输出量子态 ρout 的

保真度，则保真度可表示为 F = ∫ d
2λ
π χin( λ) χout ( － λ) ，

其中 χ in ( λ) ，χout ( － λ) 分别对应于待传量子态 ρin和
最终输出量子态 ρout 的特征函数． 通过密度算符的
Weyl编序等，研究指出了输出量子态 ρout 的特征函
数与待传量子态 ρin 的特征函数以及纠缠源特征函
数 χ12 存在关系

［22］: χout ( λ) = χ in ( λ) χ12 ( λ
* ，λ) ．因

此，隐形传输保真度可以计算为

F = ∫ d
2λ
π χ in ( λ) χ in ( － λ) χ12 ( － λ* ，－ λ) ． ( 19)

下面，考虑相干态 γ〉输入． 由于在理想的
Kimble-Brauntein方案 ( 包括对称的光束分离器 )
中，已有研究证明:当考虑相干态作为输入时，保真
度与相干态的振幅无关．因此，为方便考虑真空态情
况，其特征函数为 χ in ( λ) = Tr［ 0〉〈0 eλa + －λ* a］ =
exp( － λ 2 /2) ，
将其代入( 19) 式可得相干态的隐形传输保真度为

F = ∫ d
2λ
π

exp( － λ 2 ) χ12 ( － λ* ，－ λ) ，( 20)

即对于任意双模纠缠源 ρ12，只要知道其特征函数，
通过式( 20) 就可以获得隐形传输保真度．
将( 17) 式代入( 20) 式并利用积分公式( 10) ，

注意到

G→ 1
A1B槡 1

·

exp － ( ω0 － 1) λ 2 － 1
2 ( ( λ

* ) 2 + λ2 ) ω( )3 ，

D→－ λ* ω1 － λω2， ( 21)
其中为方便定义了

ω0 = 1
2 ( cosh( 2r1 ) + cosh ( 2r2 ) + 2) =

( cosh2 r1 + cosh2 r2 ) ，

ω1 = ( τ sinh2 r1 ) + scosh r2 sinh r2 ) ，

ω2 = ( s sinh2 r2 + τcosh r1 sinh r1 ) ，

ω3 = 1
2 ( sinh ( 2r1 ) + sinh( 2r2 ) ) ，

可得

Fm = N－ 2

A1B1Ｒ槡 0

2m

tmt'm
·

exp ( C－ ( t2 + t'2 ) + E－ tt') t = t' = 0，

其中 Ｒ0 = ω2
0 － ω2

3，C
－ = C + Ｒ1，E

－ = E + Ｒ2，

Ｒ1 = 1
2Ｒ0
( 2ω0ω1ω2 － ( ω2

1 + ω2
2 ) ω3 ) ，

Ｒ2 = 1
Ｒ0
( ω0 ( ω

2
1 + ω2

2 ) － 2ω1ω2ω3 ) ．

进一步利用( 12) 式可得

Fm = N－ 2

A1B1Ｒ槡 0

m! ( E－ 2 － 4C－ 2 ) m/2·

Pm (
E－ E－ 2 － 4C－槡 2

E－ 2 － 4C－ 2
) ，

此即利用相干光子扣除叠加单模压缩真空态实现相

干态传输的保真度的解析表达式．它与 Legendre 多
项式 Pm ( x) 多项式密切相关．特别地，当 m = 0，即
不存在相干叠加操作情况( 无纠缠情况) ，保真度为

F0 (= cosh( 2r1 ) + cosh ( 2r2 ) +

1
2 cosh ( 2( r1 － r2 ) ) + )3

2
－1 /2
，

这是无纠缠情况下的保真度值．容易看出:当系统无
纠缠时，保真度 F0总是小于1 /2，这是无纠缠情况下
量子传输保真度的最大值．当 r1 = r2 = r时，F0取最
大值，即 F0 = 1 / ( 2cosh r) ，最大值随压缩参数的增
加而减小．
接下来，考察非高斯操作———光子扣除叠加对

隐形传输保真度的影响，即分析参数 τ = cos θ，s =
sin θ，和压缩参数 r1，r2，相干叠加阶数 m的影响．利
用式( 21) ，绘制了保真度随参数的演化曲线，如
图 1 和图 2所示．图 1中对于给定的参数 θ = 3π /4，
m = 2，考虑了保真度随压缩参数 r1，r2的变化情况．
由图 1可见，保真度在 r1 = r2 = r时可取最大值，且
保真度可以优于经典情况下的最大值 1 /2． 因此，下
面主要考虑 r1 = r2 = r的情况．在图 2中，对于给定
的参数m和 r1 = r2 = r，通过最大化保真度 Fm，给出

了该优化保真度与压缩参数的曲线关系． 由图 2 可
知，( i) 当光子扣除叠加的阶数为奇数时，获得的保
真度比无叠加操作的要差，但保真度随阶数 m 的增
加而增加; ( ii) 对于偶数阶超叠加情况，在小压缩参
数范围内，与无叠加操作情况相比，发现保真度可以

获得更优值．例如，对于 m = 2，4，当压缩参数分别
小于 0. 68 和 0. 45 时，保真度可以获得提高．这一阈
值随 m的增加而减小;此外，对于 m = 2，4，当压缩
参数小于0. 39和0. 34时，保真度可以突破经典保真
度极限 1 /2，这也是量子纠缠实现保真度所期望的;
( iii) 随着 m 的增加，可以在小压缩参数范围内
( ≤ 0． 25) 获得更好的保真度． 这与奇数阶情况有
所不同，几乎在全压缩参数范围内，保真度随m的增
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加而增加．

图1 保真度随压缩参数 r1，r2 的变化，这里 θ = 3π/4，m = 2

图2 优化保真度( Fidelity) 随压缩参数 r1 = r2 = r变化曲线

4 结论

本文将光子扣除叠加操作( τa + sb) m 作用于 2
个无关联的单模压缩真空态上，引入了一类非高斯

型连续变量量子态，光子扣除叠加压缩态．利用压缩
算符的正规乘积表示相干态表象的完备性关系，导

出了归一化系数，它对于研究量子态的非经典性质

是十分重要的． 研究指出该系数恰好可以表示成
Legendre多项式 Pm ( x) 的函数———一个简洁的表
达式．进一步利用平移算符的反正规乘积表示，引入
了特征函数的相干态表示，基于此进一步导出了光

子扣除叠加压缩态的特征函数，它可以表示成 2 个
单变 量 厄 密 多 项 式 的 函 数． 最 后， 基 于
Kimble-Brauntein的量子隐形传输方案，将光子扣
除叠加压缩态作为纠缠源实现相干态的传输． 利用
保真度的解析表达式讨论了保真度与相关参数的关

系．研究表明:当压缩参数相等时，保真度可获得最
大值;对于奇数阶操作，保真度比无叠价操作情况更

差;而对于偶数阶情况，在一定的压缩参数范围内，

保真度可以优于无纠缠情况，且保真度可以优于经

典的最大保真度 1 /2，同时保真度可以随 m 的增加
而改善．
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The High-Order Coherent Superposition of Photon-Subtraction
for Improving the Fidelity of Teleportation

XIONG Xiong1，WANG Zhilong2，WAN Guojin1*

( 1． School of Information Engineering，Nanchang University，Nanchang Jiangxi 330029，China;
2． College of Physics ＆ Communication Electronics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: A kind of non-Gaussian quantum state with continuous variable by operating high-order coherent superpo-
sition of photon-subtraction on two single-mode squeezed vacuum states has been introduced． Using the normally or-
dering form of squeezing operation and completeness relation of coherent state representation，the analytical expres-
sion of normalized factor of this new state has been derived． It is found that the factor is related to Legendre polyno-
mials． Based on the teleportation scheme of Kimble-Brauntein，the fidelity for teleporting coherent state by using the
new entangled state as entangled resource has been calculated． It is shown that: ( i) the fidelity has a maximum value
when r1 = r2 ; ( ii) the fidelity becomes worse than that from the case without coherent superposition operation for odd
m; while for even m，the fidelity can be improved in a certain small squeezing parameter region，and even exceeds
1 /2． In addition，the fidelity increases as even m in a certain region．
Key words: high-order coherent superposition of photon-subtraction; non-Gaussian state; teleportation; coherent
state; fidelity
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