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生化反应系统的高维矩阵方程
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摘要:化学主方程对生化反应系统提供了一个建模框架，但它的分析与模拟一直是计算系统生物学的一

个难题，到目前为止并没有得到解决．这里，通过引进高维矩阵及其运算规则，首先把化学主方程表示为
高维矩阵方程，然后给出了其分析解的形式表示，此外还介绍了一种求解高维矩阵方程的高效数值方法．
研究表明:高维矩阵方法似乎解决了化学主方程的分析求解和数值求解问题．
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0 引言

生物分子系统由于反应物种低的拷贝数，故是

随机的．这种随机性( 或噪声) 对生物系统的动力学
行为具有重要影响，例如噪声诱导的随机切换［1］、
噪声诱导的共振［2-3］、噪声诱导的随机同步［4-5］、噪
声诱导的随机聚焦［6］等． 因此，当研究生物分子系
统的动力学行为时，必须要考虑随机性的效果．
化学主方程［7-9］已广泛应用于研究生化反应系

统的随机行为，但问题是这种方程的分析和模拟一

直是计算系统生物学的难题． 著名的 gillespie 随机
模拟算法［10］解决了单条随机轨线的模拟问题，但没

有解决反应物种的联合概率分析问题． 有限状态映
射法［11］只能应用于反应物种数目是很少的情形．至
于化学主方程的分析求解，更是一个难题，还没有很

好的分析求解方法．
矩封闭方法［12-15］已被广泛应用于化学主方程

的分析与模拟，但问题是普通的矩 ( 如原点矩和中

心矩) 当其阶趋于无穷时并不一定会趋于零，甚至

有可能是发散的．特别是，普通的矩并不能用于重构
反应物种的联合概率分布( 除非它是高斯分布) ．最
近，文献［16］提出的收敛矩方法很好地解决了矩的
收敛性问题以及联合概率分布的重构问题，但应用

起来仍具有局限性．
总之，化学主方程的分析与模拟问题并没有得

到彻底解决．本文提出化学主方程的高维矩阵表示，
由此给出了化学主方程分析解的形式表示，并发展

出一种高效的环路迭代算法．据此，化学主方程的分
析求解与数值求解问题似乎得到了彻底解决．

1 定义与性质

1． 1 2 个矩阵的乘积运算

设有 3 个矩阵: U = ( uij ) M×N，A = ( aij ) M×M 和

B = ( dij ) N×N，为便于推广，引进 2 个操作符 ① 和
②，其定义分别为

( A①U) i，j = ( AU) i，j = ∑
M

l = 1
ai，lul，j，

( B②U) i，j = ( UBT ) i，j = ∑
N

l = 1
bj，lui，l，

其中“T”表示矩阵转置． 显然，A①U 和 B②U 都是
M × N阶矩阵．注意到:操作符①和②分别对应于
矩阵U左乘以A和右乘以B的转置BT的运算( 下面

将总是省略矩阵左乘和右乘的普通算符) ． 根据上
述定义，容易验证下列 3 条性质:
( i) IM①U = U，IN②U = U，其中 IM 和 IN 都是

单位矩阵;

( ii) A①B②U = B②A①U = AUBT ;

( iii) A①B②C①D②U = ( AC) ①( BD) ②U，
此条性质可以推广到更一般情形，例如，对任意正整

数 n，有



( A①B) n+1②U ≡ ( A①B) n②( A①B) ②U =
An+1①Bn+1②U．

1． 2 一般情形

让 U = ( ui1，…，in ) N1×…×Nn 是一个高维矩阵．定义

高维矩阵的运算为

( A U) i1，…，in = ∑
N1

s = 1
aik，sui1，…，ik－1，s，ik+1，…，in，

其中A是Nk × Nk矩阵，1≤ k≤ n．显然，操作符 是
矩阵的普通左乘或右乘运算的自然推广． 上述定义
具有下列性质:

( i) ( 恒同性) IM U = U， ∈ {①，②，…} ;
( ii) ( 交换律) A B? U = B? A U， ，

? ∈ {①，②，…} ;
( iii) ( 结合律 ) A B? A B? U = A2

B2? U， ，? ∈ {①，②，…} ．

1． 3 矩阵指数函数

回忆 起 普 通 矩 阵 指 数 的 定 义 为 e tA =

∑
!

m = 0
( tm /m! ) Am，以及对于2个可交换的方阵A和B，

有 et( A+B) = ∑
!

m = 0
( tm /m! ) ( A + B) m．受这些启示，首

先，注意到

( A1 A2)
m? U = Am

1 Am
2 ? U = Am

1 ( A
m
2 ? U) ，

其次，定义

( A1 A2 + A3 A4 )
m? U =

∑
m

j = 0
( )m
j

A j
1 A j

2? Am－j
3 Am－j

4 ? U． ( 1)

其中规定: ( A1 A2 + A3 A4 )
0 = I．注意到:在定

义( 1) 中，可交换性的条件并不需要． 这样，自然地
定义矩阵指数函数为

e ( A1 A2) t? U = ∑
!

i = 0

ti
i! ( A1 A2 )

i? U，

e ( A1A2+A3 A4) t? U =

∑
!

m = 0

tm
m! ( A1 A2 + A3 A4 )

m? U．

上述定义可以推广到其它情形，例如，

( A1 A2 + A3 A4 + A5 A6 )
m? U =

∑
m

r = 0
( )m
r
( A1 A2 + A3 A4 )

r?

( A5 A6 )
m－r? U，

e ( A1A2+A3A4+A5 A6) t? U =

∑
!

m = 0

tm
m! ( A1 A2 + A3 A4 + A5 A6 )

m? U

等，这里就不一一列举了．

2 化学主方程的高维矩阵表示

首先，考察 2 个简单但具有代表性的反应系统．
对于单个反应物种的生灭过程


k

δ
X，

让 ui = ui ( t) 表示物种 X在时刻 t有 i个分子的概
率，则相应的化学主方程可表示为

dui

dt = k( ui－1 － ui ) + δ［( i + 1) ui+1 － iui］，( 2)

其中 1 ≤ i ≤ N 且假定 u0 = uN+1 = 0． 记 U =
( u1，…，uN )

T，并引入下列 4 个方阵:

A1 = k

0 0 … 0
1 0 … 0
  … 
0 … N －











1 0 N×N

，

B1 = － k

1 0 … 0
0 1 … 0
   
0 0 …











1 N×N

，

A2 = δ

0 2 … 0
0 0  
  … N － 1
0 0 …











0 N×N

，

B2 = － δ

1 0 … 0
0 2 … 0
   
0 0 …











N N×N

，

则方程( 2) 可改写为
dU
dt = ( A1①U + B1①U) + ( A2①U + B2①U) ．

对于 2 个反应物种的反应系统

X1
k1

k2
X2，

让 ui，j = ui，j ( t) 表示物种 X1 和 X2 在时刻 t分别有 i
和 j个分子的概率，则相应的化学主方程可表示为

dui，j

dt = k1［( i + 1) ui+1，j －1 － iui，j］+

k2［( j + 1) ui－1，j +1 － jui，j］， ( 3)
其中1≤ i≤M，1≤ j≤N且假定u0，j = ui，0 = uk，N+1 =
uN+1，l = 0．记2维矩阵U = ( ui，j ) M×N并引入下列 6个
方矩阵:

A1 = k1

0 2 … 0
0 0  
  … M
0 0 …











0 M×M

，
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B1 =

0 0 … 0
1 0 … 0
  … 
0 …











1 0 N×N

，

A
～

1 = － k1

1 0 … 0
0 2 … 0
   
0 0 …











M M×M

，

A2 = k2

0 0 … 0
1 0 … 0
0  … 
0 …











1 0 M×M

，

B2 =

0 2 … 0
0 0  
  … N
0 0 …











0 N×N

，

B
～

2 = － k2

1 0 … 0
0 2 … 0
   
0 0 …











N N×N

，

则主方程( 3) 可改写为
dU
dt = ( A1①B1②U + A

～
1①U) +

( A2①B2②U + B
～

2②U) ．
其次，考虑一般的生化反应系统．假设此系统包

含 n个反应物种 X1，X2，…，Xn，它们一起参加 L个反
应;假设 X1，X2，…，Xn 的最大分子数目分别为 N1，

N2，…，Nn ;假设所有的反应事件都是马氏的 ( 即仅

与当前状态有关，而与历史过程无关) ． 现在，引入
高维矩阵

U( 1: N1，1: N2，…，1: Nn ) = ( ui1，i2，…，in ) i1，i2，…，in，

它代表反应系统的完整概率密度状态． 让 A( i)l 和
B( i)l 是反应物种 Xi在第 l个反应式中对应的 Nl × Nl

矩阵，其中 1≤ i≤ n，1≤ l≤ L，则整个反应系统的
高维矩阵方程可表示为

dU
dt = ∑

L

l = 1
［A( 1)l ①…A( n)l U +

B( 1)l ①…B( n)l U］， ( 4)
方括号中的 2 项之和对应于一个反应式，换句话说，
一个反应式决定 n个操作符:①，…， 和2n个方阵:
A( i)l 和 B( i)l ，其中 1≤ i≤ n．注意到: 1) 一个反应式
一般仅涉及几个反应物种，因此方程( 4) 中对于固
定的 l，A( i)l 和 B( i)l 中有很多都是单位矩阵; 2) 方程
( 4) 关于 U是一个线性微分方程．

3 高维矩阵方程的解

3． 1 分析解

为了帮助读者理解分析解的形式，这里先考察

下列 3 个简单但具有代表性的例子．
对于矩阵方程: dU /dt = AU = A①U，容易验证

满足初始条件 U0 = U( 0) 的解可形式地表示为
U( t) = e tAU0 = etA①U0 ．

类似地，容易验证矩阵方程: dU /dt = UBT =
B②U满足初始条件 U0 = U( 0) 的解可形式地表
示为

U( t) = U0e
tBT = etB②U0 ．

此外，类似地，可直接验证矩阵方程 dU /dt =
A①U + B②U满足初始条件U0 = U( 0) 的解可形式
地表示为 U( t) = etA①etB②U0 ．
一般地，对于高维矩阵方程( 4) ，满足初始条件

U0 = U( 0) 的解可形式地表示为

U( t) = exp t∑
L

l = 1
∏

n

k = 1
A( k)l ? k +∏

n

k = 1
B( k)l ?( )( )k

U0 =

∑
!

m = 0

tm
m!∑

L

l = 1
∏

n

k = 1
A( k)l ? k +∏

n

k = 1
B( k)l ?( )k

mU0， ( 5)

定义

∏
n

k = 1
A( k)l ? k +∏

n

k = 1
B( k)l ?( )k

0 = I( 单位矩阵) ;

∏
n

k = 1
A( k)l ? k +∏

n

k = 1
B( k)l ?( )k

mU0 =

∏
n

k = 1
A( k)l ? k +∏

n

k = 1
B( k)l ?( )k

m－1
( A( 1)l ? 1…

? n－1A
( n)
l ? nU0 + B( 1)l ? 1…? n－1B

( n)
l ? nU0 )

对于任意的 m≥ 1 成立．

3． 2 数值求解方法

3． 2． 1 数值计算格式 首先，通过一个例子来介
绍所谓的“算子劈裂法”［17］． 考虑下列简单的矩阵
方程: dU /dt = A①U + B②U，其中方程 dU /dt =
A①U以给定的 U0 = U( 0) 为初值、前进半步 Δt /2
的解可表示为Un+ ( 1 /2) = eA( Δt /2)①Un，其中 n = 0，1，
2，…;方程 dU /dt = B②U以Un+ ( 1 /2) 为初值、前进一
步Δt的解可表示为Vn = eBΔt②Un+( 1 /2) ;方程 dU /dt =
A①U以 Vn作为初值、前进半步 Δt /2的解可表示为
Un+1 = eA( Δt /2)①Vn ． 这样，获得矩阵方程: dU /dt =
A①U + B②U以 U0 为初值、前进一步的解为

Un+1 = eA
Δt
2①eBΔt②eA

Δt
2①Un，

其中 n = 0，1，2，…．容易验证，这些数值解实际上都
是精确解．
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其次，考虑一般情形． 为清楚起见，先考虑一个
反应式的高维矩阵方程:

dU
dt = A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l U +

B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l U，
其数值计算步骤如下:

第 1 步 对于方程 dU /dt = A( 1)l ①A( 2)l ②…
A( n)l U，以 Um 为初值、前进半步的数值格式为

Um+ ( 1 /2) = e ( Δt /2) ( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l ) Um ;

第 2 步 对于方程 dU /dt = B( 1)l ①B( 2)l ②…
B( n)l U，以 Um+ ( 1 /2) 为初值、前进一步的数值格
式为

Vm = eΔt( B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) Um+ ( 1 /2) ;

第 3 步 对于方程 dU /dt = A( 1)l ①A( 2)l ②…
A( n)l U，以 Um 为初值、前进半步的数值格式为

Um+1 = e ( Δt /2) ( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l ) Vm．
再考虑一般的高维矩阵方程 ( 4) ，其数值计算

步骤如下:

第 1 步 对于 l = 1，方 程 dU /dt =
( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l + B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) U以
Um 为初值、前进半步的数值格式为
Um+ ( 1 /2) = e ( Δt /2) ( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l +B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) Um ;

第 2 步 对于 l = 2，方 程 dU /dt =
( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l + B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) U以
Um+ ( 1 /2) 为初值、前进一步的数值格式为
V( 1)m = eΔt( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l +B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) Um+ ( 1 /2) ;

第( l +1) 步 方程dU/dt = ( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l +
B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) U以V( l －1)m 为初值、前进一步
的数值格式为

V( l)m = eΔt( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l +B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) V( l －1)m ，

其中 l = 2，3，…，L － 1;
第( L + 1) 步 对于 l = L，方程 dU /dt =

( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l + B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) U以
V( L)m 为初值、前进半步的数值格式为
Um+1 = e ( Δt /2) ( A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l +B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ) V( L)m ．
综合上述步骤，可获得计算高维矩阵方程 ( 4)

的下列迭代格式:

Um+1 = e ( Δt /2) f1 e ( Δt) f2 …e ( Δt) fL e ( Δt /2) f1 Um，

其中 fl≡A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l + B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ，
1 ≤ l≤ L．
3． 2． 2 误差估计 对于高维矩阵方程( 4) ，为方
便 起 见， 令 fl ≡ A( 1)l ①A( 2)l ②…A( n)l +
B( 1)l ①B( 2)l ②…B( n)l ，其中 1 ≤ l≤ L． 注意到数值迭
代格式为

U—m+1 = e( Δt /2) f1 …e( Δt) f2 …e( Δt) fL …e( Δt /2) f1 U—m，

而前进一步的精确解为 Um+1 = exp ( Δt)∑
L

l = 1
f( )l

Um ( 由于线性方程) ．假如第 m 步的计算是精确的，

即U—m = Um，则第( m + 1) 步的误差为 Em+1 = Um+1 －

U—m+1 = Δ Um，其中

Δ = e ( Δt)∑
L

l = 1
fl － e ( Δt /2) f1 e ( Δt) f2 …e ( Δt) fL e ( Δt /2) f1，

注意到 Em 可以表示为 Em+1 = Δ Um =

∑
!

k = 0
［( Δt) k / k! ］gk Um，其中

g0 = g1 = g2 = 0，‖gm+3‖≤ [2 ∑
L

l =1
(‖A(1)l ‖…‖A

( n)
l ‖ +

‖B( 1)l ‖…‖B( n)l ‖ ]) m+3
．

因此，Δ = ( Δt) 3∑
!

k = 0
［( Δt) k / ( k + 3) ! ］gk+3 =

O( Δt3 ) ．这样，迭代一步的误差( 即截断误差) 为
‖Em+1‖≤ 2C Δt 3‖Um‖eCΔt， ( 6)

其中C =∑
L

l =1
(‖A(1)l ‖…‖A

( n)
l ‖ +‖B(1)l ‖…‖B( n)l ‖)

为常数．由于 Um 是概率密度函数，因此‖Um‖≤ 1．
又 ‖A( s)l ‖ ≤ max

i，j
a( s)ij ＜ !，‖B( s)l ‖ ≤

max
i，j

b( s)ij ＜ !，1≤ s≤ n，1≤ l≤ L．这样，估计式( 6)

表明:整个迭代格式的误差为 O( Δt2 ) ．

4 结束语

通过引进高维矩阵来表示生化反应系统的整个

概率密度状态，即通过引进 U，把难以理论分析和数
值求解的化学主方程转化为一个高维矩阵方程，即

方程( 4) ，由此进一步给出此方程分析解的形式表
示，即( 5) 式．此外，对于高维矩阵方程( 4) ，还介绍
了已知一种 2-阶环路算法，并给出了此算法的误差
估计式，即估计式( 6) ． 由此深信: 这些结果对于实
际问题驱动的生化反应系统的研究将带来极大方

便，并提供方法论．
对于一般的高维矩阵方程 ( 4 ) ，也可以采用著

名的 Picard逐步逼近法来求解． 由于这种逼近法只
需要迭代几步就可以达到很高的精度，因此在实际

应用中可能是方便的．
最后，无论是 2-阶环路算法还是 Picard 逐步逼

近法，都需要通过生物例子加以检验，并和著名的

Gillespie随机模拟算法［10］进行比较，这将是下一步
的研究．
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The High-Dimensional Matrix Equation for Biochemical Ｒeaction Systems

ZHOU Tianshou
( School of Mathematics，Sun Yat-Sen University，Guangzhou Guangdong 510275，China)

Abstract: Chemical master equation gives a framework for mathematical modeling of biochemical reaction systems，
but its analysis and simulation has been being difficult in the field of computational systems biology． Here，by intro-
ducing a high-dimensional matrix and its operators，first the chemical master equation is transformed into a high-di-
mensional matrix equation，and then a formal expression for the analytical solution to this matrix equation is given．
In addition，a 2-order cyclic iterative algorithm is introduced to numerically solve the high-dimensional matrix equa-
tion． In a word，the high-dimensional matrix method seems to solve the questions of analytical and numerical solu-
tions to the chemical master equation．
Key words: chemical master equation; high-dimensional matrix equation; matrix exponent function; cyclic iterative
algorithm
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