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摘要:有同事效应的多对一匹配博弈的核不一定存在．在群替代偏好下，用联盟分割的方法证明了核匹配
一定存在．对偏好的假设源自于某些现实问题的考虑，因此，所得结论具有一定的现实意义．
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0 引言

多对一匹配博弈的研究始于 1962 年［1］，近年来
经济学家们致力于研究核匹配的存在性及核的代数

与几何特征．传统的多对一匹配博弈关于核的研究
建立在无同事效应的框架结构下［1-3］，但这一假设

日益受到经济学家的质疑，因为在现实生活中，许多

市场存在同事效应．
迄今为止，关于有同事效应的多对一匹配博弈

的研究文献较少． B． Dutta 等［4］是最先研究同事效
应的，建立了 DM模型，DM 模型介于传统模型和本
文的模型之间，因为 DM 模型假定部分参与人的偏
好具有同事效应，而本文的模型设定所有参与人的

偏好都具有同事效应; DM 模型在群替代偏好和共
同偏好的假设下得出核是非空的． P． Ｒevilla 等［5］在
一些更强的假设条件下推广了 DM 模型．本文与上
述 2 篇文献的不同之处在于: ( i) 给出了群替代性的
准确定义; ( ii) 在一般性的框架结构下，无需更强更
多的假设条件，推广了 DM 模型，而且证明过程比
DM模型简单直接; ( iii) 证明方法使用了工人集合
的一个联盟结构( coalition structure) ．

F． Echenique 等［6-8］构造了寻找核匹配的算法，
而本文研究的是核匹配的存在条件． M． Pycia ［9］是
在分割法则 ( division rule ) 和两两联合 ( pairwise-
aligment) 偏好下研究核匹配，这与本文没有共同之
处．李建荣［10］研究了 F-字典偏好下的稳定匹配，这
与本文内容也不相同．

1 预备知识

市场由 n个企业和 m个工人组成，分别用 2 个
不相交的集合 F 和 W 来表示，F = { f1，f2，…，fn} ，
W = { w1，w2，…，wm} ． 每一个企业可以雇佣多个工
人，每一个工人最多只到一个企业工作．
每一个企业 f 在集合 2W ∪ { f} 上有一个完备

的、严格的、具有传递性的偏好Pf ;对任意2组工人 S
和 S'，用 SPfS'表示 f偏好 S于 S'，SＲfS'表示 f对 S的
偏好不少于对 S'的偏好;若 SPf{ f} ，则称 S是 f的一
个可接收的对象，否则称 S对 f 是不可接受的; 特别
地，鉴于没有发生匹配也是可接受的，称{ f} 是可接
受的．称( f，S) 为一个匹配联盟，其中 S  W． 类似
地，每一个工人 wi 在集合{ S  Wi : SPW

wi} 上有一
个完备的、严格的、具有传递性的偏好 PW

wi，其中

Wi = { S W: wi ∈ S} 是所有包含 wi 的工人集合，

在匹配联盟集合{ ( f，S) f∈ F，S∈Wi} ∪ { wi} 上

定义一个偏好 Pwi ． 同事效应通过工人 w 的偏好 Pw

引入到模型中．
注意到，没有对 w的偏好 Pw 做假定． 每一个工

人有 2 个不同的偏好，虽然它们定义在不同的集合
上，但它们之间应该具有某些联系． 因此，将给出它
们之间一些合乎理性的假定，从而研究核的存在性．
用 P = ［Pf1，…，Pfn，Pw1，…，Pwn，P

W
w1，…，P

W
wn］

表示市场所有参与者的偏好集合，称其为偏好束．用
( F，W; P) 表示所研究的市场．
定义 1 一个匹配 μ是从集合 F∪W到 F∪W

的一个映射，满足对所有的 f∈ F和 w∈ W，有



( i) μ( w) ∈ F∪ { w} ;
( ii) μ( f)  W∪ { f} ;
( iii) μ( w) = f当且仅当 w∈ μ( f) ．

若 μ( k) = { k} ，则称 k( ∈F∪W) 未发生匹配，否则
发生了匹配．
给定匹配 μ，如果工人 w在 μ下发生了匹配，用

f = μ( w) 表示w的匹配对象，则μ( f) = μ2 ( w) 表示
f的匹配对象，也是 w在匹配 μ 下同事的集合，所以
有时用 μ2 ( w) 来表示 μ( f) ．
对于 2 个不同的匹配 μ，μ'，定义
μＲf μ'μ( f) Ｒf μ'( f) ，
μＲwμ'( μ( w) ，μ

2 ( w) ) Ｒf ( μ'( w) ，μ'
2 ( w) ) ，

若 w在匹配 μ 下未发生匹配，则( μ( w) ，μ2 ( w) ) =
{ w} ．于是，企业 f在工人集合上的偏好 Pf 对应了他

在匹配集合上的偏好，工人 w 在匹配联盟上的偏好
Pw 对应了他在匹配集合上的偏好．
如果对所有的 f ∈ F，w ∈ W，μ( f) Ｒf{ f} 和

( μ( w) ，μ2 ( w) ) Ｒw{ w} 成立，则称 μ是个体理性的．
给定一组工人 SW，用 Cf ( S) 表示 f在 S中的

选择集，即 Cf ( S)  S 且对任一 S'  S，都有
Cf ( S) ＲfS'．当偏好是严格的时，选择集是唯一的．若
Cf ( S) = S，则称 S是 f的一个选择集．自然地，假定
一个企业 f的所有可接受集都是 f 的选择集，即若
SPf，则 Cf ( S) = S①．
给定一个匹配 μ，如果存在一个匹配 μ' 和一个

联盟A，A可能由1个企业和1组工人组成，也可能由
1 个企业或 1个工人组成，使得对 A中的企业 f和所
有工人 w，有
( i) μ'( w) ∈ A;
( ii) μ'( f)  A;
( iii) 对任一 k∈ A，有 μ'Ｒkμ，且至少存在一个

k∈ A满足 μ'Pkμ，
则称 μ被联盟 A阻碍．
定义 2 若一个匹配 μ 不被任何联盟阻碍，则

称 μ是核匹配．用 C( P) 表示所有核匹配的集合．
定义 3［11］ 给定一组工人 S及 S中的 2个工人

w和 w'，若 w∈ Cf ( S) ，则 w∈ Cf ( S － w') ，称企业 f
的偏好具有替代性．
替代偏好排除了工人个体之间存在互补性，下

面给出群替代性偏好以排除工人联盟之间的互

补性．

考虑工人集合W的一个联盟结构W
∧

= { S1，S2，…，

Sk} ，其中 S1，S2，…，Sk 是 W 的子集，W =∪
k

i = 1
Si 且

Si ∩ Sj = ，i≠ j． S
∧
 W

∧
，即M { 1，2，…，k} ，

有 S
∧
= { Si∈W

∧
: i∈M} ;在不引起混淆的情况下，有

时也称 S = ∪
i∈M

Si 是 W
∧
的一个子集．

给定W
∧
的一个子集 S

∧
，用 Cf ( S

∧
) 表示 f在 S

∧
中的

选择集，即 Cf ( S
∧
)  S

∧
且对任一 S

∧
'  S

∧
，都有

Cf ( S
∧
) ＲfS

∧
'．于是，当把联盟结构中的每一个元素看

作一个独立的个体时，企业在联盟结构上的选择集

具有与企业在工人集合上的选择集同样的意义．
定义 4 任给一组工人 S及 S的任意一个联盟

结构 S
∧

= { S1，S2，…，Sk} ，对 S
∧
的任意 2个不同的元

素 Sl和 Sh，若 Sl∈ Cf ( S
∧
) ，则 Sl∈ Cf ( S

∧
\Sh ) ，称企业

f的偏好具有群替代性．

2 工人集合 W的一个联盟结构

在一个稀薄的市场中，工人们彼此了解，他们会

形成不同的联盟，从而对全体工人的集合形成一个

分割;团队的全体成员能够共同工作是他们的首要

考虑．基于这一现象，给出工人集合的一个合理分割
和工人偏好的一个理性假设．
在市场中，每一个工人 w在所有他可能的同事集

合上有一个严格的偏好 PW
w，面对一组工人 S，用

Cw ( S) 表示w在 S中的选择集，即Cw ( S)  S，且对任
一 S' S，Cw ( S) Ｒ

W
w S'．为了叙述简便，称 w在W中的

选择集为 w的选择集． CS ( W) = ∪
w∈S

Cw ( W) 表示工人

联盟 S在W中的选择集，若一个联盟 S是他自己的选
择集，即 CS ( W) = S，则称 S是一个完美联盟．
显然，每一个工人都希望能与自己选择集中的

工人同事．但问题是，w'在 w的选择集中并不意味 w
在 w' 的选择集中，所以有可能是 w对 w'感兴趣，而
w'对w却不感兴趣，而且若这样的情况发生，则w的
选择集就不稳健，因为 w' 对这个联盟不感兴趣． 为
了解决这一问题，需要扩大 w的选择集，要找一个包
含 w的选择集的工人联盟 S，使得 S中每一个工人的
选择集都包含在 S中，即 CS ( W) = S，也就是要找一
个包含 w 的完美联盟． 因为小是美的，越小越稳健，
所以要找一个包含 w的最小完美联盟．
若 w'在 w的选择集中，则称 w'与 w相关，记作
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① 这一假定是自然的和理性的，面对一组工人，一个企业当然选择他的选择集．如果一组匹配工人是可接受的，但却不
是选择集，那么这个匹配一定不是稳定匹配．由于本文研究匹配的稳定性，故作出这一理性假设．



w'Ｒw．假定相关具有传递性，用 N( w) = { w' ∈ W:
w'Ｒw} 为所有与 w相关的工人集合．
定理 1 对任意一个工人 w，N( w) 是包含 w的

最小完美联盟．
证 首先证明 N( w) 是包含 w的完美联盟，即

CN( w) ( W) = N( w) ．
显然，N( w) 包含w．因为CN( w) ( W) = ∪

w'∈N( w)
Cw'( W) ，

对所有的 w' ∈ N( w) 有 w' ∈ Cw'( W) ，所以 N( w) 
CN( w) ( W) ．反之，对任一 w' ∈ CN( w) ( W) ，必定w″∈
N( w) ，使得 w'∈ Cw″( W) ，于是有 w″Ｒw和 w'Ｒw″同时成
立，因为相关具有传递性，所以得到w'Ｒw，即w'∈N( w) ．
由 w' 的任意性得到 CN( w) ( W)  N( w) ． 综上所述得
CN( w) ( W) = N( w) ．
假定 S是一个包含w的完美联盟，即CS( W) = S，

要证明S一定包含N( w) ．因为CS( W) = ∪
w'∈S

Cw' ( W) ，所

以对任一 w'∈ S，有 Cw' ( W)  S．
对于 w' ∈ N( w) ，有 w'Ｒw．如果 w' ∈ Cw ( W) ，

由 w∈ S知 Cw ( W)  S，于是有 w'∈ S．如果 w'
Cw ( W) ，则一定存在一个序列 w'，w1，…，ws，w，其中
w' ∈ Cw1 ( W) ． 对 i = 1，2，…，s － 1，有 wi ∈
Cwi+1 ( W) ，及 ws ∈ Cw ( W) ，于是 ws ∈ S，从而对
i = 1，2，…，s － 1，有 wi∈ S及 w'∈ S．由 w'的任意
性得 N( w)  S．定理 1 得证
博弈的规则变为与最小完美联盟的全体同事共

事是每一个工人的首要选择． 因此必须考虑工人 w
的最小完美联盟 N( w) 的稳健性． 对 N( w) 中的每
一个工人w'，N( w') 是w'的最小完美联盟，而N( w)
是一个包含 w' 的完美联盟，由定理 1 知 N( w') 
N( w) ．如果存在 N( w) 中的某个工人 w'，N( w') 严
格比N( w) 小，即N( w) 中有些工人不包含在N( w')
中，则 N( w) 是不稳健的． 因为按照博弈规则，
N( w') 可能为了获利而偏离 N( w) 中的其他成员而
又不损害 N( w') 中成员的利益．所以，N( w) 是稳健
的必要条件为 N( w) 是全体成员的最小完美联盟，
即对 N( w) 中的所有工人 w'，N( w') = N( w) ;或者
说，N( w) 中的所有工人是互相相关的，即对 N( w)
中的所有工人 w'，w'Ｒw和 wＲw' 同时成立．
对每一个工人 w，如果 N( w) 是稳健的，则令

［w］ = N( w) ，否则令［w］ = { w} ．
引理1 给定一个工人w，对［w］中的所有工人

w'，有［w'］ = ［w］．
证 若［w］ = { w} ，则结论成立．若［w］≠ { w} ，

则［w］ = N( w) 且N( w) 是稳健的．对［w］中的任意一

个工人w'，有w'∈N( w) ，因为N( w) 是稳健的，所以有
N( w') = N( w) 且 N( w') 也是稳健的，于是［w'］ =
［w］．

定理 2 W
∧

= { ［w］: w∈ W} 是 W的一个联盟
结构．

证 显然，W = ∪
w∈W
［w］．对任意 2个工人 w和

w'，若［w'］≠［w］，则一定有［w'］∩［w］ = ．事

实上，假如［w'］∩［w］≠ ，则 w″ ∈［w'］∩
［w］，即 w″ ∈［w'］且 w″ ∈［w］，于是有 w″Ｒw'，
w'Ｒw″，w″Ｒw和 wＲw″同时成立，因为相关具有传递
性，所以有 w'Ｒw和 wＲw'同时成立，即 w'∈［w］，由
引理 1 得［w'］ = ［w］，产生矛盾．
定义 5① 工人 w的偏好 Pw 满足共同性，对任

意 2 个包含 w的联合{ f，S} 和{ f '，S'} ，有
( i) 若 S 包含［w］而 S' 不包含［w］，则有 ( f，

S) Pw ( f '，S') ;
( ii) 若 S和 S' 都包含［w］，则( f，S) 和( f '，S')

无差异;

( iii) 若 S包含 w但不包含［w］，则( f，S) 和( f，
{ w} ) 无差异
( iv) 对任意 2个不同的企业 f和 f '及 2个包含

w的工人联盟 S 和 S'，( f，S) Pw ( f '，S') 成立，或者
( f '，S') Pw ( f，S) 成立．

3 多阶段的拒绝-接受算法

拒绝-接受算法( deferred-acceptance algorithm)
由 D． Gale 等［1］ 提出，A． E． Ｒoth 等［12］ 对其作了调
整，在这些算法的基础上，定义多阶段的拒绝-接受
算法如下:

第1阶段 考虑市场M1 = ( F，W
∧ 1 ; P

∧1 ) ，其中F

是企业的集合，W
∧ 1 = { ［w］: w∈W} 是个体的集合，

即把每一个工人联盟［w］看作单一的个体，对任一

企业 f∈ F，P
∧

f
1 = Pf，对任一［w］∈W

∧ 1，P
∧1
［wi］ = Pwi，

其中 wi 是［w］中下标最小的元素．因为企业具有群
替代性偏好，由共同性偏好的( ii) 和( iv) 得市场M1

中所有参与者的偏好与传统模型一致，即个体不关

心谁是他的同事，所以由个体提出申请的拒绝-接受
算法产生一个个体最优稳定匹配 μ1且 μ1属于M1的

核． 令G1 = { ［w］∈W
∧ 1 : ［w］ ＞ 1} ②，如果G1中每
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①

②

B． Dutta等［4］的共同性定义仅仅限定于情侣，本文的定义适用于任意多个工人联盟．
［w］表示［w］中元素的个数．



一个个体在 μ1 下都与某个企业匹配，则算法结束;

否则，令 G2 为 G1 中所有在 μ1 下都与某个企业匹配

的个体的集合，进入下一阶段．

第2阶段 考虑市场M2 = ( F，W
∧ 2 ; P

∧2 ) ，其中F

是企业的集合，W
∧ 2 = ( W

∧ 1 \ ( G1 \G2 ) ) ∪ { w: w ∈
( G1 \G2 ) } 是个体的集合，即 G1 中所有在 μ1 下未匹

配的个体被分散为单个工人个体，对任一 w ∈

( G1 \G2 ) ，P
∧2

w = Pw，所有其他参与者的偏好与他们

在市场M1中的偏好一致．因为企业具有群替代性偏
好，由共同性偏好的( ii) ～ ( iv) 得市场 M2 中所有

参与者的偏好与传统模型一致，所以由个体提出申

请的拒绝-接受算法产生一个个体最优稳定匹配 μ2

且 μ2属于M2的核．如果 G2中每一个个体在 μ2下都

与某个企业匹配，则算法结束; 否则，令 G3 为 G2 中

所有在 μ2 下都与某个企业匹配的个体的集合，进入

下一阶段．
第 3阶段 由于企业具有群替代性偏好且博弈

的参与者有限，经过某一阶段K，GK中的所有个体都

将与某一企业匹配，则算法结束且产生一个属于市

场 MK 的个体最优稳定匹配 μK ．
注 1 由于企业具有群替代性偏好，则企业看到

现阶段的申请后不会懊悔前一个阶段拒绝了某个个

体，即对企业 f∈ F，2≤ k≤ K，有 μk ( f) Ｒf μk－1( f) ①．
B． Dutta 等［4］ 对“非 μK－1 ( F) PFμK ( F) ”进行了论
证，他们的证明方法仅适用于第 K － 1 和第 K阶段，
而不适用于其它阶段，所以，他们的论断只是本文结

论的一个特殊情形．

4 有同事效应的多对一匹配博弈的核

B． Dutta等［4］证明了:在存在情侣的市场中，当
企业具有群替代性偏好、情侣们具有共同性偏好、其
他参与者不关心自己的同事时，核匹配一定存在．在
一般的市场中，具有同样的结论;而且本文的证明方

法和思路更为简洁和直接．
在这个特定市场中，对于核的定义有如下结论．
命题1 若一个个体理性的匹配μ被非空联盟A

阻碍，则存在一个匹配联盟( f，S) ，{ f，S}  A阻碍 μ．
证 如果非空联盟 A阻碍 μ，由阻碍的定义知，

存在另一个匹配 μ'和个体 k∈ A，μ'Pkμ．因为 μ是个
体理性的，所以 k在 μ'下一定发生了匹配．如果 k是

一个企业 f，那么令 S = μ'( f) ，则 SPf{ f} ，且由阻碍
的定义有{ f，S}  A阻碍 μ．如果 k是一个工人 w，那
么 ( μ'( w) ，μ'2 ( w) ) Pw{ w} ． 令 f = μ'( w) ，S =
μ'2 ( w) ，由阻碍的定义有{ f，S}  A阻碍 μ．故命题1
成立．
下面给出本文的核心结论．
定理 3 当企业具有群替代偏好、工人具有共

同性偏好时，核非空．
证 先证明由个体提出申请的多阶段的拒绝 -

接受算法生成的匹配 μ 是一个核匹配． 由算法知 μ
是一个个体理性的匹配，所以 μ 不会被任何个体阻
碍．假设 μ被一个匹配联盟( f，S) 阻碍，因为企业的
偏好是严格的，所以 SPf μ( f) ，且 ( f，S) Ｒw ( μ( w) ，

μ2 ( w) ) ，其中 w是 S中工人．因为 μ属于市场 MK 的

核，所以 μ在市场 MK 中不会被 W
∧ K 的任何一个联盟

阻碍，但下面的证明表明 S W
∧ K，于是假设不成立，

则定理 3 的结论成立．

事实上，由算法知，W
∧ K 由 GK 的所有元素和不属于

GK 的所有工人个体构成，所以 W
∧ K 的任何一个子集由

GK 中的某些元素和不属于 GK 的某些工人个体组成②．
因为工人具有共同性偏好，且 GK 中的所有元素在 μ下
都与某个企业匹配，所以不存在 GK 中某个元素［w］，
［w］不在 S中，但［w］的某些工人个体却在 S中．于是，
如果 S中有工人w，［w］∈GK，则一定有［w］ S．对于
S中任意一个工人w，一定有w∈GK③ 或者wGK．当
w∈ GK 时，［w］ S，则对［w］中所有的工人 w，有( f，
S) Ｒw( μ( w) ，μ

2( w) ) ， 于 是 有 ( f，S) Ｒ［w］( μ( ［w］) ，

μ2( ［w］) ) ，从而有 ( f，S) Ｒ
∧K
［w］( μ( ［w］) ，μ

2( ［w］) ) ; 当

w GK 时，P
∧

w
K = Pw，所以 SW

∧ K，与假设矛盾．

5 结论

在传统的匹配模型中引入同事效应，通过对工

人偏好的合理假设，得到了工人集合的一个稳健的

联盟结构，借助该联盟结构，运用多阶段的拒绝-接
受算法，证明了具有同事效应的多对一匹配市场的

核一定存在．这推动了匹配博弈理论在具体市场、具
体问题上的应用．本文构建联盟结构的思路和方法，
也可运用到社会学、计算机网络等学科的研究中;而
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①

②

③

它的证明见附录．
这里的“某些”包含“不存在”的可能．
当 w∈ Gk 时，把 GK 看作一个工人的集合;当［w］∈ GK 时，把 GK 看作一个联盟结构，而［w］是一个元素．



完美联盟的思想方法，可能在网络博弈［13-15］及其拓

扑结构与性质上会有所运用，这是未来一个可能的

研究方向．
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The Core of Many-to-One Matching Games with Peer Effect

LI Jianrong
( School of Mathematics，South China Normal University，Guangzhou Guangdong 510631，China)

Abstract: It is well-known that the core of a many-to-one matching game with peer effect might be empty． Under
group substitutable preferences，it is proved that the core is nonempty by coalition structure method． All the assump-
tions that is apposed on the preference lists come from some real-life observations and considerations，so the results
have realistic meaning．
Key words: matching games; core; group substitutability; togetherness
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附录:

命题 对所有的企业 f∈F，2≤k≤K，有 μk ( f) Ｒf μk － 1 ( f) ．

证 为清楚起见，当 μk ( f) 是 M
∧ k 的子集时，用 μ

∧
k ( f) 表示 μk ( f) ;用 w

∧
表示 W

∧ k 中的个体．证明的关键是:

因为企业具有群替代性偏好，同一个体在不同市场中的偏好相同，所以，如果个体 w
∧
在第 k 阶段向 f 提出申

请被 f拒绝，w
∧
在第 k + 1 阶段仍然是个体，那么在第 k + 1 阶段他仍然会向 f提出申请，而 f仍然会拒绝他．因

为 μ
∧

k － 1 ( f) 中的个体都是 M
∧ k 中的个体，所以在第 k阶段会向 f提出申请，因为企业具有群替代性偏好，所以

有 μ
∧

k ( f) Ｒf μ
∧

k － 1 ( f) ，于是有 μk ( f) Ｒf μk － 1 ( f) ．
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