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一类 π-反周期函数的双周期插值问题
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摘要:讨论了一类反周期函数在等距结点组上的双周期插值问题，结合函数所要满足的插值条件与该类

反周期函数所满足的基础分解定理，再利用插值基函数的性质，给出插值问题解存在的充分必要条件，并

得到相应条件下解的显式．
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0 引言

令 τn 为最高次数不超过 n的三角多项式空间:

τ0 = span{ 1} ，τk = τk－1 + span{ cos( kx) ，sin( kx) } ．
ωn 为 n阶 π-周期多项式子空间:

ωn = { T∈ τn T( x + π) = T( x) } ，

ω⊥n 为 n阶 π-反周期多项式子空间:

ω⊥n = { T∈ τn T( x + π) = － T( x) } ．

已有结果:

ω0 = τ0，ω2k+1 = ω2k，ω2k+2 = ω2k+1 + span{ cos 2( k +
1) x，sin 2( k + 1) x} ，ω⊥0 = { 0} ，ω⊥2k+2 = ω⊥2k+1，ω⊥2k+1 =

ω⊥2k + span{ cos( 2k + 1) x，sin( 2k + 1) x} ．

显然，τn = ωn  ω⊥n ． 若 n 为偶数，则{ Ln ( x －
xk ) 0 ≤ k≤ n － 1} 是 ω⊥n－1 的 1 组基，其中

Ln ( x) =
2
n∑

n /2

k = 1
cos( 2k － 1) x;

若 n为奇数，则{ Ln ( x － xk ) 0 ≤ k≤ n － 1} 是 ωn－1

的 1 组基，其中

Ln ( x) =
1
n + 2

n ∑
( n－1) /2

k = 1
cos( 2kx) ．

令 0 ＜ h ＜ π / ( 2n) ，m∈N，函数的差分与高阶
差分可以定义为

δf( x) = δ1 f( x) = f( x + h) － f( x － h) ，

δmf( x) = δ( δm－1 f( x) ) =∑
m

k = 0
( － 1) k ( )m

k
f( x + ( m －

2k) h) ( m≥ 2) ．

算子 Aδm
n : τn－1 → τn－1，Bδm

n : τn－1 → τn－1 满足

Aδm
n eikx = aδm

n ( k) e
ikx，Bδm

n eikx = bδmn ( k) e
ikx ．

其中

aδm
n ( k) = ( 2i)

m( sinm( k + n) h + sinm( k － n) h) /2，

bδmn ( k) = ( 2i)
m( sinm( k + n) h － sinm( k － n) h) / ( 2i) ，

k = 0，1，…，n － 1．
插值问题是函数逼近论领域的一个主要分支，

由于它在误差估计、拟合精度估计、有效数据分析等
实际问题中具有广泛应用价值，近年来函数的插值

问题备受学者关注． 三角函数的插值问题在其中占
据了一个重要位置，文献［1-15］从不同周期、度量
尺度讨论了三角函数插值问题，其中文献［4］得出
的 π-反周期函数的插值结论在插值问题的方法及
形式上给出了全新的结果; 文献［5］利用差分代替
导数，讨论了 π-反周期函数的双周期( 0，δm ) 插值
问题的求解，降低了插值问题对函数可微性的要求，

扩大了插值结论的应用范畴; 文献［6］考虑了反周
期函数在双结点组上的 ( 0; m1，m2，m3 ) 插值; 文献

［7-9］是在( 0，m) 插值条件中关于函数导数的推广
结论;文献［10-15］给出了特定的插值多项式在不
同空间与度量下的逼近结论． 以上研究内容都是在
三角函数插值中重要方法和结论的体现，也是近年

来三角插值研究结果的主要方向．
在文献［5］的启发下，本文考虑反周期函数在

结点组的位置改变的情况下，插值问题是否有解、有
解的条件又是否会发生变化、解的形式有何不同等
问题．即考虑对于给定的函数 f( x) 及结点组:



xk = kπ
n ，yk = xk + π

2n，0 ≤ k≤ n － 1，k∈ Z

在何种条件下存在唯一的反周期三角多项式 T( x)
满足

T( yk ) = f( yk ) ，δ
mT( xk ) / ( 2h)

m = δmf( xk ) / ( 2h)
m．

1 主要结论

定理 1 存在唯一的 G( x) ，H( x) ∈ ω⊥2n－1 具有
G( x) = sin( nx) UG ( x) + cos( nx) VG ( x) ，H( x) =
sin( nx) UH ( x) + cos( nx) VH ( x) ，其中

UG ( x) = Ln ( x － y0 ) ，

VG ( x) = － ( Aδm
n )

－1Bδm
n Ln ( x － y0 ) ，

UH ( x) = 0，VH ( x) = ( 2h)
m ( Aδm

n )
－1Ln ( x) ，

且满足

G( yk ) = δ0k，( δ
mG) ( xk ) / ( 2h)

m = 0，
H( yk ) = 0，( δmH) ( xk ) / ( 2h)

m = δ0k，0≤ k≤ n － 1
当且仅当 mn为偶数．
定理 2 若 f为 π-反周期函数，则存在唯一的

Qδm
n f∈ ω⊥2n－1 具有

( Qδm
n f) ( x) =∑

n－1

k =0
f( yk ) G( x － xk ) +∑

n－1

k =0

δmf( xk )
( 2h) m

·

H( x － xk ) ，
且满足

( Qδm
n f) ( yk ) = f( yk ) ，

( δm ( Qδm
n f) ) ( xk ) / ( 2h)

m = δmf( xk ) / ( 2h)
m

当且仅当 mn为偶数．

2 相关引理

引理 1［4］ 若 n为偶数，T( x) ∈ ω⊥2n－1，则存

在唯一的UT，VT∈ω⊥n－1，且 T( x) = sin( nx) UT ( x) +
cos( nx) VT ( x) ，其中

UT ( x) = ∑
n－1

k = 0
( － 1) kT( yk ) Ln ( x － yk ) ，

VT ( x) = ∑
n－1

k = 0
( － 1) kT( xk ) Ln ( x － xk ) ．

若 n为奇数，则存在唯一的 UT，VT ∈ ωn－1，上述结论

仍然成立．
引理2［5］ T( x) ∈ω⊥2n－1，若T( x) = sin( nx)·

U( x) + cos( nx) V( x) ，则
δmT( x) = sin( nx) ( Aδm

n U( x) － Bδm
n V( x) ) +

cos( nx) ( Bδm
n U( x) + Aδm

n V( x) ) ．

引理 3［5］ 若 n为偶数，则 Aδm
n 和 Bδm

n 为 ω⊥n－1 中

的可逆算子;若 n为奇数，则
( i) 当 m为奇数时，Bδm

n 是 ωn－1 中的可逆算子;

( ii) 当 m为偶数时，Aδm
n 是 ωn－1 中的可逆算子．

3 定理的证明

定理 1 的证明(充分性) 先证满足插值条件
的基函数的存在性．若 mn为偶数，由引理 1 知，

G( x) = sin( nx) UG ( x) + cos( nx) VG ( x) ，
H( x) = sin( nx) UH ( x) + cos( nx) VH ( x) ．
由插值条件 G( yk ) = δ0k，H( yk ) = 0 有

UG ( x) =∑
n－1

k = 0
( － 1) kG( yk ) Ln ( x － yk ) = Ln ( x － y0 ) ，

UH ( x) = ∑
n－1

k = 0
( － 1) kH( yk ) Ln ( x － yk ) = 0．

再由引理 2 得
( δmG) ( x) = sin( nx) ( Aδm

n UG ( x) － Bδm
n VG ( x) ) +

cos( nx) ( Bδm
n UG ( x) + Aδm

n VG ( x) ) ，

( δmH) ( x) = sin( nx) ( Aδm
n UH ( x) － Bδm

n VH ( x) ) +

cos( nx) ( Bδm
n UH ( x) + Aδm

n VH ( x) ) ．
所以

( δmG) ( x) = sin( nx) ( Aδm
n Ln ( x － y0 ) － Bδm

n VG ( x) ) +

cos( nx) ( Bδm
n Ln ( x － y0 ) + Aδm

n VG ( x) ) ，( δ
mH) ( x) =

sin( nx) ( － Bδm
n VH ( x) ) + cos( nx) ( Aδm

n VH ( x) ) ．
由插值条件( δmG) ( xk ) / ( 2h)

m = 0 可得
Bδm

n Ln ( xk － y0 ) + Aδm
n VG ( xk ) = 0，k = 0，1，…，n － 1．

而Bδm
n Ln ( x － y0 ) + Aδm

n VG ( x) 是 n － 1阶三角多项式，
所以

Bδm
n Ln ( x － y0 ) + Aδm

n VG ( x) = 0．
又由文献［1］中三角函数分解的唯一性及插值

条件( δmH) ( xk ) / ( 2h)
m = δ0k 可得

Aδm
n VH ( x) = ∑

n－1

k = 0
( － 1) k
( δmH) ( xk )

( 2h) m
·

( 2h) mLn ( x － xk ) = ( 2h)
mLn ( x) ，

由引理3知，当mn为偶数时，算子 Aδm
n 在相应空间中

可逆，所以

VG ( x) = － ( Aδm
n )

－1Bδm
n Ln ( x － y0 ) ，

VH ( x) = ( 2h)
m ( Aδm

n )
－1Ln ( x) ．

必要性(反证法) 当 n为奇数且 m为奇数时，
由引理3知 aδm

n ( k) = 0．而据存在定理所述之G( x) ，

H( x) ，又有 aδm
n ( k) ≠ 0，得出矛盾，必要性得证．

定理 2 的证明 利用定理 1 及基函数的性质
知，显然有定理 2 成立．
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4 结束语

将本文的结论与文献［5］关于插值问题的结论
相比较不难看出，随着结点组的改变，插值问题有解

的条件并未发生改变，但是插值基多项式发生了变

化，从而得到了不同的插值解．
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The Kind of 2-Periodic Interpolation by π-Anti-Periodic Function

WEN Xiaoxia1，LI Fengjun2

( 1． School of Physics and Electronic-Electrical Engineering，Ningxia University，Yinchuan Ningxia 750021，China;
2． School of Mathematics and Statistice，Ningxia University，Yinchuan Ningxia 750021，China)

Abstract : A kind of 2-periodic interpolation on a group of equidistant nodes by anti-periodic function is studied． The
necessary and sufficient condition of solvability of 2-periodic anti-periodic interpolation problem is obtained through
applying decomposition theorem and property of interpolation basic function，a result by interpolation is given at
equal-distant nodal point sets，and the solution is obtained if it exists in the end．
Key words: anti-periodic function; 2-periodic; ( 0，δm ) -interpolation; higher-order difference

(责任编辑:曾剑锋)

14第 1 期 文晓霞，等:一类 π-反周期函数的双周期插值问题


