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基于 ＲBF和 TSVD正则化求解泊松方程

李订芳，谢 鹏
( 武汉大学数学与统计学院，湖北 武汉 430072)

摘要:针对泊松方程的数值解，提出了一种基于截断奇异值分解( TSVD) 的正则化和径向基函数( ＲBF) 的
改进的无网格方法．由于通过 ＲBF拟合方程所产生的系数矩阵经常是病态的，TSVD 正则化方法可以改
善 ＲBF无网格方法而获得更精确的数值解，与传统的 ＲBF方法相比能够获得更好的数值结果，而且通过
选择恰当的径向基函数，也能够提高数值解的精度．
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0 引言

泊松方程是广泛应用于静电学、机械工程和理
论物理等领域重要的偏微分方程． 在许多科学工程
领域中的方程都是基于泊松方程的模型来刻画的，

比如描述给定能量场的电荷或质量密度分布以及变
电站噪声控制，因而对泊松方程精确有效的数值解
的研究是非常必要和有意义的． 利用 ＲBF［1-4］求解
偏微分方程的开创性工作都起始于 E． J． Kansa，因
此这类方法通常被称为 Kansas 方法［5］． 此后，学者
们提出了很多 ＲBF 和基于 ＲBF 的方法，比如基于
多元 2 次曲面( MQ) 、基于逆多元 2 次曲面( Inverse
MQ) 的 ＲBF 方法． 在这类基于 ＲBF 的无网格方法
中，ＲBF径向基函数被直接当作基底，使其线性组
合在配点上满足控制方程或边界条件，因为这个方
法是无网格的且能够得到精确的数值解，所以它被
广泛采用． Ｒ． L． Hardy等［6-7］引入 MQ作基函数且用
多维插值解决地球重力场的拟合问题，这时 MQ 作
为基函数的优势还没有被发现，直至 C． Franke 等［8］

提出了关于 Kansas 方法中使用各种基函数的数值
算法，其中讨论了各算法的精度、效率、空间存储率
和插值实现的易用性，得出以 MQ 作为基函数是最
优的结论．

1 ＲBF插值方法

径向基函数( ＲBFs) 是一组多元函数多项式，它

们的函数值只依赖于其距中心点的距离． 这种基函
数组的优点在于它们是一组相似的函数，并且能够
适合任意高维曲面且无需网格，所以 ＲBF能够被便
捷地运用于曲面的重建．
对于多元连续函数 f( x) 的 ＲBF插值，x∈ Ω

Ｒn，其中 Ω为有界域．设有 N个配点{ xi}
N
i = 1 ∈ Ω

Ｒn，Ω上的函数值为{ yi}
N
i = 1 ∈ Ｒ，则 f( x) 可以近似

地表达为 ＲBF基函数组的线性组合:

f( x) ≈∑
N

j = 1
αjφ( ‖x － xj‖2 ) ，x∈ Ω，

其中{ αj}
N
j = 1 是一组待定系数，函数 φ满足 φ( x) =

φ( ‖x‖2 ) ，称之为径向函数．由配点法
［9］可得

yi = f( xi ) ≈∑
N

j = 1
αjφ( ‖xi － xj‖2 ) ，i = 1，2，…，N．

上述的线性方程组可以表述成矩阵形式:
Aα = b， ( 1)

其中 α = ( α1，α2，…，αN )
T 是待定的向量系数，b =

( b1，b2，…，bN )
T是( 1) 式右端向量，ＲBF插值矩阵A

可以写成 A = ( Φij ) = ( φ( ‖xi － xj‖2 ) ) 1≤i，j≤N，这
里使用径向基函数 MQ:

φ( rj ) = φ( x，xj ) = ( x － xj )
2 + c槡 2 = r2j + c槡 2，( 2)

其中 c为形状半径．

2 TSVD正则化

对于任意的矩阵 A，其奇异值分解( SVD) ［10-12］

的形式为A = UΛVT =∑
n

i = 1
λ iui vi，这里U = ( u1，u2，



…，uN ) ∈ Ｒn×n，V = ( v1，v2，…，vN ) ∈ Ｒn×n，且有

UTU = En，V
TV = En，En是 n级单位矩阵．矩阵Λ =

diag( λ1，λ2，…，λ) 的对角元素是矩阵 A的特征值，
它们是非负且单调递减的，即 λ1≥ λ2≥…≥ λn≥
0，矩阵 A关于欧几里得范数‖·‖2 的条件数

［13］定
义为 cond( A) = λ1 /λn，λ1和 λn分别是矩阵 A的最
大奇异值和最小奇异值． Tikhonov 正则化［14-17］给出
的( 1) 式的正则解转化为求解优化问题

min {‖Aα － b‖2
2 + ω‖Iα‖2

2 } ， ( 3)
在正则化模型( 3) 中，ω是非负的正则化参数，控制
着惩罚项‖Iα‖2

2 的相对权重． TSVD正则化
［18-19］方

法是基于 Tikhonov正则化和 SVD分解的．
TSVD方法是用一个更小的秩 k的矩阵 Ak 近似

矩阵 A，丢弃 A和 b中的对应部分，矩阵 Ak 定义为

Ak = UΛkV
T，Λk = diag( λ1，λ2，…，λk，0，0，…，0) ∈Ｒn×n，

其中 k ＜ r，r = rank( A) ，将 Λ的最小的 n － k奇异
值替换为0得到Λk ．使用矩阵Ak是因为当选择合适
的 k时，矩阵 Ak 的条件数 λ1 /λk 会变得很理想． ( 3)

式的 TSVD解为 xk = A +
k b =∑

k

i = 1
uivibi λ i，它对于 A

和 b的扰动并不敏感．矩阵 A +
k 是矩阵 Ak 的伪逆，即

A +
k = UΛ +

k V
T，Λ +

k = diag( λ －1
1 ，λ

－1
2 ，…，λ

－1
k ，

0，0，…，0) ∈ Ｒn×n，

通过选择合适正则化参数 ω ＞ 0，可以得到
xωk = ∑

λi ＞ ω
uivibi λ i ．

TSVD正则化的核心思想是截断极小的奇异值，
从而得到良好的矩阵条件数，获得稳定的精确解．

3 泊松方程的 ＲBF方案

考虑带狄利克雷边界条件下的泊松方程:
－ Δu( x，y) = f( x，y) ，( x，y) 在 Ω内，
u( x，y) = g( x，y) ， ( x，y) 在 Ω上{ ，

这里Δ是拉普拉斯算子，Ω是Ｒ2上的单连通域，f( x，
y) 表示源项，g( x，y) 表示边界 Ω上的狄利克雷条
件． 使用 MQ 基函数，由 ( 2) 式知，φ( x，xj ) =

( x － xj )
2 + c槡 2 = r2j + c槡 2 ．泊松方程的近似解可

以表示为 un ( x) = ∑
n

j = 1
αjφ( x，xj ) ，其中 αj 是待定系

数，假定 φ( x，xj ) 在每个配点上满足边界条件，用

{ xj}
n0
1 和{ xj}

n
n0+1 分别表示区域内和边界上的配点，

可以得到关于 αj 的线性方程组

－∑
n

j = 1
αj ( Δφ( xi，xj ) ) = f( xi ) ，i = 1，2，…，n0，

∑
n

j = 1
αjφ( xi，xj ) = g( xi ) ， i = n0 + 1，…，n

{
，

上述方程组可以写成矩阵形式( Aij ) ( αj ) = ( bj ) ，上

式即为( 1) 式，且系数矩阵( Aij ) 往往是病态的，这
就导致数值解( αj ) 不稳定，对于( Aij ) 和( bj ) 的扰动
会很敏感．在系数矩阵病态的条件下，TSVD 正则化
方法用来提高数值解的精度和维持解的稳定性，可
以得到理想的结果．

4 数值算例

本部分将通过数值试验来展示所述方法的精度
和效率．在单点上的绝对误差( Ab ) 刻画为

Ab = u( x，y) － u'( x，y) ，
其中 u( x，y) 为泊松方程的精确解，u'( x，y) 为方程
的数值解．用最大绝对误差( Ma ) 来衡量数值方法的
精度，其定义为 Ma = max u( x，y) － u'( x，y) ．
考虑泊松方程:
－ Δu( x，y) = 2sin xsin y，( x，y) 在 Ω内，
u( x，y) = 0， ( x，y) 在 Ω上{ ，

其中 Ω = ［0，π］ ×［0，π］，该泊松方程有精确解
u( x，y) = sin xsin y．
在数值试验中，对于奇异值 λ i，若 λ i ＞ ω，则令

λ i = ω． 数值试验的硬件环境: 英特尔 Xeon( 至
强) E3-1220 v3 3． 3 GHz，8 GB 内存; 软件环境:
Matlab 7． 6． 0( Ｒ2008a) ．
图 1 展示了在最优形状半径 c和最优正则化参

数ω的条件下，随着径向基函数组维数的增加，即随
着配点数目的增加，最大绝对误差不断减少，逐步趋
向收敛，并且可以看出，传统 MQ方法的收敛曲线对
配点数目较为敏感，而改进 MQ方法的收敛曲线更稳
定，由此可见改进 MQ方法的数值解的效果更理想．
图 2 展示了系数矩阵的条件数随着配点数的增

加而增大．要得到更精确的数值解，往往会通过增加
配点数来提高拟合精度，但是从图 2 可以看出，即使
配点数增加，改进的 ＲBF也能快速有效地抑制矩阵
条件数的增长，避免了由 MQ 基函数引起的矩阵条
件数过大的弊端． 从某种意义上讲，在改进的 ＲBF
方法下的系数矩阵总是稳定的，即使增加配点数来
提高精度，也不会导致系数矩阵极度病态．

图 1 最大绝对误差随配点数变的化曲线图
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图 3 展示了最优形状半径 c随着配点数变化而
变化的规律．由图 3可以看出，2种 ＲBF的最优形状
半径 c 均随着配点数的增加而减小，由于没有正则

化参数的影响，传统 ＲBF的最优形状半径变化曲线
显得更平滑、更稳定．

图 2 矩阵条件数随配点数变化的曲线图 图 3 最优形状半径 c随配点数变化的曲线图

图 4 展示了当配点数 N = 144 时，改进的 ＲBF
数值解与精确解的曲面模拟结果的对比情况，可见
改进的 ＲBF方法获得的数值解精度较高，能够很好
地恢复方程精确解的数值曲面．
图5展示了当N = 36，64，144，256 时，改进 ＲBF

数值解与精确解的绝对误差的曲面图． 可以发现当
随着配点数增加时，在使用 TSVD 正则化处理系数
矩阵的情况下，数值解的精度确实得到提高，且从曲
面平滑度来看，数值解的稳定性也越来越好．

图 4 配点数 N = 144 的对比图

图 5 在不同配点数 N下，数值解与精确解的绝对误差构成的 3 维曲面图
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5 结论

通过数值算例可以发现，基于改进的 ＲBF 基函
数的无网格方法有很多优点，它相对于传统的方法
有更高的精度和更好的数值稳定性; 通过数值算例
还可以发现，选择恰当的径向基函数，在结合 TSVD
正则化技术下可以得到理想的高精度数值解．
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The Gridless Method for Poisson's Equation Based on ＲBF and TSVD

LI Dingfang，XIE Peng
( 1． School of Mathematics and Statistics，Wuhan University，Wuhan Hubei 430000，China)

Abstract: An improved gridless method based on radical basis function( ＲBF) for the numerical solution of Poisson'
equation is proposed． Since the coefficient matrix generated by the ＲBF approximation is usually ill-conditioned，the
truncated singular value decomposition( TSVD) regularization method is used to obtain a more accurate numerical
solution． Compared to common ＲBF，better numerical results will be achieved． What's more，the accuracy of numeri-
cal solution can be improved by choosing proper radial basis functions．
Key words: TSVD regularization; radial basis function; Poisson's equation
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