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异分数阶 chen系统的动力学特性及其多元电路实现
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摘要:通过选取不同的分数阶数 q( q1 = 0． 9，q2 = 0． 9，q3 = 0． 8) 构造了异分数阶 3 维 chen系统，对其相图、
分岔图和 Poincaré 截面等动力学特性进行了分析，以树型、链型以及树链混合型的方式设计了系统的多
元电路，并进行 Multisim模拟仿真，电路仿真与 Matlab数值仿真结果一致，证实了所设计的多元电路的有
效性．
关键词:异分数阶;动力学特性;分岔图; Poincaré 截面;多元电路
中图分类号: O 415 文献标志码: A DOI: 10． 16357 / j． cnki． issn1000-5862． 2017． 02． 05

0 引言

随着信息产业的不断发展，利用信息加密技术

来确保信息传输的安全性已成为该行业的核心问

题．非线性系统由于具有较复杂的动力学特性而在
信息加密技术中越来越突显出其优越性，得到了越

来越多的实际应用． 目前利用整数阶微积分非线性
系统进行保密通信的研究已比较普遍，但对分数阶

微积分系统的研究早期只局限于理论数学领域，直

到人们发现与整数阶微积分相比，分数阶微积分能

够更好更真实地描述分形几何、记忆过程等现象，分
数阶系统才被逐渐应用于通信、地质研究、医学图像
处理等实际应用领域．在保密通信领域，与整数阶系
统相比，分数阶系统具有更大的密钥空间和更高的

使用价值;而异分数阶系统中各维方程均可选取不

同阶数，打破了同分数阶系统要求各维方程中阶数

都相同的局限性，适用范围更为广泛．因此对异分数
阶混沌系统的行为特性及其电路实现进行深入研究

就显得更为重要［1-7］．
本文在 3 维 chen系统的基础上，通过选取不同

的分数阶数 q( q1 = 0． 9，q2 = 0． 9，q3 = 0． 8) 构造了一
个异分数阶 chen 系统． 本文对该系统的分岔图、
Poincaré 截面等动力学特性进行了研究，给出了不
同阶数下分数阶系统的树型、链型等阻容单元电路，
通过独立使用或者混合使用这 2 种单元电路去替代

整数阶电路中的积分电容，实现了对异分数阶 chen
系统的电路仿真，且电路模拟与数值仿真结果完全

一致，为今后实现异分数阶系统的实际应用提供了

有力的理论依据．

1 分数阶微分的定义

虽然分数阶微分有多种不同的定义，但其科学

性均已在实践中得到了证实［8-10］． 本文选用最广泛
的分数阶微分定义: Ｒiemann-Liouville ( ＲL) 分数阶
微分，它的数学表达式为

dq f( t)
dtq

= 1
Γ( n － q)

dn

dtn ∫
t

0

f( τ)
( t － τ) q－n+1

dτ， ( 1)

其中 Γ( ·) 为伽马函数，n － 1 ＜ q ＜ n，q 为分数，n
为整数．
预估-校正法和时频域转换法是分数阶微积分

的主要求解方法，预估-校正法主要应用于数值求
解，时频域转换法主要应用在工程上［9-12］．本文采用
预估-校正法对异分数阶 chen 系统进行数值仿真，
采用时频域转换法对其进行电路仿真．

2 异分数阶 chen 系统模型及其行为
特性

本文构造的异分数阶 chen系统的数学模型为



dq1

dtq1
x = a( y － x) ，

dq2

dtq2
y = ( c － a) x － xz + cy，

dq3

dtq3











 z = xy － bz．

( 2)

选取不同的分数阶数，取 q1 = 0． 9，q2 = 0． 9，
q3 = 0． 8，采用预估 -校正法对系统进行数值仿真，
当参数 a = 35，b = 3，c = 28 时，得到了异分数阶
chen系统的混沌吸引子如图 1 所示．

图 1 异分数阶 chen系统混沌吸引子

图 2给出了 c =［25． 5，30］时，变量 x 随参数 c
变化时的分岔图，由图 2 可以看出，系统在该区域出
现混沌现象，但在 c = ［29． 3，29． 5］的区域内，系统
出现周期窗口．

图 2 x变量随参数 c变化时的分岔图

图 3 给出了系统( 2) 在 z = 12 时的 x-y截面和
y = 0时的 x-z截面的 Poincaré映射图．由图 3 可见，
2 个 Poincaré截面图均出现了被反复折叠的成片的
密集点，说明了该系统动力学行为的复杂性．

图 3 Poincaré映射图

3 异分数阶 chen系统的电路实现

采用时频域转换法进行分数阶系统的电路仿

真［9-15］．若时域函数 f( t) 的初始值为 0，则( 1 ) 式的
拉普拉斯变换式可表示为

L dq f( t)
dt{ }q = sqL{ f( t) } ， ( 3)

其中“q”为分数阶微分算子，在频域中通常可以利
用传递函数H( s) = 1 / sq来表示．求解1 / sq可获得复
频域展开形式，再将其转化为时域形式求解．
当 q = 0． 9时，1 / s0． 9 的 2 dB误差的近似公式为

H( s) = 1 s0． 9 ≈
2． 267 5( s + 1． 292) ( s + 215． 4)
( s + 0． 0129 2) ( s + 2． 154) ( s + 359． 4) ，( 4)

当 q = 0． 8 时，1 / s0． 8的 2 dB误差的近似公式为
H( s) = 1 s0． 8 ≈ ( 5． 308 8( s + 0． 133 4) ( s +
2. 371) ( s + 42． 17) ( s + 749． 9) ( s + 0． 013 34) ( s +
0． 237 1) ( s + 4． 217) ( s + 74． 99) ( s + 1 334) ) ． ( 5)
对于分数阶电路，可通过利用等效阻容单元电
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路替换整数阶电路中的积分电容来实现． 下面分别
给出实现 1 / s0． 9 和 1 / s0． 8 的树型、链型等效阻容单元
电路，并通过独立使用或混合使用这种单元电路来

实现对异分数阶 chen系统的多元电路仿真．

3． 1 链型等效阻容单元电路

图 4( a) 为分数阶算子 1 / s0． 9的链型等效阻容单
元电路，其传递函数可表示为

H( s) = Ｒa / /
1
sCa

+ Ｒb / / 1
sCb

+ Ｒc / / 1
sCc

． ( 6)

将( 6) 式和( 4) 式作比较，可得到 1 / s0． 9 的链型
单元电路中的各电阻和电容值为 Ｒa = 62． 84 MΩ，
Ｒb = 250 kΩ，Ｒc = 2． 5 kΩ，Ca = 1． 23 μF，Cb = 1. 83

μF，Cc = 1． 1 μF．
图 4( b) 为分数阶算子 1 / s0． 8 的链型等效阻容

单元电路，其传递函数可表示为

H( s) = Ｒh / /
1
sCh

+ Ｒi / /
1
sCi

+ Ｒj / /
1
sCj

+

Ｒk / /
1
sCk

+ Ｒl / /
1
sCl

． ( 7)

将( 7) 式和( 5) 式作比较，可得到 1 / s0． 8 的链型
单元电路中的各电阻和电容值为 Ｒh = 37． 85 MΩ，
Ｒi = 1． 754 MΩ，Ｒj = 170 kΩ，Ｒk = 17 kΩ，Ｒl = 1． 8
kΩ，Ch = 1． 98 μF，Ci = 2． 4 μF，Cj = 1． 39 μF，Ck =
780 nF，Cl = 420 nF．

图 4 链型等效阻容单元电路

3． 2 树型等效阻容单元电路

图 5( a) 为分数阶算子 1 / s0． 9的树型等效阻容单
元电路，其传递函数可表示为

H( s) =

Ｒo + ( Ｒp / /
1
sCp

[ ]) / / 1
sCo

+ ( Ｒq / / 1
sCq

[ ]) ． ( 8)

将( 8) 式和( 4) 式作比较，可得到 1 / s0． 9 的树型
单元电路中的各电阻和电容值为 Ｒo = 1． 55 MΩ，
Ｒp = 61． 54 MΩ，Ｒq = 2． 5 kΩ，Co = 730 nF，Cp = 520
nF，Cq = 1． 1 μF．
图 5( b) 为分数阶算子 1 / s0． 8 的树型等效阻容

单元电路，其传递函数可表示为

H( s) (= Ｒu + Ｒv + Ｒx / /
1
sC( )( )

x
/ /

1
sCv

+ Ｒy / /
1
sC( )( ) )

y

/ / 1
sCu

+ ( Ｒw / /
1
sC( ) )

w
． ( 9)

将( 9) 式和( 5) 式作比较，可得 1 / s0． 8 的树型单
元电路中的各电阻和电容值为 Ｒu = 8． 58 kΩ，Ｒv =
92． 69 kΩ，Ｒw = 6． 32 MΩ，Ｒx = 39． 69 MΩ，Ｒy = 490
kΩ，Cu = 950 nF，Cv = 610 nF，Cw = 234 nF，Cx = 233
nF，Cy = 239 nF．

图 5 树型等效阻容单元电路

3． 3 异分数阶 chen系统的多元电路实现

图 6( a) 为在 Multisim 平台上设计的异分数阶
chen系统的链型仿真电路图，该电路共由 3 路模拟

运算电路组成，第 2、3 路电路中使用模拟乘法器
AD633 实现系统的交叉乘积项，其增益为 0． 1，利用
E = ± 12 V 的运算放大器 LF353D 以及链型等效阻
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容单元电路对各状态变量进行积分运算．
对于每一路运算电路都可分别选用链型和树型

2 种单元电路实现对分数阶电路的运算，本文选用
的异分数阶 chen系统是 3 维系统，共有 23 = 8 种组
合方式，如表 1 所示．

表 1 多元电路的不同组合方式

1 2 3 4 5 6 7 8

q1 = 0． 9 链型 链型 链型 链型 树型 树型 树型 树型
q2 = 0． 9 链型 链型 树型 树型 链型 链型 树型 树型
q3 = 0． 8 链型 树型 链型 树型 链型 树型 链型 树型

表 1 中的组合 1，如图 6( a) 所示，通过独立使用
链型单元电路实现了异分数阶 chen 系统的链型电
路仿真，通过 Multisim 仿真得到吸引子相图如
图 6( b) 和图 6( c) 所示．
若将图 6( a) 中的链型单元电路全部更换为树

型单元电路，该组合方式对应于表 1 中的组合 8，如
图 7( a) 所示，可得到通过独立使用树型单元电路实
现的异分数阶 chen系统的树型电路仿真．通过 Mul-
tisim仿真得到吸引子相图 7( b) 和图 7( c) ．

图 6 异分数阶 chen系统的链型电路及仿真结果
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图 7 异分数阶 chen系统的树型电路及仿真结果

其余组合方式为树型和链型单元电路混合在一

起时实现的异分数阶 chen系统的混合电路．鉴于篇
幅限制，本文只给出了该系统的组合 6 混合电路，其
中第 1 、3 路电路选用树形单元电路，第 2 路电路选
用链型单元电路，如图 8 ( a) 所示，通过 Multisim 仿
真得到吸引子相图，如图 8 ( b) ～ 图 8 ( c) 所示． 此

外，对表 1 的其他 5 种混合电路也都进行了电路仿
真实验，得到了相同的吸引子相图．
可以看出，以上 3种组合电路得到的分数阶 chen

系统的吸引子相图是一致的，说明多种不同形式的电

路组合均能较好地实现该系统的电路仿真，并且所得

的结果与 Matlab数值仿真得到的结果符合较好．
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图 8 异分数阶 chen系统的混合型电路及仿真结果(组合 6)

4 结论

与整数阶系统相比，分数阶系统不仅能更准确

更真实地反映出系统的动力学特性，而且具有更好

的加密效果，因而分数阶系统在信息加密领域具有

更广泛的应用价值． 本文对阶数不同的异分数阶
chen系统的动力学特性进行了分析，对该系统的链
型、树型、混合型多元电路进行研究，多种不同形式

的组合电路仿真结果均与数值仿真结果相符合，不

仅验证了所设计电路的有效性，也为实现该系统的

实际应用奠定了基础．
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The Dynamic Properties of the Heterogeneous Fractional
Order chen System and Its Plural Circuit Implementation

YANG Zhihong，ZHANG Caixia，QU Shuanghui，WANG Li
( School of Physics and Electromechanical Engineering，Shijiazhuang University，Shijiazhuang Heibei 050035，China)

Abstract: By taking different values of the fractional-orders q( q1 = 0． 9，q2 = 0． 9，q3 = 0． 8) ，the dynamic properties
of the three-dimensional heterogeneous fractional order chen system are investigated via phase diagram，bifurcation
and Poincaré diagrams． The tree type，chain type and mixed type plural analog circuit are designed using Multisim
electronics platform to implement the new system． The plural circuit experimental results are all consistent with Mat-
lab numerical simulation results，which show the effectiveness of the proposed circuit and prove that chaos actually
exits in the heterogeneous fractional order chen system．
Key words: heterogeneous fractional order; dynamic properties; bifurcation; Poincaré diagrams; plural analog circuit
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