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摘要:讨论了 Laplace-Stieltjes变换所定义的整函数的对数级与对数型等问题，得到了关于 Laplace-Stieltjes
变换的对数级、对数型的 2 个等价定理．
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0 引言

对于 Dirichlet级数

f( s) = ∑
!

n = 1
aneλn

s ( an ∈ C，0 ＜ λn↑ + !，

s = σ + it，σ，t∈ Ｒ)
的增长性与值分布的研究一直非常活跃，国内外许
多学者在此方面获得了许多有意义的结果［1-7］． 如:
余家荣得到了关于最大模、最大项与最大项指标的
一些关系定理; 孙道椿等讨论了 Dirichlet 级数所表
示的整函数与解析函数的有限级、无穷级等;孔荫莹
等研究了 Dirichlet级数的 Hadamard乘积的增长性
等;徐洪焱等讨论了 Dirichlet级数的逼近等问题．

Dirichlet级数与 Laplace-Stieltjes变换( 以下简
称 L-S变换) 有着非常密切的联系． 近年来，对 L-S
变换的增长性也有许多的研究成果［8-18］． 考虑如下
形式的 L-S变换

F( s) = ∫
+!

0
esxdα( x) ， ( 1)

其中 s = σ + it，σ，t是实变数，α( x) 是对于有定义的
实数值或复数值函数，且在任何区间［0，x］( 0 ＜
x ＜ !) 上是囿变的．文献［14］讨论了 L-S 变换( 1)
的增长性，得到它的型与级的估计定理．本文将继续
讨论( 1) 的对数级与对数型等问题，在介绍结果前，
先给出一些记号及定义．
令

A*
n = sup

λn ＜ x≤λn+1，－!＜ t ＜ +! ∫
x

λn
eitydα( y) ，

其中序列{ λn}
!
n = 0 满足

0 = λ0 ＜ λ1 ＜ … ＜ λn↑ + !． ( 2)

若
lim
n→!
( λn+1 － λn) = h ＜ + !，lim

n→!
( log n) λn = D ＜ + !，

( 3)
且

lim
n→+!
( log A*

n ) λn = － !， ( 4)

则由文献［8］知 F( s) 的一致收敛横坐标 σF
u = － !，

即 F( s) 在全平面内收敛，为整函数．
令

Mu ( σ，F) = sup
0 ＜ x ＜ +!，－!＜ t ＜ +! ∫

x

0
e ( σ+ it) ydα( y) ，

μ( σ，F) = max
1≤n ＜ +!

A*
n eλnσ，

n( σ) = max
k
{ k μ( σ，F) = A*

k eλnσ} ．

定义 1 如果变换( 1) 满足 σF
u = － !，即序列

{ λn}
!
n = 0 满足( 2) ～ ( 4) 式，令

τu = lim
σ→+!

log + log + Mu ( σ，F)
σ

，

若 τu = 0，则称 F( s) 为零级 Laplace-Stietjes变换．
定义 2 设变换( 1) 满足( 2) ～ ( 4) 式且 τu =

0，则定义 F( s) 的对数级 ρ为

ρ = lim
σ→+!

log + log + Mu ( σ，F)
log σ

．

注 1 由定义 1 和定义 2 可知 1 ≤ ρ≤ !．
本文得到了F( s) 的对数级 ρ与其 μ( σ，F) 以及

λn 的如下几个关系定理．
定理 1 设变换( 1) 满足( 2) ～ ( 4) 式且 τu =

0，若变换( 1) 的对数级为 ρ( 1 ≤ ρ≤+ !) ，则

ρ = lim sup
σ→+!

log + log + μ( σ，F)
log σ

，

且若 0 ≤ γ ＜ 1 时，有



ρ = 1 / ( 1 － γ) ， ( 5)
其中

γ = lim sup
n→+!

log λn

log log( 1 /A*
n )

．

定义 3 设变换( 1) 满足( 2) ～ ( 4) 式且 τu =
0 及 1 ≤ ρ ＜ !，则定义 F( s) 的对数型 χ为

χ = lim sup
σ→+!

log + Mu ( σ，F)
σρ ．

注 2 当 ρ = 1 时，很容易得到 χ = !．
同时，还得到了如下关于对数型 χ的结果．
定理 2 设变换( 1) 满足( 2) ～ ( 4) 式且 τu =

0 及 1 ＜ ρ ＜ !，则 F( s) 的对数型 χ满足
χ = ( ρ － 1) ρ－1ρ －ρL( ρ) ，

其中

L( ρ) = lim sup
n→+!

log 1
A*

n

1
λn

log 1
A*( )

n

－ρ
．

1 定理的证明

定理 1 的证明 类似于文献［8］容易得到对
σ ＞ 0 有 μ( σ，F) /2 ≤ Mu ( σ，F) ，即

lim sup
σ→+!

log+ log+ μ( σ，F)
log σ ≤lim sup

σ→+!

log+ log+ Mu( σ，F)
log σ

．

( 6)
此外，令

Im ( x; it) = ∫
x

λm
eitydα( y) ( λm ＜ x≤ λm+1 ) ．

由 A*
n 的定义知，有

Im ( x; it) ≤ A*
m ≤ μ( σ，F) exp( － λmσ) ．

由( 3) 式知，ε ＞ 0，存在一常数η ＞ 1 ( D + ε) 及
N1 ∈ N +，使得当 m ＞ N1 时，有 λm ＞ ηlog m 或
exp( － λm ) ＜ m－η ．又由( 4) 式，N2 ∈ N +，当 m ＞
N2 时，有 λm+1 ＜ ( 1 + ε) λm．于是对 σ≥ p ( εη) ，
p ＞ 1 及 m ＞ max{ N1，N2 } ，有

∫
x

0
e ( σ+ it) ydα( y) = ∑

n－1

m = 1
∫
λm+1

λm
eσydy Im ( y; it) +

∫
x

λn
eσydy In ( y; it) =

∑
n－1

m =
[

1
eσλm+1 Im ( λm+1 ; it) － σ ∫

λm+1

λm
eσy Im ( y; it) d ]y +

eσx In ( x; it) － σ ∫
x

λn
eσy In ( y; it) dy ．

于是

∫
x

0
e ( σ+ it) ydα( y) ≤∑

n－1

m = 1
［A*

m eλm+1σ + A*
m eσ

y λm+1
λm ］+

2A*
n eσλn+1 － A*

n eσλn≤2∑
+!

m = 1
A*

m eλm+1σ≤2∑
N

m = 1
A*

m eλm+1σ +

2∑
+!

m = N+1
μ( ( 1 + 2ε) σ，F) e － ( 1+2ε) λmσeλm+1σ ≤

Kμ( σ，F) + 2μ( ( 1 + 2ε) σ，F) ∑
+!

m = N+1
e －λmεσ ≤

Kμ( σ，F) + 2μ( ( 1 + 2ε) σ，F) ∑
+!

m = N+1

1
mp，

其中 K为一正常数．因为 p ＞ 1，于是
Mu ( σ，F) ≤ K'μ( ( 1 + 2ε) σ，F) ，

则

lim sup
σ→+!

log + log + Mu ( σ，F)
log σ ≤

lim sup
σ→+!

log + log + Kμ( ( 1 + 2ε) σ，F)
log( 1 + 2ε) σ

·

lim sup
σ→+!

log( 1 + 2ε) σ
log σ

=

lim sup
σ→+!

log + log + μ( σ，F)
log σ

． ( 7)

由( 6) ～ ( 7) 式可得

ρ = lim sup
σ→+!

log + log + Mu ( σ，F)
log σ

=

lim sup
σ→+!

log + log + μ( σ，F)
log σ

．

接下来证明( 5) 式．当 γ ＞ 0 时，先证
ρ≥ 1 ( 1 － γ) ． ( 8)

由 γ的定义知，ε( 0 ＜ ε ＜ min{ γ，1 － γ} ) ，存在一
子列{ λnk} 满足 λnk → !( k→ !) ，使得

γ － ε≤ log λnk log log ( A*
nk )

－1，

即
log A*

nk ≥－ ( λnk )
1 / ( γ－ε) ，k = 1，2，…． ( 9)

于是由( 9) 式有
log + Mu ( σ，F) ≥ log A*

nk + λnkσ － log 2，k = 1，2，…．
( 10)

取 σk = ( λnk )
( 1－γ+ε) / ( γ－ε) ( γ － ε) ，由( 10) 式得

log + Mu ( σk，F) ≥
1 － γ + ε
γ － ε
［( γ －

ε) σk］
1 / ( 1－γ+ε) － log 2． ( 11)

由( 11) 式有

ρ + o( 1) ≥
log + log + Mu ( σk，F)

log σk
≥

1
1 － γ + ε

( 1 + o( 1) ) ，k→+ !．

由上式及 ε的任意性可证得( 8) 式．
接下来证明

ρ≤ 1 ( 1 － γ) ． ( 12)
ε( 0 ＜ ε ＜ min{ γ，1 － γ} ) ，由 γ 的定义知，

n0，当 n ＞ n0 时，有

γ + ε≥ log λn log log ( A*
n )

－1，

即
log A*

n ≤－ ( λn )
1 / ( γ+ε) ，n ＞ n0 ． ( 13)

由( 3) 式知，存在一常数η ＞ 0，使得λn ＞ ηlog n
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或 exp{ － λn} ＜ n－η ． 又由 ( 4) 式知，有 λn+1 ≤
( 1 + ε) λn，对所有的 n ∈ N + ． 另一方面，当 σ 充分

大时，N ＞ n0，使得λN+1≤［( 1 + ε) σ + p /η］
γ+ε

1－γ－ε≤
λN+2 ．由第一部分的证明得

Mu ( σ，F) ≤ 2∑
+!

n = 1
A*

n eλn+1σ ≤ 2(∑
n0

n = 1
+

∑
N

n = n0+1
+ ∑

+!

n = N+1
) A*

n eλn+1σ = I0 + I1 + I2， ( 14)

其中 I0 为有界量，以及

{ I1 ≤ 2eλN+1σ∑
N

n = n0+1
A*

n ≤ 2exp{ σ［( 1 + ε) σ +

p /η］( γ+ε) / ( 1－γ－ε ) } ∑
N

n = n0+1
exp{ － λn

1 / ( γ+ε) } ，

因为 λn ＞ 0 及 γ + ε ＞ 0，则由上式可得
I1 ≤ K2exp{ σ［( 1 + ε) σ + p /η］( γ+ε) / ( 1－γ－ε) } ， ( 15)
这里 K2 为有界常数; 另外，记 λn ＞ ［( 1 + ε) σ +
p /η］( γ+ε) / ( 1－γ－ε) ( n≥ N + 2) ，则由( 13) 式有

I2 ≤ 2A*
N+1eλN+2σ + 2∑

+!

n = N+2
exp{ － λn

1 / ( γ+ε) }·

exp{ λn+1σ} ≤ K3exp{ ( 1 + ε) λN+1σ} +

2∑
+!

n = N+2
exp{ － λn［( 1 + ε) σ + p /η］} exp{ λn+1σ} ≤

K3exp{ ( 1 + ε) σ［( 1 + ε) σ + p /η］( γ+ε) / ( 1－γ－ε) } +

2∑
+!

n = N+1
exp{ ( λn+1 － ( 1 + ε) λn ) σ － λnp /η} ≤

K3exp{ ( 1 + ε) σ［( 1 + ε) σ + p /η］( γ+ε) / ( 1－γ－ε) } +

2∑
+!

n = N+1
exp{ － λnp /η} ≤ K4exp{ ( 1 + ε) σ·

［( 1 + ε) σ + p /η］( γ+ε) / ( 1－γ－ε) } + 2∑
+!

n = N+1

1
np， ( 16)

这里 K3，K4 为常数及 p ＞ 1．于是由( 14) ～ ( 16) 式
可得
Mu ( σ，F) ≤
K5exp{ ( 1 + ε) σ［( 1 + ε) σ + p /η］( γ+ε) / ( 1－γ－ε) } ，

( 17)
这里 K5 为常数． 由( 17) 式及 ε 的任意性容易得到
( 12) 式．
对 γ = 0 类似可证．至此，定理 1 证毕．
定理 2的证明 令  = ( ρ － 1) ρ－1ρ －ρL( ρ) ，则

 = ( ρ － 1) ρ－1ρ －ρ lim sup
n→+!

log 1
A*

n

1
λn

log 1
A*( )

n

－ρ
=

lim sup
n→+!

λn( )ρ

ρ ρ － 1
λ －1

n log ( A*
n )

－( )1

ρ－1

．

先证明 χ ≥ ． 以下只证 χ ＜ + !的情形，对
χ = + !的情形类似可证之．由对数型 χ的定义可知，
对于任意给定的 T ＞ χ，σ0 ＞ 0，使得对σ ＞ σ0，有

Mu ( σ，F) ≤ exp{ Tσρ} ．

再由 μ( σ，F) /2 ≤ Mu ( σ，F) 得到
A*

n ≤ exp{ Tσρ － λnσ} ． ( 18)
取 σn = ( λn / ( ρT) )

1 / ( ρ－1) ，由( 18) 式得
A*

n ≤ exp2{ T ( λn ( ρT) ) ρ
/ ( ρ－1) ( 1 － ρ) } ，

即
( log ( A*

n )
－1 ) ρ－1 ≥ T－1 ( λn /ρ) ρ ( ρ － 1) ρ－1，

对 σn ＞ σ0 ．由上式容易得到 χ≥ ．
假设等号不成立，即T'，使得 χ ＞ T' ＞ ，则

N3 ∈ N +，使得当 n ＞ N3 时，有

T' ≥ λn( )ρ

ρ ρ － 1
λ －1

n log ( A*
n )

－( )1

ρ－1

，

即
A*
n ≤ exp{ － ( ρ － 1) ( λn /ρ) ρ

/ ( ρ－1) T'－1 / ( ρ－1) } ，n ＞ N3 ．
由( 3) 式知，存在一常数 η ＞ 0，使得 λn ＞ ηlog n或
exp{ － λn} ＜ n－η ．又由( 4) 式，有λn+1≤ ( 1 + ε) λn，

对所有的 n∈ N + ．类似于( 14) 式有

Mu ( σ，F) ≤ 2∑
+!

n = 1
A*

n eλn+1σ ≤ (2 ∑
N3

n = 1
+ ∑

N4

n = N3+1
+

∑
+!

n = N4+
)

1
A*

n eλn+1σ = J0 + J1 + J2， ( 19)

其中 J0 为有界量，且

I1 ≤ 2∑
N4

n = N3+1
A*

n eλn+1σ ≤ 2N4exp{ － ( ρ －

1) ( λn ρ) ρ / ( ρ－1) T' －1 / ( ρ－1) + ( 1 + ε) λnσ} ．
取 σ = ( 1 + ε) －1 ( λn ( ρT') )

1 / ( ρ－1) ，代入上式可得

I1 ≤ K6exp{ T'σρ} ， ( 20)
其中 K6 为一常数;另外，记

λn ＞ ρT' ρ
ρ － 1 ( 1 + ε) σ + p( )[ ]η

ρ－1

( n≥N4 + 1) ，

则

J2 ≤ 2∑
+!

n = N4+1
exp{ － ( ρ － 1) ( λn ρ) ρ / ( ρ－1) T' －1 / ( ρ－1) }·

exp{ λn+1σ} ≤ 2∑
+!

n = N4+1
exp{ ( λn+1 － ( 1 + ε) λn ) σ －

λnp /η} ≤ 2∑
+!

n = N4+1

1
np ． ( 21)

由( 19) ～ ( 21) 式及 p ＞ 1，对充分大的 σ有
log Mu ( σ，F) σρ ≤ T'( 1 + o( 1) ) ．

由上式可得 χ≤ T'，矛盾，故 χ = ，即定理 2得证．
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The Logarithmic Order and Logarithmic Type of Laplace-Stieltjes Transform

XU Hongyan
( Department of Informatics and Engineering，Jingdezhen Ceramic Institute，Jingdezhen Jiangxi 333403，China)

Abstract: The purpose of this paper is to study the growth of entire functions represented by Laplace-Stieltjes trans-
form with zero order，and two theorems about logarithmic order，logarithmic type，the maximal term of Laplace-
Stieltjes transform are obtained．
Key words: Laplace-Stieltjes transform; logarithmic order; logarithmic type
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