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一类 2 阶线性微分方程解的增长性
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( 江西师范大学数学与信息科学学院，江西 南昌 330022)

摘要:研究 2 阶微分方程 f ″ + A1 ( z) f ' + A0 ( z) f = 0 解的增长性．假设 A1 ( z) = h1 e
Q1( z) + h2 e

Q2( z) ，其中 Qj

( j = 1，2) 为 n( n≥1) 次多项式，hj ( j = 1，2) 为级小于 n的整函数，A0 为满足下级 μ( A0 ) ≠n的超越整函数
或 A0 为满足 Denjoy猜想极值情况的整函数，得到上述方程的每个非零解都具有无穷级，同时对解的超级
进行了估计．
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0 引言及主要结果

本文使用 Nevanlinna值分布理论的标准记号和
基本结果［1-2］，并用 ρ( f) ，μ( f) 分别表示亚纯函数 f
的级和下级，ρ2 ( f) 表示 f的超级．
考虑 2 阶线性微分方程

f ″ + A1 ( z) f ' + A0 ( z) f = 0， ( 1)
其中 A1 ( z) ，A0 ( z) 为有限级整函数．由文献［2］知:方
程( 1) 的每 1个解都是整函数，且当 A0 ( z) 为超越整
函数时，方程( 1) 的任意2个线性无关的解中至少有1
个为无穷级，因此方程( 1) 的大多数解都为无穷级．
但也有形如( 1) 的方程具有有穷级解，如: f( z) = e2z

和 f( z) = e －z 分别满足方程 f ″ + 2ez f ' － ( 4ez +
4) f = 0和f ″ + ( e2z + ez ) f ' + ( e2z + ez － 1) f = 0．一
个自然的问题是:当 A1 ( z) ，A0 ( z) 满足什么条件时才
能保证方程( 1) 的每个非零解都具有无穷级?
许多学者对上述问题进行了研究［3-11］，其中 M．

Ozawa［3］研究了下述类型的方程
f ″ + e －z f ' + A0 ( z) f = 0， ( 2)

证明了当 A0 为 1 次多项式时，方程( 2) 的每个非零
解都具有无穷级． J． K． Langley［4］ 将 M． Ozawa 的结
果推广到A0 ( z) 为一般多项式的情形．当A0 ( z) 为超
越整函数时，G． G． Gundersen证明了
定理A［5］ 设 A0 ( z) 为超越整函数且 ρ( A0 ) ≠

1，则方程( 2) 的每个非零解 f都具有无穷级．
定理 B［6］ 设 Q( z) 为 n( n ≥ 1) 次多项式，

h(  0) 为级小于 n的整函数，A0 ( z) 为超越整函数
且 ρ( A0 ) ≠ n，则方程

f ″ + h( z) eQ( z) f ' + A0 ( z) f = 0 ( 3)
的每个非零解 f都具有无穷级．
本文继续研究方程( 1) 解的增长性，考虑 A1( z) =

h1e
Q1( z) + h2e

Q2( z) 的情形，得到

定理1 设A1 ( z) = h1e
Q1( z) + h2e

Q2( z) ( 0) ，其
中 Qj ( z) = bjnz

n + … + bj0，j = 1，2 为 n( n≥ 1) 次
多项式满足 b2n b1n ＞ 0，hj，j = 1，2为级小于 n的整
函数，A0 ( z) 为超越整函数． 若 μ( A0 ) ≠ n，则方程
( 1) 的每个非零解 f满足

ρ( f) = !，μ( A0 ) ≤ ρ2 ( f) ≤ max { ρ( A0 ) ，n} ．
由定理 1 的证明方法可得
推论 1 设 Q( z) 为 n( n≥ 1) 次多项式，h( 

0) 为级小于 n 的整函数，A0 ( z) 为超越整函数． 若
μ( A0 ) ≠ n，则方程( 3) 的每个非零解 f满足 ρ( f) =
!，μ( A0 ) ≤ ρ2 ( f) ≤ max { ρ( A0 ) ，n} ．
当 ρ( A0 ) = n或 μ( A0 ) = n时，由前面的例子知

定理 B和定理 1 可能不成立，则当 ρ( A1 ) = ρ( A0 )

时，方程( 1) 的系数还应满足什么条件才能保证其
每个非零解都具有无穷级?文献［7］考虑了系数的
零点收敛指数小于其增长级的情形，得到

定理C 设 hj ( 0) ( j = 0，1) 为级小于1的整
函数，a，b为非零复常数满足 a ≠ b，则方程 f ″ +
h1e

az f ' + h0e
bz f = 0 的每个非零解 f都具有无穷级．

文献［9］运用整函数的渐近值理论研究了方程
( 1) 解的增长性，得到



定理D 假设 A1 ( z) 是方程ω″ + P( z) ω = 0的
非零解，其中 P( z) 为非常数多项式，A0 ( z) 为满足
Denjoy猜想极值情况的整函数．若 ρ( A1 ) ≠ ρ( A0 ) ，

则方程( 1) 的每个非零解 f都具有无穷级．
Denjoy猜想 如果 ρ( ＜ !) 级整函数 f具有 k

个判别的有穷渐近值，则 k≤ 2ρ．
该猜想是 A． Denjoy 于 1907 年提出，1930 年被

L． V． Ahlfors证明［12］． 设 ρ( ＜ !) 级整函数 f 具有
k( ≥1) 个判别的有穷渐近值，若 k = 2ρ，则称 f为满
足 Denjoy猜想极值情况的整函数．
受定理 D的启发，得到
定理2 设A1 ( z) = h1 ( z) e

Q1( z) + h2 ( z) e
Q2( z) ( 

0) ，Qj ( z) = bjnz
n +… + bj0 ( j = 1，2) 为 n( n≥ 1) 次

多项式，hj ( z) ( j = 1，2) 为级小于 n的整函数，A0 ( z)
为满足Denjoy猜想极值情况的整函数．若 b2n b1n≠
实数或 b2n b1n ＞ 0，则方程( 1) 的每个非零解 f满足

ρ( f) = !，ρ( A0 ) ≤ ρ2 ( f) ≤ max { ρ( A0 ) ，n} ．
由定理 2 的证明方法可得
推论 2 设 Q( z) 为 n( n ≥ 1) 次多项式，

h( z) (  0) 为级小于 n 的整函数，A0 ( z) 为满足
Denjoy猜想极值情况的整函数，则方程( 3) 的每个
非零解 f满足

ρ( f) = !，ρ( A0 ) ≤ ρ2 ( f) ≤ max { ρ( A0 ) ，n} ．
下面的例子表明存在满足 Denjoy 猜想极值情

况的整函数．
例 1［12］ 设

f( z) = ∫
z

0

sin tq

tq
dt，

其中 q为正整数，则有 ρ( f) = q，且 f有 2q个不同的
有限渐近值

al = exp{ lπi / q} ∫
!

0

sin rq

rq
dr，l = 1，2，…，2q．

注1 由例1知定理2可能出现 ρ( A1 ) = ρ( A0 )

情形，且由于例1中的函数 f满足λ( f) = ρ( f) ，故定
理 2 是定理 C的补充．

1 引理

引理 1［13］ 设 f( z) 是开平面上的超越亚纯函
数，Γ = { ( k1，j1 ) ，( k2，j2 ) …，( km，jm ) } 是由不同整
数对组成的有限集，满足 ki ＞ ji ≥ 0( i = 1，…，m) ，
又设α ＞ 1 是给定的实常数及 ε ＞ 0 为任意给定的
正数，则

( i) 存在线测度为 0 的集合 E1 ［0，2π) 和仅
依赖于α和Γ的常数B ＞ 0，使得若φ0∈［0，2π) \E1，

则存在常数 Ｒ0 = Ｒ0 ( φ0 ) ＞ 1，对满足 arg z = φ0 及

z = r≥ Ｒ0 的所有 z及所有( k，j) ∈ Γ，都有
f( k) ( z)
f( j) ( z)

≤ B T( αr，f)
r logαr·log T( αr，f( )) k－j

． ( 4)

特别地，如果 f( z) 的级 ρ( f) ＜ !，则
f( k) ( z) f( j) ( z) ≤ z ( k－j) ( ρ( f) －1+ε) ; ( 5)
( ii) 存在对数测度有限的集合 E2  ( 1，!) 和

仅依赖于α和Γ的常数B ＞ 0，使得对满足 z = r

E2∪［0，1］的所有 z及所有( k，j) ∈Γ，( 4) 式成立．

特别地，如果 f( z) 的级 ρ( f) ＜ !，则( 5) 式成立．
引理2［7］ 设Q( z) = ( α + iβ) zm +…为m( ≥

1) 次多项式，h( z) (  0) 为整函数且 ρ( h) ＜ m．令
g( z) = h( z) eQ( z) ，z = reiθ，δ( Q，θ) = αcos( mθ) －
βsin( mθ) ，则对任意给定的 ε ＞ 0，存在线测度为 0

的集合 E1 ［0，2π) ，使得当 θ ∈［0，2π) \ ( E1 ∪
E2 ) 且 z = r充分大时，有
( i) 若 δ( Q，θ) ＞ 0，则 exp { ( 1 － ε) δ( Q，θ) rm} ≤

g( z) ≤ exp { ( 1 + ε) δ( Q，θ) rm} ;
( ii) 若 δ( Q，θ) ＜ 0，则exp { ( 1 + ε) δ( Q，θ) rm} ≤

g( z) ≤ exp { ( 1 － ε) δ( Q，θ) rm} ，
其中 E2 = { θ∈［0，2π) : δ( Q，θ) = 0} ．
引理 3［14］ 设 f( z) 为整函数满足 0 ≤ μ( f) ＜

1 /2，记m( r) = inf
z = r

log f( z) ，M( r) = sup
z = r

log f( z) ．

如果 μ( f) ＜ α ＜ 1 /2，则
log dens{ r∈［1，!) : m( r) ＞ M( r) cos( απ) } ≥

1 － μ( f) α．
引理4［9］ 设 f( z) 为整函数满足1 /2≤μ( f) ＜

!，则存在区域 S( α，β) = { z: α ＜ arg z ＜ β} ，满足
β － α≥ π /μ( f) ，且对所有 θ∈ ( α，β) ，有

lim
r→!

log log f( reiθ )
log r ≥ μ( f) ，

其中 0 ≤ α ＜ β≤ 2π．
引理 5［15］ 设 Aj ( j = 0，…，k － 1) 为有限级整

函数，则方程

f( k) + Ak－1 f
( k－1) + … + A0 f = 0

的任意非零解 f满足 ρ2 ( f) ≤ max { ρ( Aj ) : j = 0，1，
…，k － 1} ．
引理 6 设 A0，A1，…，Ak－1 为整函数，满足

max { ρ( Aj ) : j = 1，2，…，k － 1} ＜ μ( A0 ) ＜ !，
则方程

f( k) + Ak－1 f
( k－1) + … + A0 f = 0

的任意超越整函数解 f 满足 ρ( f) = !和 ρ2 ( f) ≥
μ( A0 ) ．
证 由引理 1，存在对数测度有限的集合 E1 
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( 1，!) 和常数 B ＞ 0，使得对所有满足 z = r 

E1 ∪［0，1］的点 z，有

f( j) ( z) f( z) ≤ B ( T( 2r，f) ) 2k ( j = 1，…，k) ． ( 6)
另一方面，取实数 a，b满足 max { ρ( Aj ) : j = 1，

2，…，k － 1} ＜ a ＜ b ＜ μ( A0 ) ，由级的定义，Ｒ ＞
1，使得当 z = r ＞ Ｒ时，有

M( r，A0 ) ≥ exp { rb} ，

Aj ( z) ≤ exp { ra} ( j = 1，2，…，k － 1) ． ( 7)

由 ( 6) ～ ( 7) 式得:对满足 zr = rE1∪［0，Ｒ］和
A0 ( re

iθr ) = M( r，A0 ) 的点 zr = reiθr，有
exp { rb} ≤ A0( re

iθr) ≤ d ( T( 2r，f) ) 2kexp { ra} ，( 8)
其中 d ＞ 0为常数．再由( 8) 式得 ρ( f) = !和 ρ2( f) ≥
μ( A0) ．引理 6 得证．
引理 7 设Qj ( z) = bjnz

n +… + bj0 ( j = 1，2) 为
n( ≥ 1) 次多项式，其中 bjn，…，bj0 为复常数，令 z =
reiθ，δ( Qj，θ) = bjn cos( φj + nθ) ，其中φj = arg bjn∈
［0，2π) ．若 b2n b1n ≠实数或 b2n b1n ＞ 0，则存在实
数 θ1，θ2 ( θ1 ＜ θ2 ) ，使得对每一个 θ ∈ ( θ1，θ2 ) ，有
δ( Q1，θ) ＜ 0 和 δ( Q2，θ) ＜ 0．
证 令

θ jk = ( 2k － 1) π2n －
φj

n ( k = 0，1，…，2n － 1，

θ j( 2n) = θ j0 + 2π，j = 1，2) ，
则对 j = 1，2，有
( i) δ( Qj，θ jk ) = 0 且 θ j( k+1) － θ jk = π /n;
( ii) 当 θ∈ ( θjk，θj( k+1) ) 且 k为偶数时，δ( Qj，θ) ＞

0;当 θ∈ ( θjk，θj( k+1) ) 且 k为奇数时，δ( Qj，θ) ＜ 0．
若 b2n b1n ＞ 0，则由 δ( Q2，θ) δ( Q1，θ) =

b2n b1n 知结论显然成立．

若 b2n b1n ≠ 实数，则 φ1 ≠ φ2 且 φ1 － φ2 ≠
π．不妨设φ1 ＞ φ2，由于对每一个 k∈ { 0，1，…，2n －
1} ，有 θ2k － θ1k = ( φ1 － φ2 ) /n，故当 0 ＜ φ1 － φ2 ＜
π时，由( i) 和( ii) 可知 θ2k ∈ ( θ1k，θ1( k+1) ) ，因此当
θ∈ ( θ2k，θ1( k+1) ) 且 k为奇数时，有 δ( Q1，θ) ＜ 0和
δ( Q2，θ) ＜ 0;当π ＜ φ1 － φ2 ＜ 2π时，由( i) 和( ii)
可知 θ2k∈ ( θ1( k+1) ，θ1( k+2) ) ，因此当 θ∈ ( θ1( k+1) ，θ2k )
且 k为偶数时，有 δ( Q1，θ) ＜ 0 和 δ( Q2，θ) ＜ 0．
引理 7 得证．
引理8［12］ 设 f为满足Denjoy猜想极值情况的

整函数，则θ∈［0，2π) ，或者射线 arg z = θ是 f的
1 条 ρ( f) 级 Borel 方向; 或者存在实数 σ ∈ ( 0，
π /4) ，使

lim
z →!

z∈( S( θ－σ，θ+σ) －E)

log log f( z)
log r = ρ( f) ，

其中E为 S( θ － σ，θ + σ) 的子集满足lim
r→!

m( S( θ － σ，

θ + σ; r，!) ∩E) = 0，这里S( θ － σ，θ + σ; r，!) = { z:

θ － σ ＜ arg z ＜ θ + σ，r ＜ z ＜ !} ，mE表示集合 E
的测度．
引理 9［12］ 设 f为 ρ( 0 ＜ ρ ＜ !) 级整函数，角

域 S( 1，2 ) = { z: 1 ＜ arg z ＜ 2 } 满足2 － 1 ＜
π /ρ．如果角域 S( 1，2 ) 内存在 f的 1条 ρ级 Borel
方向，则射线 Lj : arg z =  j ( j = 1，2) 中至少有 1条，
不妨设为 L2，满足

lim sup
r→!

log log f( rei2 )
log r = ρ．

2 定理的证明

定理 1的证明 设 f(  0) 为方程( 3) 的任一
整函数解，由 ρ( A1 ) = n 和引 理 5 得 ρ2 ( f) ≤
max { ρ( A0 ) ，n} ．接下来证明 ρ( f) = !和 ρ2 ( f) ≥
μ( A0 ) ．首先证明 f 不可能为非零多项式． 假设 f( 
0) 为多项式，则由( 1) 式得 μ( A0 ) = μ( A0 f + f ″) =
μ( － A1 f ') = n，矛盾．故 f(  0) 为超越整函数．从
而由引理1，存在线测度为0的集合E1［0，2π) 和
常数 B ＞ 0，使得对每一个 ψ0∈［0，2π) \E1，r0 =
r( ψ0 ) ＞ 0，当 z满足 arg z = ψ0 和 z ≥ r0 时，有

f( j) ( z) f( z) ≤ B［T( 2r，f) ］2j ( j = 1，2) ． ( 9)

令 δ( Qj，θ) = bjn cos( arg bjn + nθ) ( j = 1，2) ，

则存在实数 θ1，θ2 ( θ1 ＜ θ2 ) 满足 θ2 － θ1 = π /n，且对
每一个 θ∈ ( θ1，θ2 ) 有 δ( Qj，θ) ＜ 0( j = 1，2) ．从而
由引理2得，存在线测度为0的集合E2，使得当 arg z =
θ∈ ( θ1，θ2 ) \E2 且 z = r充分大时，有

A1 ( z) ≤ exp { ( 1 － ε) δ( Q1，θ) r
n} +

exp { ( 1 － ε) δ( Q2，θ) r
n} → 0． ( 10)

下面分情形讨论:

情形 1 μ( A0 ) = 0．显然有 ρ2 ( f) ≥ μ( A0 ) ．下
面证明 ρ( f) = !．假设 ρ( f) ＜ !，由引理1，存在对数
测度有限的集合 H0，使得对所有满足 z = r 

H0 ∪［0，1］的点 z，有

f( j) ( z) f( z) ≤ z jρ( f) ( j = 1，2) ． ( 11)
另一方面，由引理 3，存在集合 H1 满足log densH1 =
1，且当 z = r∈ H1 时，有

A0 ( z) ＞ M ( r，A0 ) 槡
2 /2 ． ( 12)

于是由( 1) ，( 10) ～ ( 12) 式得:当 z满足 arg z =

ψ0∈ ( θ1，θ2 ) \E2和 z = r∈H1 \( ［0，r0］∪H0 ) 充

分大时，有
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M ( r，A0 ) 槡
2 /2 ≤ A0 ( re

iψ0 ) ≤ rM，
其中 M ＞ 0 为常数，在不同地方出现可代表不同常
数．这与 A0 为超越整函数矛盾．故 ρ( f) = !．
情形2 0 ＜ μ( A0 ) ＜ 1 /2，则由引理3，取 α0 =

( μ( A0 ) + 1 /2) /2，从而存在集合H2 满足log densH2 ≥
1 － μ( A0 ) /α0，且当 z = r∈ H2 时，有

log A0 ( z) ＞ cos( πα0 ) log M( r，A0 ) ，

再结合 μ( A0) 的定义知，对任意给定的 ε( 0 ＜ 4ε ＜
μ( A0) ) ，r1 ＞ r0，使得当 z = r∈ H2 \［0，r1］时，有

A0 ( z) ≥ exp { rμ( A0) －ε} ． ( 13)

于是由( 1) ，( 9) ～ ( 10) 和( 13) 式得:当 z满足
arg z = θ∈ ( θ1，θ2 ) \ ( E1∪E2 ) 且 z = r∈H2 \［0，

r1］充分大时，有
exp { rμ( A0) －ε} ≤ A0 ( z) ≤ M［T( 2r，f) ］4 ．

由上式可得 ρ( f) = !和 ρ2 ( f) ≥ μ( A0 ) ．
情形 3 1 /2≤ μ( A0 ) ＜ n，则由引理 4，存在角

域 S( α1，β1 ) = { z: α1 ＜ arg z ＜ β1 } 满足 β1 － α1 ≥
π /μ( A0 ) ，且当 θ∈ ( α1，β1 ) 时，有

lim
r→!

log log A0 ( re
iθ )

log r ≥ μ( A0 ) ．

从而θ∈ ( α1，β1 ) ，存在无穷点列 zn = rne
iθ 满足

rn → !( n→ !) ，且当 rn 充分大时，有

A0 ( rne
iθ ) ≥ exp { rμ( A0) －εn } ． ( 14)

由于 π /μ( A0 ) ＞ π /n和 δ( Qj，θ) ( j = 1，2) 的最小
正周期为 2π /n，所以必存在角域 S( α2，β2 ) ，使得当
θ∈ ( α2，β2 ) 时，有( 14) 式成立及 δ( Qj，θ) ＜ 0( j =
1，2) ，从而由引理 2 知( 10) 式仍成立． 于是由( 1) ，
( 9) ～ ( 10) 和( 14) 式得: 当 θ ∈ ( α2，β2 ) \ ( E1 ∪
E2 ) 且 rn 充分大时，有

exp { rμ( A0) －εn } ≤ A0 ( rne
iθ ) ≤M［T( 2rn，f) ］

4 ．

由上式可得 ρ( f) = !和 ρ2 ( f) ≥ μ( A0 ) ．
情形4 μ( A0 ) ＞ n，则由 ρ( A1 ) = n得μ( A0 ) ＞

ρ( A1 ) ．再由引理 6 得 ρ( f) = !和 ρ2 ( f) ≥ μ( A0 ) ．
定理 1 得证．
定理 2的证明 设 f(  0) 为方程( 1) 的任一

整函数解，由 ρ( A1 ) = n 和引理 5 得 ρ2 ( f) ≤
max { ρ( A0 ) ，n} ． 下面证明 ρ( f) = !和 ρ2 ( f) ≥
ρ( A0 ) ．
( i) 证明 ρ( f) = !．假设 ρ( f) ＜ !，则由引理 1，

存在线测度为0的集合E1［0，2π) ，使得对每一个
ψ0 ∈［0，2π) \E1，r0 = r( ψ0 ) ＞ 0，当 z满足 arg z =
ψ0 和 z ≥ r0 时，有

f( j) ( z) f( z) ≤ z jρ( f) ( j = 1，2) ． ( 15)

又由引理2和引理7得:存在实数 θ1，θ2 ( θ1 ＜ θ2 ) 和
线测度为 0 的集合 E2，使得当 arg z = θ ∈ ( θ1，
θ2 ) \E2 且 z = r充分大时，仍有( 10) 式成立．任取
射线 arg z = θ∈ ( θ1，θ2 ) ，对A0 ( z) 运用引理8可得:
情形 1 射线 arg z = θ是 A0 的 1 条 ρ( A0 ) 级

Borel方向．取实数 1，2 满足 1 ∈ ( θ1，θ) \ ( E1 ∪
E2 ) ，2 ∈ ( θ，θ2 ) \ ( E1 ∪ E2 ) 且 2 － 1 ＜

π /ρ( A0 ) ，则由引理9可知:射线 arg z =  j ( j = 1，2)
中至少有 1 条射线，不妨设为 arg z = 2，满足

lim sup
r→!

log log A0 ( re
i2 )

log r = ρ( A0 ) ，

从而存在一无穷点列 zn = rne
i2，满足 rn →!( n→!) ，

且当 rn 充分大时，有

A0 ( rne
i2 ) ≥ exp { rρ( A0) －εn } ． ( 16)

于是由( 1) ，( 10) ，( 15) 和( 16) 式得: 当 rn 充分大
时，有

exp { rρ( A0) －εn } ≤ A0 ( rne
i2 ) ≤

f ″( rne
i2 )

f( rne
i2 )

+ A1 ( rne
i2 )

f '( rne
i2 )

f( rne
i2 )

≤ rMn，

矛盾．所以 ρ( f) = !．
情形 2 存在 σ∈ ( 0，min { ( θ － θ1 ) 2，( θ2 －

θ) 2，π 4} ) ，使

lim
z →!

z∈( S( θ－σ，θ+σ) －E3)

log log A0 ( z)
log r = ρ( A0 ) ，

其中E3为S( θ －σ，θ +σ) 的子集，满足limr→!m( S( θ －σ，

θ + σ; r，!) ∩E3 ) = 0，则当 z∈ S( θ － σ，θ + σ) － E3

且 z = r充分大时，有

A0 ( z) ≥ exp { rρ( A0) －ε} ． ( 17)

于是由( 1) ，( 10) ，( 15) 和( 17) 式得:当 z∈ S( θ －

σ，θ + σ) － E3 － { z: arg z∈ E1 ∪ E2 } 且 z = r充

分大时，有

exp { rρ( A0) －ε} ≤ A0 ( z) ≤ rM，

矛盾．所以 ρ( f) = !．
( ii) 证明 ρ2 ( f) ≥ ρ( A0 ) ．类似于( i) 的证明方

法，将情形 1 和情形 2 中所用( 15) 式替换为( 9) 式
即得该结论．
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On Growth of Solutions of Some Second Order Linear Differential Equations

TU Hongqiang，LIU Huifang*

( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The growth of solutions of second order linear differential equations f ″ + A1 ( z) f ' + A0 ( z) f = 0 is investi-
gated． Let A1 ( z) = h1e

Q1( z) + h2e
Q2( z) ，where Qj ( z) ( j = 1，2) are polynomials with degree n( n≥1) ，hj ( j = 1，2) are

entire functions with order less than n，and let A0 be a transcendental entire function with lower order μ( A0 ) ≠n or
A0 be a function extremal for Denjoy’s conjecture，then every nontrivial solution of such equations is of infinite or-
der． Some estimates on hyper-order of its solutions are also obtained．
Key words: differential equation; entire function; Denjoy's conjecture; order of growth
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