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约束广义 Birkhoff系统的运动稳定性
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摘要:利用 Noether理论对约束广义 Birkhoff 系统的稳定性问题进行了研究，给出了约束广义 Birkhoff 系
统的受扰运动方程;得到了约束广义 Birkhoff系统的 1 次近似方程，利用 Lyapnnov 1 次近似理论，建立了
约束广义 Birkhoff系统稳定性的判据;利用 Noether守恒量构造 Lyapnnov函数，建立了直接法的系统平衡
状态稳定性的判据，并举例说明它的应用．
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0 引言

力学系统的稳定性是一个重要但困难的问题．
1892 年 A． M． Lyapnnov首次从理论上对稳定性问题
进行了严格的论证和系统的分析，提出了解决稳定

性问题的 2 个方法: Lyapnnov 第一方法和 Lyapnnov
第二方法 ( 又称直接法 ) ［1］． 广义 Birkhoff 系统是
Birkhoff系统的一种推广，系统的运动方程比较容易
构造，且有更多的自由度，对广义 Birkhoff 系统动力
学的研究具有更普遍的意义［2］．梅凤翔等［3］研究了
Birkhoff系统的稳定性问题，张毅［4］利用 Noether 守
恒量研究了广义 Birkhoff 系统的运动稳定性问题，
曹秋鹏等［5］应用梯度系统方法研究了约束自治广

义 Birkhoff系统的平衡稳定性．关于 Birkhoff系统的
稳定性已经取得了许多研究成果［6-15］． 本文利用系
统的 Noether 守恒量构造 Lyapnnov 函数，建立系统
受扰时的运动方程，给出了约束广义 Birkhoff 系统
运动稳定性判定的一些命题．

1 约束广义 Birkhoff 系统的受扰运
动方程

广义 Pfaff-Birkhoff-d'Alembert 原理为

［( Ｒν /a
μ － Ｒμ /a

ν ) a·ν － B /aμ －

Ｒμ /t + Λμ］δa
μ = 0( μ，ν = 1，2，…，2n) ， ( 1)

其中 B = B( a，t) 为 Birkhoff函数，Ｒμ = Ｒμ ( a，t) 为
Birkhoff函数组，Λμ 为附加项．如果变量 aμ ( μ = 1，
2，…，2n) 不是全部独立的，而是受到一些条件限
制，限制条件用约束方程表示为

fβ ( a，t) = 0( β = 1，2，…，g) ， ( 2)
约束( 2) 对虚位移 δaμ 的限制条件为

δaμfβ /a
μ = 0( μ = 1，2，…，2n) ． ( 3)

根据广义 Pfaff-Birkhoff-d'Alembert原理( 1) 和
( 3) 式，并利用 Lagrange乘子法可得

Ωμνa
·ν － B /aμ － Ｒμ /t + Λμ = λβ fβ /a

μ ( μ，
ν = 1，2，…，2n; β = 1，2，…，g) ， ( 4)
其中 Ωμν = Ｒν /a

μ － Ｒμ /a
ν，称( 4) 式为约束广

义 Birkhoff系统的运动方程，这里 λβ 为约束乘子．
假设系统非奇异，即 det Ωμν ≠ 0，则在运动微

分方程积分之前可由方程( 2) 和( 4) 求出 λβ 为 aμ

和时间 t的函数．由方程( 4) 可得

Ωμνa
·ν = B /aμ + Ｒμ /t － Λμ + λβfβ /a

μ ( μ，
ν = 1，2，…，2n; β = 1，2，…，g) ．
假设方程( 4) 有解

aν = aν0 ( t) ( ν = 1，2，…，2n) ， ( 5)
则有

( Ωμν ) 0a
·ν
0 － ( B /aμ + Ｒμ /t － Λμ +

λβfβ /a
μ ) 0 = 0( μ，ν = 1，2，…，2n) ，

下标 0 表示其中的 aν 用 aν0 ( t) 替代的结果． 将方程
( 5) 作为无扰运动，令

aν = aν0 ( t) + ξν ( ν = 1，2，…，2n) ， ( 6)



将( 6) 式代入约束广义 Birkhoff 系统的运动方程
( 4) 得到

( Ωμν ) 1 ( a
·ν
0 + ξ

·ν ) － ( B /aμ + Ｒμ /t －
Λμ + λβfβ /a

μ ) 1 = 0， ( 7)
下标 1 表示其中的 aν 用 aν0 ( t) + ξv 替代的结果．
将 Ωμν，B /aμ，Ｒμ /t，Λμ 等在 aν = aν0 ( t) 处

附近用 Taylor公式展开，有
( Ωμν ) 1 = ( Ωμν ) 0 + ( Ωμν /a

ρ ) 0ξρ + …，
( B/aμ) 1 = ( B/aμ) 0 + ( 2B/ ( aμaν) ) 0ξν +…，
( Ｒμ /t) 1 = ( Ｒμ /t) 0 + ( 

2Ｒμ / ( ta
ν ) ) 0ξν +…，

( Λμ) 1 = ( Λμ) 0 + ( Λμa
ν) 0ξν +…，( λβfβ /a

μ) 1 =
( λβfβ /a

μ ) 0 + ( ( λβfβ /a
μ ) /aν ) 0ξν + …，( 8)

其中未写出的项为 ξν 的 2 阶项和更高阶小项，将
( 8) 式代入( 7) 式得到受扰动方程

( Ωμν) 0ξ
·ν －［( 2B/ ( aμaν) ) 0 + ( 2Ｒμ / ( ta

ν) ) 0 －
( Λμ /a

ν ) 0 + ( ( λβfβ /a
μ ) /aν ) 0］ξν =

Pμ ( ξ，ξ
·
，t) ， ( 9)

( 9) 式写为

( Ωμν ) 0ξ
·ν + ( 槇Ωμν ) 0ξ

ν = Pμ ( ξ，ξ
·
，t) ，

其中

槇Ωμν = a·ρΩμρ /a
ν －［2B / ( aμaν ) + 2Ｒμ /

( taν ) － Λμ / ( a
ν ) + ( λβfβ /a

μ ) /aν］．

2 运动稳定性 1 次近似方法

一般情况下，约束广义 Birkhoff 系统的受扰运
动方程明显依赖于时间 t，但有时也可能不依赖于时
间 t．对于前一种情况，稳定性研究比较困难;但对于
后一种情况，可由 Lyapnnov 1 次近似理论来研究．

假设 Pμ = Pμ ( ξ，ξ
·
) ，( Ωμν ) 0 = 常数，( 槇Ωμν ) 0 =

常数，则 1 次近似方程为

( Ωμν ) 0ξ
·ν + ( 槇Ωμν ) 0ξ

ν = 0( μ，ν = 1，2，…，2n) ，( 10)
方程( 10) 的特征方程为

Δ( λ) = det ( Ωμν ) 0λ + ( 槇Ωμν ) 0 ． ( 11)

假设

( 2Bμ / ( a
μaν) ) 0 = ( 2Bν / ( a

νaμ) ) 0，

( 2Ｒμ / ( ta
ν) ) 0 = ( 2Ｒν / ( ta

μ) ) 0，

( Λμ /a
ν) 0 = ( Λν /a

μ) 0，

( ( λβfβ /a
μ) /aν) 0 = ( ( λβfβ /a

ν) /aμ) 0










，

( 12)

则有 槇Ωμν = 槇Ωνμ ．由于矩阵 Ωμν 的反对称性和 槇Ωμν 的

对称性得

Δ( λ) = Δ( － λ) ，
因此，特征方程( 11) 可写为

b0λ
2n + b1λ

2n－2 + … + bn－1λ
2 + bn = 0，

其中 b0，b1，…，bn可以用( 槇Ωμν ) 0 和( Ωμν ) 0 表示．
命题 1 约束广义 Birkhoff 系统若满足 ( 12)

式，则 1 次近似方程的特征方程的根成对出现，即若
有根 λ，则必有根( － λ) ．
根据 Lyapnnov 1 次近似方法理论，有
命题 2 约束广义 Birkhoff 系统满足( 12) 式，

若 1 次近似方程的特征方程的根都是负实部的，则
系统的无扰运动( 5) 是稳定的; 若 1 次近似方程的
特征方程的根至少有 1 个是正实部的，则系统的无
扰运动( 5) 是不稳定的．

3 运动稳定性的直接法

可应用 Noether理论，构造适当的 Lyapnnov 函
数，取时间 t和变量 aμ 的无限小变换为

t* = t + εf( t，a) ，aμ( t* ) = aμ( t) + εFμ( t，a) ．
对于约束广义 Birkhoff系统，Noether等式为

( a·μＲμ /t － B /t) f + ( a
·νＲν /a

μ －

B/aμ) Fμ － Bf· + ＲμF
·
μ + ( Λμ － λβfβ /a

μ) ( Fμ －

a·μ f) + G·N = 0， ( 13)
Noether守恒量为

IN = ＲμFμ － Bf + GN = 常数，
可取 Lyapnnov函数为

V = ＲμFμ － Bf + GN，

则有

dV /dt = 0．
若函数 V在平衡位置附近是正定或负定的，则

其平衡位置是稳定的．
命题 3 约束广义 Birkhoff 系统，若有满足

( 13) 式的无限小生成元 f，Fμ 和规范函数 GN，使函

数 V = ＲμFμ － Bf + GN在 aν = aν0 ( t) ( ν = 1，2，…，
2n) 上为 0，在 aν = aν0 ( t) 附近是正定或负定的，则
系统的无扰运动是稳定的．
若( V) 0 = ( ＲμFμ － Bf + GN ) 0≠0，则可取函数

V为 V = ＲμFμ － Bf + GN － ( ＲμFμ － Bf + GN ) 0 ．从而
由命题 3 可得如下结论．
命题 4 约束广义 Birkhoff 系统，若有满足

( 13) 式的无限小生成元 f，Fμ 和规范函数 GN，使函

数 V = ＲμFμ － Bf + GN － ( ＲμFμ － Bf + GN ) 0在 aν =
aν0 ( t) ( ν = 1，2，…，2n) 附近是正定或负定的，则系
统的无扰运动是稳定的．
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4 算例

4 阶的约束广义 Birkhoff系统为
B = ［( a1 ) 2 + ( a2 ) 2 + ( a3 ) 2 + ( a4 ) 2］/2，
Ｒ1 = a3，Ｒ2 = a4，Ｒ3 = Ｒ4 = 0，
Λ1 = － t，Λ2 = － t，Λ3 = t，Λ4 = t，

约束方程为
f1 = a1 + a2 = 0，f2 = a3 + a4 = 0， ( 14)

试研究运动稳定性．
由运动方程( 2) 和( 4) 可知，约束广义 Birkhoff

方程为

－ a·3 － a1 － t = λ1，－ a·4 － a2 － t = λ1，

a·1 － a3 + t = λ2，a
·2 － a4 + t = λ2， ( 15)

由( 14) 式和( 15) 式可得
λ1 = ( － a1 － a2 － 2t) /2，λ2 = ( － a3 － a4 + 2t) /2，
约束广义 Birkhoff方程( 15) 式有解:
a1
0 = sin t，a2

0 = － sin t，a3
0 = cos t，a4

0 = － cos t，
取其为无扰运动，研究其稳定性．
由( 11) 式可得

Δ( λ) =

－ 1 /2 1 /2 － λ 0
1 /2 － 1 /2 0 － λ
λ 0 － 1 /2 1 /2
0 λ 1 /2 － 1 /2－ 1 /2

=

λ2 λ2 + 1 /( )2 = 0， ( 16)

( 16) 式的解为 λ1 = 0，λ2 = 槡2i /2，λ3 = －槡2i /2，根
据命题 2 无法判定该系统是否稳定．
可用 Noether 理论研究系统的稳定性，由 ( 13)

式得

－ a1F1 － a2F2 + ( a·1 － a3 ) F3 + ( a·2 － a4 ) F4 －

Bf· + a3F·1 + a4F·2 + ( － t － λ1 ) ( F1 － a·1 f) +

( － t － λ1 ) ( F2 － a·2 f) + ( t － λ2 ) ( F3 － a·3 f) +

( t － λ2 ) ( F4 － a·4 f) + G·N = 0，
取生成元 f = － 1，Fμ = 0( μ = 1，2) ，则规范函数为

GN = － ［( a1 ) 2 + ( a2 ) 2 + ( a3 ) 2 + ( a4 ) 2］/4 －
( a1a2 + a3a4 ) /2，

取 Lyapnnov函数为
V = ＲμFμ － Bf + GN = ［( a1 + a2 ) 2 +
( a3 + a4 ) 2］/4，

且在 aν0 = aν0 ( t) 上 V为0，在 aν0 = aν0 ( t) 附近 V为正
定函数，由命题 3 知无扰运动是稳定的．

5 结束语

A． M． Lyapnnov给出了稳定性的严格数学定义，

提出了研究稳定性的 Lyapnnov第 2 方法( 直接法) ，
但直接法的 Lyapnnov函数有时很难构造．本文利用
系统的 Noether 守恒量构造 Lyapnnov 函数，建立了
当系统受扰时的运动方程，研究约束广义 Birkhoff
系统的运动稳定性，命题 1 和命题 2 给出 1 次近似
方法的运动稳定性的判据，命题 3 和命题 4 给出稳
定性直接法的判据．
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Abstract: By constructing a new Lyapunov functional，employing the M-matrix theory and some inequality tech-
niques，the global exponential stability of periodic solutions for non-autonomous higher-order BAM neural networks
with impulse is considered，and it has greatly improve the previous results in the literature．
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Abstract: The problem on the stability of motion for a generalized Birkhoffian system with constrains are studied by
the Noether theong． The disturbed equations of motion and their first approximation for the system are established．
The criterion of stability of motion for the system was set up by using Lyapnnov' s first approximation theory． The
Lyapnnov's function was constructed by the Noether conserved quantity and the criterion of stability of motion for
the system was also set up by using Lyapnnov's direct method． Finally，the example is given to illustrate the applica-
tion of the results．
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