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摘要:利用无穷级型函数对随机 Dirichlet 级数的值分布进行了研究，得出结论:在右半平面上的无限级随
机 Dirichlet 级数，几乎必然( a． s． ) 以虚轴上的每一点为没有有限例外小函数的强 Borel点．此结论推广了
Borel点的结果．
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0 引言

随机 Dirichlet的值分布理论已经被应用于许多
基础性研究［1-3］，文献［4］在对于右半平面上有限正
级 Dirichlet级数，已知它必然以虚轴上每一点为没
有有限例外值的 Borel 点的基础上推导出结论: 右
半平面上有限正级 Dirichlet 级数，也必然以虚轴上
每一点为没有有限例外小函数的强 Borel 点． 在无
限级时是不是也有同样的结论? 本文在文献［5-7］
已知结论的基础上得到了相类似的结论． 最近，
Dirichlet的增长性和值分布也开始推广到 Laplace-
Stieltjes变换［8-12］．

1 主要结果

设 Dirichlet级数

fω ( s) = ∑
!

n = 0
Zn ( ω) e

－λns ( s = x + iy) ， ( 1)

其中 0 = λ0 ＜ λ1 ＜ λ2 ＜ … ＜ λn↑ + !，{ Zn ( ω) }
为概率空间( Ω，A，P) 内一独立数列和对称的非退
化随机变量序列，满足n≥ 0，EZn ＞ 0，存在 1 个
正数 d，使得

d2σ2 = d2E Zn
2 ≤ E2 Zn ＜ + !．

为方便，引入辅助级数

f( s) = ∑
!

n = 0
σne

－λns ． ( 2)

设 lim
n→+!
( ln n) /λn = 0，

lim
n→+!
( ln + σn ) /λn = 0， ( 3)

则级数( 2) 的收敛坐标及绝对收敛横坐标等于0，它
定义了一个右半平面的解析函数，令

M( x，f) = sup { f( x + iy) － !＜ y ＜ + !} ，
m( x，f) = max { σne

－λns n∈ N} ，
M( x，fω ) = sup { fω ( x + iy) － !＜ y ＜ + !} ，
m( x，fω ) = max { Zn ( ω) e －λns n∈ N} ．

定义1 设级数 f( s) 于右半平面Ｒe s ＞ 0内全
纯，若

lim
x→0 +

ln + ln + M( x，f) ln ( 1 / x) = + !，

则称 f( s) 为右半平面 Ｒe s ＞ 0内无限级全纯函数．
引进函数 U( r) = rρ( r) ，其中 ρ( r) 为非负、连续

的增函数并且满足

( i) lim
r→+!

ρ( r) = + !;

( ii) lim
r→+!

ln U( Ｒ) / ln U( r) = 1，其中 Ｒ = r( 1 +

1 / ln U( r) ) ，如果
lim
x→0 +

ln + ln + M( x，f) ln U( 1 / x) = 1，

则称 f( s) 在右半平面Ｒe s ＞ 0上具有 ρ( 1 / x) 级，称
U( 1 / x) 为 f( s) 的型函数．
定义2 设 f( s) 为右半平面Ｒe s ＞ 0内无限级

全纯函数，U( 1 / x) 为其型函数，如果对任意复数



a∈ C( 至多除去 1 个例外) 以及ε ＞ 0，有

lim
x→0 +

ln n( x， Im s － y ＜ ε，f( s) = a)
ln U( 1 / x) = 1，

则称 s = iy为 f( s) 的 ρ( 1 / x) 级的 Borel点，简称为
f( s) 的 Borel点． 这里 n( x， Im s － y ＜ ε，f( s) =
a) 表示 f( s) － a 在半带型区域 Δ( y，s) : =
{ s Ｒe s ＞ x， Im s － y ＜ ε} 内的零点个数，置

H1 = { { φ( s) } ∩ C φ( s) 在 Ｒe s ＞ 0内全纯，φ( s)

的级低于 ρ( 1 / x) } ． 若 φ ∈ H1 ( 至多除去 1 个例
外) 以及ε ＞ 0，有

lim
x→0 +

ln n( x， Im s － y ＜ ε，f = φ)
ln U( 1 / x) = 1， ( 4)

则称 s = iy为 f( s) 的强 Borel点．

2 引理

引理 1［5］ 设 { Zn} 是独立随机变量列，满足

sup
n≥0

E Zn
2 ＜ !，则

C( ω) = sup
n≥1

Zn ( ω) /n ＜ + ! a． s．，

lim
n→!

Zn ( ω) ≥ lim
n→!

E Zn ( ω) a． s． ．

引理 2［7］ 设 Dirichlet级数( 2) ，满足条件( 3)
及

lim
n→+!
( ln ln n) ln λn = l ＜ 1， ( 5)

则

lim
x→0+

ln ln M( x，f)
ln ( 1 / x) = 1 lim

n→+!

ln+ λn

ln U( λn ln+ σn )
= 1．

引理3［4］ 设 f( z) 于 z ＜ 1内亚纯，aj ( z) ( j =

1，2，…，q) 为 f( z) 的小函数，且 aj ( z) ( 1≤ j≤ q) 互
相判别，则r( 0 ＜ r ＜ 1) ，有

( q － 1 － o( 1) ) T( r，f) ＜ ∑
q

j = 1
N( r， 1

f － aj
) +

qN—( r，f) + o( ln ( 1
1 － r) T( r，f) ) ，

当 f为无穷级时，可能除去 1 列满足

∑
μ
∫Jμ

dr
( 1 － r) k

＜ !

的集 Jμ ．

引理4［6］ 设 f( s) 为Ｒe s ＞ 0内无限级全纯函
数，U( 1 / x) 为其型函数，若 s = iy 为 f( s) 的 1 个
Borel点，则它也必然为其强 Borel点．
设 ( Cn，B) ( n ∈ N+ ) 是一个随机可测空间

{ Zn ( ω) } 定义在概率空间 ( Ω，A，P) 上分别在
{ ( Cn，Bn ) } 上取值的独立随机变量序列，则

Z( ω) = { Z1( ω) ，Z2( ω) ，…} 是 ω到∏
!

n =1
Cn 的映照，置

μn ( Bn ) = P( Z－1
n ( Bn ) ) ( n∈ N +，Bn ∈ Bn ) ，

于是{ Cn，Bn，μn} 为一概率空间序列，假定{ Bn} 是

完备的．

设∏
!

n = 1
Bn 是∏

!

n = 1
Cn 中由如下形式的集

B = { ( Z1，Z2，…) ( Z1，Z2，…) ∈∏
!

n = 1
Cn : Zj∈

Bj ∈ Bj，j∈ { 1，2，…，n0 } ，n0 ∈ N + }

生成的最小 σ-代数．

因为B ∈∏
!

n =1
Bn，Z

－1( B) = { ω Zj ( ω) ∈ Bj，

j∈ ( 1，2，…，n0) ，n0 ∈N+ } =∏
n0

j =1
{ Z－1( Bj ) } ∈A，从

而B∈∏
!

n =1
Bn，就有Z－1( Β) ∈A．，因此Z( ω) 是定

义在( Ω，A，P) 上并在乘积空间(∏
!

n =1
Cn，∏

!

n =1
Bn) 上取

得的一个随机变量，置

μ( B) = P( Z－1 ( B) ) ，B∈∏
!

n = 1
Bn，

则对于任何 B∈∏
!

n = 1
Bn，

μ( B) = P( { ω Z( ω) ∈ B} ) = ∏
n0

j = 1
μ j ( Bj ) ，

故(∏
!

n = 1
Cn，∏

!

n = 1
Bn，μ) 是概率空间序列 ( Cn，Bn，μn )

的乘积概率空间．
引理 5 设随机 Dirichlet 级数 ( 1) 满足条件

( 5) ，若 iy0 ( y∈Ｒ) 几乎必然是 fω ( s) 的强Borel点，
即对几乎必然的 ω∈ Ω，δ ＞ 0，，有

lim
x→0 +

ln ( x， Im s － y ＜ ε，f( s) = a)
ln U( 1 / x) = 1，

则 iy几乎必然是1个没有例外小函数的强 Borel点，
其中 φ∈ H1 ．
证 假定 iy就是 fω( s) 得一个强 Borel点，若不

然只需排除1个零测度事件，令k = sup { P( Zn ( ω) =
c) c∈ C，n∈ N+ } ＜ 1．c∈ ( 0，1) ，取 N ＞ ln c /
ln K，对于任何复数序列{ cn} ，如果{ ω Zn = cn，n =

N + 1，N + 2，…} = ，令 P( { cn} !N+1 ) = ，如果
ω0 ∈ Ω，使 Zn ( ω0 ) = cn，n = N + 1，N + 2，…，置

Γ( { cn} !N+1 ) = { ( Z1，Z2，…，Zn ) 对于∑
N

n = 1
Xne

－λns +

∑
!

n = N+1
cneλn

s，iy为其1个具有例外小函数的强 Borel点．
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现在证明 Γ( { cn} !N+1 ) 中不可能具有 2 个不同
的元素，否则若存在 2个不同的元素( cj1，cj2，…，cjN) ∈
Γ( { cn} !N+1 ) ，j = 1，2，则对应着 2 个解析函数 φj ∈
H1 ( j = 1，2) 及δ ＞ 0，使得 n( x，y0，δ，fω = φj ) 的级

小于 ρ，即 n( x，y0，δ，∑
N

n = 1
Cjne

－λn∑
!

n = N+1
Zn ( ω0 ) e

－λns = φ j )

的级小于 ρ，令

ψ j ( s) = ∑ ( Zn ( ω0 ) － cjn ) e
－λns + φj ( s) ，j = 1，2，

则 n( x，y0，δ，fω0 ( s) = ψ j ( s) ) 的级小于 ρ( 1 / x) ．
任取 δ∈ ( 0，π /2) ，则变换

Z( s，y0，δ) =
eπ( iy0－s) /δ － 1 + 2eπ( iy0－s) /2δ

－ eπ( iy0－s) /δ － 1 + 2eπ( iy0－s) /2δ

把带形区域 Δ( t0，δ) = { s Ｒe s = x ＞ 0， Im s －
y0 ＜ δ} 保形变换单位圆 z ＜ 1，它的逆变换

S( z，y0，δ) = iy0 － 2δ
π
ln － 1 + z + z + 2z槡 2

1 + z ( 6)

把 z ＜ 1 保形变换为带形区域 Δ( t0，δ) ，( 6) 式中
对数函数是( 0，1) 上取值的那一解析分支．
这时 gω0 ( z) = f( S( z，y0，δ) ) ，gj ( z) = ψ j ( S( z，

y0，δ) ) 是 z ＜ 1 内的解析函数，且 n( r，gω0 ( z) =
gi ( z) ) 的级小于 ρ( 1 / z) ，由文献［7］中引理，N( r，
gω0 ( z) = gj ( z) ) 的级与 ( 1 － r) n( r，gω0 ( z) =
gj ( z) ) 的级相同，即N( r，gω0 ( z) = gj ( z) ) 的级小于
ρ( 1 / x) ( j = 1，2) ，应用引理3，解析函数 gω0 ( z) 亦即
fω0 ( s) 的级小于 ρ( 1 / x) ，从而导致矛盾．
置 H = { ω 对于fω0 ( s) ，iy0 是 1 个具有有限例

外小函数的强 Borel点} ，要使引理5成立，只需证明
P( H) = 0．令

Y = { ( c1，c2，…) cj∈ C( j∈ N+ ) ，

( c1，c2，…，cN) ∈ Γ( { cn} !N+1 ) } ，

Q = { ω Z1 ( ω) ，Z2 ( ω) ，…) ∈ Y} ．
因为ω∈ H，( Z1 ( ω) ，Z2 ( ω) ，…，ZN ( ω) ) ∈

Γ( { cn} !N+1 ) } ，则有( Z1 ( ω) ，Z2 ( ω) ，…) ∈ Y，所以
H Q，于是
P( H) ≤ P( Q) = μ( IY ) =

lim
m→!∫…∫IYμ1 ( dZ1 ) μ2 ( dZ2 ) …μm ( dZm ) ( m ＞ N) =

lim
m→!∫…∫IYμN+1 ( dZN+1 ) …μm ( dZm ) ∫…∫IΓ( { cn} !N+1)

·

μ1 ( dZ1 ) …μN( dZN) ≤ lim
m→!∫…∫∑j ∏

N

n = 2
μn ( Zn = cjn )·

μ!n = N+1 ( dZN+1 ) …μm ( dZm ) ≤ 2KN ≤ ε．
引理 5 得证

3 定理及证明

定理 1 设随机 Dirichlet 级数 ( 2) ，满足条件
( 3) 及( 5) ，则

lim
x→0 +

ln ln M( x，fω )
ln U( 1 / x) = 1a． s．

lim
n→+!

ln + λn

ln U( λn ln + σn )
= 1．

证 先证

lim
n→+!

ln + λn

ln U( λn ln + σn )
≥ 1

lim
x→0 +

ln ln M( x，fω )
ln ( 1 / x) ≥ 1． ( 7)

设 Xn ( ω) = Zn ( ω) σn，并设

lim
n→+!

ln + λn

ln U( λn ln + σn )
=

lim
k→+!

ln + λnk

ln U( λnk
ln + σnk

)
，

其中
ln + λnk

ln U( λnk
ln + σnk

)
＞ 0．

由引理 1 lim
k→!

Xnk ( ω) ≥ lim
k→!

E Xnk
≥ α a． s． ．

ω ∈ Ω，对于 { Xnk
( ω) } 有子序列 { Xnkl

} ，

Xnkl
≥ α 2，{ nkl} 为{ nk} 的子序列( 但依赖于 ω

的选择) ．对于 2
α
fω ( s) = ∑

!

n = 0

2
α
Zn ( ω) e

－λns 有

lim
n→+!

ln + λn

ln (U λn ln + 2Zn ( ω) )α
≥

lim
l→+!

ln + λnkl

ln (U λnkl
ln + 2σnklXnkl

)α
≥

lim
l→+!

ln + λnkl

ln U( λnkl
ln + σnkl
)

=

lim
k→+!

ln + λnkl

ln U( λnkl
ln + σnkl

)
=

lim
n→+!

ln + λn

ln U( λn ln + σn )
≥ 1．

由引理 2 可知

lim
x→0 +

ln ln M( x，fω )
ln U( 1 / x) =

lim
x→0 +

ln ln M( x，2fω α)
ln U( 1 / x) ≥ 1 a． s．，

即( 7) 式得证．
现在证明
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lim
n→+!

ln + λn

ln U( λn ln + σn )
≤ 1

lim
n→+!

ln ln M( x，fω )
ln ( 1 / x) ≤ 1．

设 X = ln U( 1 / x)
1 + ln U( 1 / x) ( x ＞ 0) ，由条件( 5) 可

知，ε∈ ( 0，1 － l) ，K ＞ 0，使得当 n ＞ K时，有
－ λn≤－ ln1 / ( 1－ε) n = － ln n ( ln n ) ε / ( 1－ε) ．
因此结合引理 1，有

∑
!

n = 0
Zn ( ω) e

－λnx = ∑
!

n = 0
σnXn ( ω) e

－λnx ≤

∑
!

n = 0
Xn ( ω) σne

－λnXexp －
λnx

1 + ln U( 1 / x( )) ≤
m( X，f)∑

!

n =0
Xn( ω) exp －

λnx
1 + ln U( 1 /X( )) ≤

m( X，f () X0( ω) +∑
!

N = 1
C( ω) n·

exp － ln n ( ln n)
ε
( 1－ε) x

1 + ln U( 1 / x( ) )) a． s． ≤ m( X，f () X0( ω) +

∑
!

n =1
C( ω) n (exp － σln n( ln n) ε / ( 1－ε ) )) ，
其中 δ = x

1 + ln U( 1 / x) ．为了使得 δln
ε

1 － ε
＞ 3，可

取 T = exp ( ( 3 /δ)
1－ε
ε ) ，则

M( x，fω ) ≤ M( X，f) ( X0 ( ω) + C( ω)∑
K－1

N = 1
n +

∑
n ＞ T

C( ω) 1
n2 + ∑

K≤n≤T
C( ω) n1－ )δ a． s． ≤

M( X，f () B( ω) + C( ω) ∫
T

K
t1－δd )t ≤

M( X，f () B( ω) + C( ω) 1
2 － δ

T2－ )δ ，

其中 B( ω) 是 1 个 a． s．有界正随机函数，故有
ln M( x，fω) ≤ ln M( X，f) + ln B( ω) + ( 2 － δ) ln T =
ln M( X，f) + ln B( ω) + ( 2 － δ) ( 3 /δ) ( 1－ε) /ε ．
故结合引理 2，有

lim
x→0 +

ln ln M( x，fω )
ln ( 1 / x) ≤ lim

x→0 +

ln ln M( x，f )
ln ( 1 / x) ≤ 1 a． s． ．

定理 2 设随机 Dirichlet 级数 ( 2) ，满足条件
( 3) 和( 5) 及

lim
n→+!

ln λn

ln U( λn ln + σn )
= 1， ( 8)

则y0 ∈ Ｒ，有

lim
x→0 +

ln + ln + fω ( x + iy0 )
ln U( 1 / x) = 1 a． s． ． ( 9)

证 由定理 1 可知

lim
x→0 +

ln + ln + fω ( x + iy0 )
ln U( 1 / x) ≤ 1 a． s． ．

用推广的 Palay-Zygmund 引理［1］，类似于文献
［6］定理 3． 2 可证( 9) 式成立．
由于{ Zn} 为非退化及文献［6］中定理2． 1和定

理 3． 3 可得．
定理 3 设随机 Dirichlet 级数 ( 1) 满足条件

( 3) ，( 5) 及( 8) ，则y∈Ｒ，iy几乎必然是 fω ( s) 的
没有有限例外值的 ρ( 1 / x) 级 Borel 点，即 ε ∈
Ω /Ε，ε ＞ 0 以及a∈ C，有

lim
x→0 +

ln ( x， Im s － y ＜ ε，fω ( s) = a)
ln U( 1 / x) = 1，

这里 P( E) = 0．
引理 2 中的条件( 5) 比文献［5］中的定理 2． 4

的条件 lim
n→+!

ln ln n ln λn ＜ 1 /2 要弱一些．

定理 4 设随机 Dirichlet 级数 ( 1) 满足条件
( 3) ，( 5) 及( 8) ，则级数( 1) 几乎必然以虚轴上每一
点为没有例外小函数的强Borel点，即对于几乎必然
的 ω∈ Ω，y∈ Ｒ，δ ＞ 0及φ∈ H1 ( 没有例外小

函数) ，( 4) 式恒成立．
证 已知随机 Dirichlet 级数满足条件( 5) 和

( 8) ，则由定理 3得y∈ Ｒ，iy几乎必然是 fω ( s) 的
没有有限例外值的 ρ( 1 / x) 级 Borel点．再由引理 4，
y∈ Ｒ，iy几乎必然是 fω ( s) 的没有有限例外值的
ρ( 1 / x) 级强 Borel点( 至多只有 1 个例外小函数) ．
结合引理 5 即可得出定理 4 结论．
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The Study on Provincial Technology Innovation Spillover Effect under
FDI and Governmental Support

ZHOU Xuan，TAO Changqi*

( School of Statistics，Jiangxi University of Finance and Economics，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: Through using the spatial econometric model and the panel threshold model，the empirical study is done
on the non-linear threshold effect of FDI and governmental support as well as the spatial correlation of technological
innovation capability index variable． The results show that GOV，FDI and provincial technology innovation spillover
effect have strong spatial autocorrelation． Their impact strength expresses as double threshold and triple threshold re-
spectively． The keys to efficient spillover of provincial technology innovation are optimizing the spatial structure of
government support and foreign investment when GOV and FDI are coupled．
Key words: provincial technology innovation; governmental support; FDI; spatial spillover; threshold characteristics
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The Ｒandom Dirichlet Series of Infinite Order Dealing with Small Function
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Abstract: The infinite order function is used to study the value distribution of the random Dirichlet series． It is con-
cluded that for random Dirichlet series of infinite order in the right half plane，every point iy is almost surely a
strong Borel point without finite exceptional small functions，which extended some results of Borel points．
Key words: random Dirichlet series; small functions; strong Borel point
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