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一类区间 2 次-线性双层规划的解法
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摘要:针对上层目标函数含有区间系数的 2 次-线性双层规划问题，提出了区间 2 次-线性双层规划的最优
值区间的定义，在此基础上把区间 2 次-线性双层规划模型转化为求解最好最优值和最差最优值的 2 个
确定性模型，进而利用混合整数规划方法求解．最后给出数值算例验证该方法的有效性．
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0 引言

双层规划问题在经济管理、物流领域、交通管理
以及其他领域有着广泛应用，其中非线性双层规划

问题在工程中应用比较广泛，而 2 次双层规划问题
是非线性双层规划问题中最常见的一种数学规划问

题．目前，求解 2 次双层规划的主要算法有分支定界
法、罚函数法、信赖域算法和遗传算法． 李宏等［1］考
虑了下层目标函数为线性、上层目标函数为非线性
的双层规划模型，并提出了将遗传算法与单纯形法

相结合的混合遗传算法．王广民等［2］对双层规划研
究现状做了总结． A． S． Strekalovsky等［3］提出了求解
2 次-线性双层规划的局部搜索方法，利用 K-T 条件
将双层规划转化为单层规划，再通过局部搜索方法

得到最优解． 胡长英［4］总结了双层规划的基本理
论、算法及其在实际问题中的应用． 孟敏等［5］在文
献［1］的基础上，提出了基于正态分布的分布估计
算法，求解了上层目标函数为 2 次的双层规划问题，
提高了遗传算法的效率．
虽然确定型双层规划问题得到了解决，但在实

际生活中不确定性因素出现的几率越来越大，所以

众多学者开始对区间规划模型做出了研究． 对于区
间线性规划，文献［6-7］定义了区间线性规划的标准
型，并求解了区间线性规划的最好最优值和最差最

优值，进而确定了其最优值区间． Ｒ． E． Moore 等［8］

提出的区间算法是解决区间规划的重要手段． 王建

忠［9］在文献［6-7］的基础上对区间线性双层规划模
型做了进一步的总结和探究，并且设计了求解最好

最优值 kth-best算法． H． I． Calvete等［10］设计了 KBB
和 KBW 算法求得区间线性双层规划的最好最优解
和最差最优解．对于区间 2 次规划，文献［11-12］讨
论了区间 2 次规划问题，利用对偶定理和最优性条
件将原问题转化为求解其上界和下界的 2 个确定性
的 2 次规划问题，并给出了数值解法． 徐晓宁等［13］

针对市场上不允许卖空的情况，提出了证券投资组

合的区间 2 次规划模型，通过应用区间数排序方法，
将区间 2 次规划模型转化为确定性的 2 次规划模型
进行求解． Li Wei等［14］提出了含有等式和不等式约
束的区间 2 次规划模型，并提出了一种检验零对偶
间隙简单有效的方法，最后用其求得了区间 2 次规
划模型的精确上界．但是在实际问题中，随着递阶决
策过程的复杂化，如经济中价格的变动、物流中配送
成本的变化、生产商实际需求量的变动等都会引起
收益的变化，双层规划中的目标函数并非都是线性

函数，单纯的区间线性双层规划模型和单层区间 2
次规划模型已经不能很好解决这些问题，所以有必

要研究区间非线性双层规划模型．
目前，对区间 2 次-线性双层规划做出的研究还

很少．本文将最优值区间的方法推广到区间 2 次-线
性双层规划模型，首先提出最优值区间的概念，并给

出区间 2 次-线性双层规划的模型;然后利用最优值
区间求解; 最后给出数值算例，验证该方法的有

效性．



1 预备知识

定义 1［9］ 称 a =［aL，aU］= { x: aL≤x≤aU }为

区间数，aL 和 aU 分别称为区间数 a 的下界和上界．
当 aL = aU 时，区间数退化为一个实数;当 aL≥0 时，
称 a为正区间数．区间数的全体记为 I( Ｒ) ．
定义 2［9］ 令 a =［aL，aU］和 b =［bL，bU］为区

间数，它们之间的 2 元运算关系如下:
a + b =［aL，aU］+［bL，bU］=［aL + bL，aU + bU］，

a － b =［aL，aU］－［bL，bU］=［aL － bU，aU － bL］，

ka =
［kaL，kaU］，k≥0，
［kaU，kaL］，k ＜ 0{ ．

非线性规划-分支定界算法［15］( NLP-BB) :
Step 1 节点选择．搜索分支定界树，选择某一

节点，在此节点处求解 NLP问题．若此问题不可行，
删除此节点，并重新搜索分支定界树; 否则，得到的

解为( x∧，y∧) ．
Step 2 剪枝． 若在此点处目标函数大于当前

上界，这部分可行域显然不包含最优解，则剪枝．

Step 3 分支． 主要对整数约束变量 y∧ 进行检

验．若 y∧不满足整数约束条件，不妨设 y∧ 为小数，则
问题分支为左右 2 个子节点，分别添加左分支约束

yi≤［y
∧

i］及右分支约束 yi≥［y
∧

i］+ 1; 否则，若 y∧ 满
足整数约束条件，且目标函数值小于当前的最优值，

则更新上界，并且删去目标函数值大于当前上界的

分支．
Step 4 检查分支定界树是否为空． 若分支定

界树非空，返回第 1 步; 否则，算法终止并输出当前
最优解．

2 区间 2 次-线性双层规划模型

本文考虑如下形式的区间 2 次-线性双层规划
模型:

min
x
F = 1

2 ( x
T，yT ) QI ( x，y) T + ( cI1 )

Tx + ( dI
1 )

Ty

min
y
f = cT2x + d

T
2 y

s． t． Ax + By≤h，
x≥0，y≥0， ( 1)

其中 x = ( x1，x2，…，xn1 )
T，y = ( y1，y2，…，yn2 )

T，QI，

cI1，d
I
1 为区间数． Q

I = ( qI
ij ) ( n1 + n2) × ( n1 + n2) =［Q

L，QU］，

记 QL = ( qL
ij ) ( n1 + n2) × ( n1 + n2) ，Q

U = ( qU
ij ) ( n1 + n2) × ( n1 + n2) ．

qij∈qI
ij，确定性矩阵 Q = ( qij ) ( n1 + n2) × ( n1 + n2) 是半正

定矩阵． cI1 =［c
L
1，c

U
1］，记 cL1 = ( c

L
11，c

L
12，…，c

L
1n1 )

T，cU1 =
( cU11，c

U
12，…，c

U
1n1 )

T ． dI
1 =［d

L
1，d

U
1］，记 dL

1 = ( dL
11，d

L
12，

…，dL
1n2 )

T，dU
1 = ( dU

11，d
U
12，…，d

U
1n2 )

T ． A∈Ｒm × n1，B∈
Ｒm × n2，c2 = ( c21，c22，…，c2n1 )

T，d2 = ( d21，d22，…，
d2n2 )

T，h = ( h1，h2，…，hm )
T ． 此外，max F 型可通过

min － F变成以上形式．

3 模型求解最优值区间

3． 1 最优值区间

定义 3 区间 2次-线性双层规划( 1)的约束域:
Ω = { ( x，y) Ax + By≤h，x≥0，y≥0} ;

约束域 Ω在上层决策空间的投影:
S = { x y，Ax + By≤h，x≥0，y≥0} ;

对于 x∈S，下层规划的合理反应集:
M( x) ={ y y∈arg min{ c2x +d2y，By≤h －Ax，y≥0} } ;
区间 2 次-线性双层规划( 1) 的诱导域:

IＲ = { ( x，y) ( x，y) ∈Ω，y∈M( x) } ．
假设 1 约束域非空且为紧集．
假设 2 x∈S，下层规划有唯一最优解．
定义 4 当取定 Q∈［QL，QU］，c1∈［c

L
1，c

U
1］，

d1∈［d
L
1，d

U
1］时，如果( x，y) ∈IＲ，则称( x，y) 为区间

2 次-线性双层规划 ( 1 ) 的一个可行解; 如果 ( x* ，

y* ) ∈IＲ且( x，y) ∈IＲ，有 F( x* ，y* ) ≤F( x，y) ，
则称( x* ，y* ) 为区间 2 次-线性双层规划( 1) 的一个
最优解，称 F( x* ，y* ) 为( 1) 式的一个最优值．
定义 5 区间 2 次-线性双层规划问题( 1) 的最

优值的集合记为 Ψ，称 FU = max { F F∈Ψ} 为( 1 )
式的最差最优值，相应的解称为( 1 ) 式的最差最优
解;称 FL = min { F F∈Ψ}为( 1) 式的最好最优值，
相应的解称为( 1) 式的最好最优解;称［FL，FU］为最

优值区间．

3． 2 求解最好最优值

对于区间 2 次-线性双层规划问题( 1 ) ，每取定
一组系数( qij，c1，d1 ) ，就变成了确定型的 2 次-线性
双层规划，即可求得( 1) 式的一个可能最优值．因为
每取定一个 x，cT2x 为常数，因此 ( 1 ) 式的最好最优
值和最好最优解可通过 3 层规划问题( 2) 得到．

FL = min
( qij，c1k，d1t)∈E

min
x
F = 1

2 ( x
T，yT) Q( x，y) T + cT1x + d

T
1y

min
y
f = dT

2 y

s． t． Ax + By≤h，
x≥0，y≥0， ( 2)
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其中 E = { ( qij，c1k，d1t ) qij∈qIij，c1k∈cI1k，d1t∈dI
1t，i，

j = 1，…，n1 + n2，k = 1，…，n1，t = 1，…，n2 } ．
因为 x，y≥0，所以有
( xT，yT ) QL ( x，y) T≤ ( xT，yT ) Q ( x，y) T≤

( xT，yT ) QU ( x，y) T，( cL1 )
Tx≤cT1x≤( c

U
1 )

Tx，
( dL

1 )
Tx≤dT

1x≤( d
U
1 )

Tx．
因此目标函数的最好最优值应在 QI，cI1，d

I
1 取

下界时取得，即

FL = min
x
F = 1

2 ( x
T，yT ) QL ( x，y) T +

( cL1 )
Tx + ( dL

1 )
Ty．

下层规划问题:

min
y
f = dT

2 y

s． t． By + Ax≤h，x≥0，y≥0． ( 3)
引入松弛变量 w∈Ｒm，由 K-T 条件可知下层规

划( 3) 可转化为
Ax + By + w = h，d2 + B

Tu － v = 0，wTu = 0，
vTy = 0，x≥0，y≥0，v≥0，u≥0，w≥0．
所以求解( 1) 式的最好最优解和最好最优值等

价于求解单目标问题:

FL = min
x，y，v，u，w

F = 1
2 ( x

T，yT) QL( x，y) T + ( cL1 )
Tx + ( dL

1 )
Ty

s． t． Ax + By + w = h，
d2 + B

Tu － v = 0，wTu = 0，
vTy = 0，x≥0，y≥0，v≥0，u≥0，w≥0． ( 4)
引 入 0-1 变 量 η = ( η1，η2，…，ηm)

T，λ =
( λ1，λ2，…，λn2 )

T，ηi = { 0，1} ，λ j = { 0，1} ，其中 i =
1，2，…，m，j = 1，2，…，n2 ． M 为充分大的正数，因此
问题( 4) 的最好最优解和最好最优值可通过混合整
数规划( 5) ，利用分支定界法［15］求解

FL = min
x，y，v，u，w

F = 1
2 ( x

T，yT) QL( x，y) T + ( cL1 )
Tx + ( dL

1 )
Ty

s． t． Ax + By + w = h，d2 + B
Tu － v = 0，

ui≤Mηi，wi≤M( 1 － ηi ) ，

vj≤Mλ j，yj≤M( 1 － λ j ) ，

λ j = { 0，1} ，ηi = { 0，1} ，
x≥0，y≥0，v≥0，u≥0，w≥0． ( 5)

3． 3 求解最差最优值

对于区间 2 次-线性双层规划( 1) 的最差最优值
和最差最优解，每取定一个 x，cT2x为常数，可以通过
3 层规划问题( 6) 求得．

FU = max
( qij，c1k，d1t) ∈E

min
x
F = 1

2 ( x
T，yT ) Q( x，y) T +

cT1x + d
T
1 y，

min
y
f = dT

2 y，

s． t． Ax + By≤h，x≥0，y≥0． ( 6)
由 3． 2 节讨论可知，
1
2 ( x

T，yT ) Q ( x，y) T + cT1x + d
T
1 y≤

1
2 ( x

T，yT ) QU ( x，y) T + ( cU1 )
Tx + ( dU

1 )
Ty．

所以

max
( qij，c1k，d1t) ∈E

min
x
F = 1

2 ( x
T，yT ) Q( x，y) T + cT1x + d

T
1 y≤

max
( qij，c1k，d1t) ∈E

min
x
F = 1

2 ( x
T，yT ) QU ( x，y) T + ( cU1 )

Tx +

( dU
1 )

Ty．
另一方面，qU

ij∈qI
ij，c

U
1k∈cI1k，d

U
1t∈dI

1t，因此有

max
( qij，c1k，d1t) ∈E

min
x
F = 1

2 ( x
T，yT ) Q ( x，y) T + cT1x + d

T
1 y≥

max
( qij，c1k，d1t) ∈E

min
x
F = 1

2 ( x
T，yT ) QU ( x，y) T + ( cU1 )

Tx +

( dU
1 )

Ty．
因此目标函数的最差最优值应在 QI，cI1，d

I
1 取

上界时取得，即

FU =min
x
F = 1

2 ( x
T，yT) QU ( x，y) T + ( cU1 )

Tx + ( dU
1 )

Ty．

类似于 3． 2 节对问题 ( 6 ) 下层规划进行整理，
引入松弛变量 w∈Ｒm，利用下层规划的 K-T 条件，
可将( 6) 式转化为单层规划( 7) ．因此求解( 1) 的最
差最优解和最差最优值等价于求解单目标问题:

FU = min
x，y，v，u，w

F = 1
2 ( x

T，yT) QU( x，y) T + ( cU1 )
Tx + ( dU

1 )
Ty

s． t． Ax + By + w = h，d2 + B
Tu － v = 0，wTu = 0，

vTy = 0，x≥0，y≥0，v≥0，u≥0，w≥0． ( 7)
引 入 0-1 变 量 η = ( η1，η2，…，ηm)

T，λ =
( λ1，λ2，…，λn2 )

T，ηi = { 0，1} ，λ j = { 0，1} ． M 为充分
大的正数，因此问题( 7 ) 的最差最优解和最差最优
值可以通过混合整数规划( 8 ) ，利用分支定界法［15］

求解

FU = min
x，y，v，u，w

F = 1
2 ( x

T，yT) QU( x，y) T + ( cU1 )
Tx + ( dU

1 )
Ty

s． t． Ax + By + w = h，d2 + B
Tu － v = 0，

ui≤Mηi，wi≤M( 1 － ηi ) ，vj≤Mλ j，
yj≤M( 1 － λ j ) ，λ j = { 0，1} ，ηi = { 0，1} ，
x≥0，y≥0，v≥0，u≥0，w≥0． ( 8)
3． 2 节和 3． 3 节分别求得区间 2 次-线性双层规
划模型( 1) 的最好最优值和最差最优值，因此可得
模型( 1) 的最优值区间［FL，FU］．

4 数值算例

下面通过数值算例检验模型和算法的有效性．
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例 1 计算下面区间 2 次-线性双层规划的最优
值区间．

min
x
F( x，y) =［1，5］x2 +［1，3． 5］y2

min
y
f( x，y) = － y

s． t． 3x + y≤15，x + y≤7，
x + 3y≤15，x≥0，y≥0．

根据( 5) 式可知，例 1 的最好最优解和最好最
优值可由下式得到，

FL = min
x，y，v，u，w

F( x，y) = x2 + y2

s． t． 3x + y + w1 = 15，x + y + w2 = 7，
x + 3y + w3 = 15，u1 + u2 + 3u3 － v － 1 = 0，
ui≤Mηi，wi≤M( 1 － ηi ) ，v≤Mλ，
y≤M( 1 － λ) ，ηi，λ = { 0，1} ，i = 1，2，3，
x≥0，y≥0，ui≥0，v≥0，wi≥0．

取 M = 103，得最好最优解为 ( 1． 5，4． 5) T，最好
最优值为 22． 500．
根据文献［16］可知，此算法是有效的，并且比

文献［16］中求得的解更精确．
由( 8) 式知，例 1 的最差最优解和最差最优值

可转化为求解如下问题:

FU = min
x，y，v，u，w

F( x，y) = 5x2 + 3． 5y2

s． t． 3x + y + w1 = 15，x + y + w2 = 7，
x + 3y + w3 = 15，u1 + u2 + 3u3 － v － 1 = 0，
ui≤Mηi，wi≤M( 1 － ηi ) ，v≤Mλ，
y≤M( 1 － λ) ，ηi，λ = { 0，1} ，i = 1，2，3，
x≥0，y≥0，ui≥0，v≥0，wi≥0．

取 M = 103，得最差最优解为 ( 1. 082，4. 639) T，
最差最优值为 81. 175．
因此可得，例 1 的最优值区间为［22. 500，

81. 175］．
由数值算例的结果分析可知，最好最优解、最差

最优解和最优值区间都是可行的，证明了模型和算

法的有效性和可行性．

5 结论

非线性双层规划在递阶优化问题中的应用越来

越广泛，实际问题中系数不能给出确定值的情况很

普遍，从而需要采用区间数来估计系数的变化范围．
本文给出区间 2 次-线性双层规划模型，并提出最好
最优值和最差最优值以及最优值区间的概念． 通过
解得的最优值区间，可提供给决策者一定的参考价

值，以便更好地解决实际问题中的递阶优化问题．数

值算例验证了模型的有效性．目前，区间非线性双层
规划的研究成果还很少，有待更多的学者提出更好

的解决方法，进而做出更深入的研究．
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The Quadratic-Linear Bi-Level Programming with Interval Coefficients

GAO Xiaoni，SUN Yuhua*

( School of Mathematics and Physics，University of Science and Technology Beijing，Beijing 100083，China)

Abstract: The quadratic-linear bi-level programming model with interval coefficients for upper objective function is
studied． Firstly，the definition of the optimal value interval of quadratic-linear bi-level programming with interval co-
efficients is proposed． Secondly，the quadratic-linear bi-level programming model with interval coefficients is conver-
ted into two deterministic models． Then mixed integer programming method is used to solve the best optimal value
and worst optimal value． Finally，numerical examples are given to demonstrate the effectiveness of the proposed
method．
Key words: quadratic-linear bi-level programming; best optimal objective value; worst optimal objective value; opti-
mal objective value interval
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The Estimation of the Overnight Volatility

XIAO Min 1，LI Can 2，JIANG Tao 1*

( 1． School of Statistics and Mathematics，Zhejiang Gongshang University，Hangzhou Zhejiang 310018，China;
2． School of Mathematics and Statistics，Hunan University of Commerce，Changsha Hunan 410205，China)

Abstract: A new estimation of overnight volatility of individual stock returns based on the generalized dynamic fac-
tor model is proposed． Using the data of 24 stocks of the Shanghai Stock Exchange 50 index，the overnight volatility
level of them is studied． Empirical results show that the new estimation performs better than the squared overnight
return and dose eliminate part of the noisy component．
Key words: overnight volatility; generalized dynamic factor model; realized volatility
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