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摘要:为解决经典区间证据合成方法具有计算复杂、不满足结合律等问题，利用连续区间数据有序加权调
和平均( C-OWHA) 算子提出一种新的区间信度合成方法．该方法借助 C-OWHA 算子构造区间信度点化
函数，使得区间基本概率分配函数转化为点信度函数，再结合 Dempster合成规则将转化后的点信度进行
融合．最后，将该方法应用于一个算例，以说明该方法的实用性．
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0 引言

作为不确定性建模和推理的概念框架，Demp-
ster-Shafer理论( 也称为证据理论) 已经在许多领域
中得到广泛应用［1-5］． 在证据理论中，基本概率分配
函数是一个重要的元素，它的取值通常是由决策者

主观给出的，存在较大的经验成分，采用 0 与 1 之间
的单点值表示显然不够精确［6］; 同时，在多属性决

策、群决策、信息融合等一些实际决策中，由于信息
的不完整或缺失而导致信息的不确定性，决策者对

基本概率分配采用精确数的假设往往较为严格而难

以给出［7］．而区间数能够有效地表示这种不确定性
情况，区间信度结构借助区间数给出基本概率分配

函数的赋值，以表现信息的不确定性，基于区间数的

证据理论研究可以拓展经典证据理论的应用范围．
然而，针对证据合成问题，经典的 Dempster 合

成规则无法应用于区间信度结构中． 为了拓展证据
理论的使用领域，近年来，区间证据的合成成为信息

融合的一个重点研究内容，引起了许多国内外学者

的关注． E． S． Lee 等［8］利用区间数给出了区间信度
结构的定义，并结合区间数的乘法与加法研究了区

间证据的合成规则，但是该方法存在证据合成过程

未进行正规化、参数值的设定过于主观等问题; T．
Denoeux［9-10］系统地研究了区间信度合成问题，利用
非线性规划模型提出了区间证据的合成规则，然而，

该方法将信度的正规化过程与合成步骤分开，这容

易导致合成结果不是全局最优而仅是局部最优; Ｒ．
Ｒ． Yager［11］利用区间数的计算方法研究了 2 个区间
信度结构的合成，但是该方法可能会产生区间上限
小于下限的不一致情况; Wang Yingming 等［12］利用
优化模型将区间证据的正规化过程和合成过程统
一，提出了区间证据合成的改进方法，克服了以上研
究方法中存在的一些不足之处，取得了较理想的效
果; Gao Bin 等［13］改进了 Wang Yingming 等提出的
非线性规化模型，使得合成结果更合理化; 肖文
等［14］将区间信度分成“未知信度”和“确知信度”2
个部分，给出一种区间信度的扩展分配，并基于此提
出一种有效的区间信度合成方法; Fu Chao 等［15-16］

在文献［12］的基础上研究了冲突性区间证据和相
关区间证据的合成方法;冯海山等［17］构建了区间证
据的相似度，提出了冲突性区间证据的合成规则，有
效地弱化了决策中的信息不确定性;陈圣群等［18］针
对区间冲突证据合成存在不符合直觉的问题，利用
Pignistic概率距离最优化模型提出一种冲突区间证
据合成规则; Song Yafei 等［19］利用直觉模糊集理论
提出了一种新的区间证据合成方法，并通过算例分
析了该方法的有效性; 孙伟超等［20-21］对区间证据的
合成规则和信息源进行修正，提出了改进的区间证
据合成方法．
在上述研究文献中，区间证据合成结果是一个

区间数，依然是不确定性的，不易用于决策［22］．如何
将区间证据转化为单值证据，再利用经典 Dempster
合成规则进行信息融合，以便于决策，这是区间证据
合成中一个非常重要的新问题．针对此类问题，本文



引入连续区间数据有序加权调和平均 ( C-OWHA)
算子［23］，建立区间信度的 C-OWHA 点化函数，将区
间数转化为精确数，再结合 Dempster 合成规则融合
转化后的点信度，较好地解决了区间信度合成后仍
是区间数的问题，可以直接应用于决策中．

1 区间证据理论的相关概念

当基本概率分配不是精确数，而是不确定的区
间数时，传统的 D-S 证据理论需要进行相应的调
整［24］．

1． 1 区间信度结构

定义 1［11］ 设Θ 是识别框架，Ai ( i = 1，2，…，
n) 为识别框架Θ 的子集，区间数［ai，bi］满足 0 ≤
ai ≤ bi ≤ 1( i = 1，2，…，n) ，定义区间基本概率分
配函数 m为有效的区间信度结构，若满足: ( i) ai ≤

m( Ai ) ≤ bi，i = 1，2，…，n ; ( ii ) ∑
n

i = 1
ai ≤ 1，1 ≤

∑
n

i = 1
bi ; ( iii) m( A) = 0，A { A1，A2，…，An} ．

对于有效的区间信度结构 m，Ai ( m( Ai ) ＞ 0，
i = 1，2，…，n) 为Θ 上的焦元，称所有焦元的集合
为区间信度结构的核．当 m(Θ ) ＞ 0时，m(Θ ) 表示

未知部分分配的信度．若∑
n

i = 1
ai ＞ 1或∑

n

i = 1
bi ＜ 1 ，则

称区间信度结构 m为无效的，这时需要将基本概率
分配函数修正为有效的，才可以进行合成运算．
定义 2［11］ 设 m为一个有效的区间信度结构，

且对于焦元 Ai ( i = 1，2，…，n) 有 ai≤m( Ai ) ≤ bi ，

称 m是正规化的区间信度结构，若 ai，bi 满足:

∑
n

j = 1
bj － ( bi － ai ) ≥ 1，∑

n

j = 1
aj + ( bi － ai ) ≤ 1，

i∈ { 1，2，…，n} ．
对于非正规化的有效区间信度结构，可以采取

max { ai，1 －∑
j≠i

bj} ≤ m( Ai ) ≤

min { bi，1 －∑
j≠i

aj} ( i = 1，2，…，n)

的方法去除所有不可能的基本概率分配，从而区间数

max { ai，1 －∑
j≠i

bj} ，min { bi，1 －∑
j≠i

aj[ ]} ( i = 1，

2，…，n) 构成了正规化的区间信度．

1． 2 区间证据理论的合成规则
信息融合是证据理论中最核心的内容，合成方

法还在不断地探索中［25］． 然而，现有文献对区间证
据的合成问题仍然没有完全解决． 对于区间证据合
成规则，由于 T． Denoeux［9-10］所提出的方法存在合成
结果区间较大的问题，因而为解决该问题，Wang

Yingming等［12］给出了一种归一化的区间证据合成
方法．
定义 3 设Θ 是识别框架，m1，m2 为 2 个有效

的区间信任结构，Ai ( i = 1，2，…，n) 为关于 m1的识

别框架Θ 上的焦元，Bj ( j = 1，2，…，k) 为关于 m2的

识别框架Θ 上的焦元，且满足 m－
1 ( Ai ) ≤ m1 ( Ai ) ≤

m+
1 ( Ai ) ( i = 1，2，…，n) ，m－

2 ( Bj ) ≤ m2 ( Bj ) ≤
m+

2 ( Bj ) ( j = 1，2，…，k) ，其中 m－，m+ 分别表示 m
的下限、上限，将 m1，m2 的合成 m1  m2 定义为
m1  m2 ( C) =
0， C = ，
［( m1  m2 )

－ ( C) ，( m1  m2 )
+ ( C) ］，C≠{ ，

这里 ( m1  m2 )
－ ( C) ，( m1  m2 )

+ ( C) 分别为如
下优化问题的最小值和最大值:

min /max m1  m2 ( C) =
∑

Ai∩Bj = C
m( Ai ) m( Bj )

1 － ∑
Ai∩Bj =

m( Ai ) m( Bj )

s． t．∑
n

i = 1
m1 ( Ai ) = 1，∑

k

j = 1
m2 ( Bj ) = 1，

m－
1 ( Ai ) ≤ m1 ( Ai ) ≤ m+

1 ( Ai ) ，i = 1，2，…，n，
m－

2 ( Bj ) ≤ m2 ( Bj ) ≤ m+
2 ( Bj ) ，j = 1，2，…，k．

定义 3 给出的证据合成方法基本思路是: 先判
断区间信度结构 m1，m2 的有效性，再将有效区间信
度结构正规化处理，然后利用非线性规划和 Demp-
ster合成规则，计算出点信度集结后的最小值和最
大值，得到合成后的区间信度结构．
然而，该证据合成规则存在正规化和优化求解

计算复杂、合成不满足结合律、合成后的区间宽度也
较大等问题，这将造成不确定性增加的不利局
面［17，22］．

2 基于 C-OWHA 算子的区间证据合
成规则

2． 1 连续区间数据的有序加权调和平均算子
定义 4［23］ 设0 ＜ a ＜ b，对于区间数［a，b］，有

FQ( ［a，b］) = 1 ∫
1

0

dQ( y)
dy

1
b + y 1

a － 1( )( )b
dy，

其中函数 Q: ［0，1］→［0，1］满足 Q( 0) = 0，Q( 1) =
1 ，当 x1 ＞ x2时，Q( x1 ) ≥Q( x2 ) ，则称算子 F为连
续区间数据的有序加权调和平均算子 ( 简称 C-
OWHA算子) ，函数 Q 为基本的单位区间单调函数
( 简称 BUM函数) ．
注 1 利用 C-OWHA算子 F，可以将不确定的

区间数［a，b］转化为一个具体的数值; C-OWHA 算
子是对处理离散数据的 OWHA算子的一种拓展．
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定义 5 设 Q 为 BUM 函数，称 ρ = ∫
1

0
Q( y) dy

为决策者的乐观程度．

显然，0≤ ρ≤1，ρ = ∫
1

0
Q( y) dy = 1 － ∫

1

0

dQ( y)
dy ·

ydy ．引入决策者的态度参数 ρ后，可以得到 C-OWHA
算子为 FQ( ［a，b］) = (1 ρ b + ( 1 － ρ) )a ．
为便于计算与分析，x ∈［0，1］，通常选取

Q( x) = xr ( r≥ 0) ，则 ρ = ∫
1

0
xrdx = 1 ( r + 1 ) ，从

而 FQ( ［a，b］) = (1 1 b( r + 1) + r a( r + 1 )) ，
其中待定参数 r描述了决策者的风险态度．当 r = 1
时，ρ = 1 /2 ，决策者面对风险的态度是中性的; 当
0 ≤ r ＜ 1 时，ρ ＞ 1 /2 ，决策者面对风险的态度是
喜好的( 乐观型决策者) ;当 r ＞ 1时，ρ ＜ 1 /2 ，决策
者面对风险的态度是规避的( 保守型决策者) ．
注 2 对于 C-OWHA算子 F，有
( i) lim

r→0
FQ( ［a，b］) = b ;

( ii) lim
r→+!

FQ( ［a，b］) = a ;

( iii) 当 r = 1 时，FQ( ［a，b］) = ab ( a + b) ．

2． 2 基于 C-OWHA算子的点信度构建
定义 6 设Θ 是识别框架，Ai ( i = 1，2，…，n)

为识别框架Θ 的所有焦元，区间数［ai，bi］满足
0 ≤ai≤ bi≤1( i = 1，2，…，n) ，对于Θ 上的有效区
间信度结构 m，定义 mFQ 为

mFQ
( Ai ) = 1 K ∫

1

0

dQ( y)
dy

1
bi

+ y 1
ai

－ 1
b( )( )
i

d[ ]y ，
其中 Q为 BUM函数，K = ∑

n

i = 1
1 ∫

1

0

dQ( y)
d (y

1
bi

+

y 1
ai

－ 1
b( ) )
i

dy，称 mFQ 为区间信度 m 的C-OWHA

点化函数．
注 3 利用区间信度的 C-OWHA点化函数 mFQ ，

可以将不确定的区间信度m( Ai ) ( ai≤m( Ai ) ≤ bi ) 转

化为确定的点信度mFQ( Ai ) ，且∑
n

i =1
mFQ( Ai ) = 1 ．

若 Q( x) = xr ( r≥ 0) ，则区间信度的 C-OWHA
点化函数为

mFQ
( Ai ) =

aibi ( r + 1)
K( ai + rbi )

， ( 1)

其中 K = ∑
n

i = 1

aibi ( r + 1)
( ai + rbi )

．由此给出如下命题．

命题 1 设Θ 是识别框架，Ai ( i = 1，2，…，n)
为识别框架Θ 的所有焦元，区间数［ai，bi］满足
0 ≤ai ≤ bi ≤ 1( i = 1，2，…，n) ，mFQ 为区间信度 m
的 C-OWHA点化函数，若 BUM函数 Q取为 Q( x) =
xr ( r≥ 0) ，则

lim
r→0

mFQ
( Ai ) = bi ∑

n

i = 1
bi，limr→+!

mFQ
( Ai ) = ai ∑

n

i = 1
ai ．

证 将( 1) 式分别依 r→ 0，r→+ !取极限即可
得证．

又由区间信度 m 的有效性知，∑
n

i = 1
ai ≤ 1，1 ≤

∑
n

i = 1
bi ．从而可得如下结论．

命题 2 设 mFQ为有效区间信度 m的 C-OWHA
点化函数，若 BUM函数 Q取为 Q( x) = xr ( r≥ 0) ，
则 i ∈ { 1，2，…，n} ，区间信度 m( Ai ) ( ai ≤
m( Ai ) ≤ bi ) 转化为确定的点信度 mFQ

( Ai ) 满足

ai ≤mFQ
( Ai ) ≤ bi ．

证 由命题 1 知，ai ∑
n

i = 1
ai ≤ mFQ

( Ai ) ≤

bi ∑
n

i = 1
bi ．又由区间信度 m的有效性知，∑

n

i = 1
ai≤1，

1≤∑
n

i = 1
bi ．因此，ai≤mFQ ( Ai ) ≤ bi ，即命题2得证．

2． 3 区间证据合成算法
区间证据理论中最关键的是多个区间信度结构

的合成．基于 C-OWHA算子的区间证据合成的思路
是:对于多个区间信度结构，利用区间信度的 C-
OWHA点化函数，将区间数转化为单点值，再结合
单点值的 Dempster 证据合成规则对多个证据进行
集结．具体过程如下:
假定对于 M 个备选方案 Xi ( i = 1，2，…，M) ，

方案评价的识别框架Θ = { A1，A2，…，AN} ，专家 j
给出的区间信任结构为 mj ( j = 1，2，…，L) ，其中区
间信度 mi

j ( Ak ) 表示专家 j对方案 Xi 评价为 Ak 的可

能性程度，则通过如下步骤将多个区间信度结构进

行合成和方案选取．
Step 1 将区间信度结构 mj ( j = 1，2，…，L) 进

行有效化和正规化处理;

Step 2 利用区间信度的 C-OWHA 点化函数，
根据不同决策者的类型将区间信度转化为点信度;

Step 3 将转化后的点信度采用 Dempster 证据
合成规则进行集结，从而得到多个证据源信息的综
合评价结果;

Step 4 结合综合评价结果比较备选方案，选
择出满意的方案．
显然，从上述的合成算法可以看出，基于 C-

OWHA算子的区间证据合成方法满足合成的结合
律和交换律，即 ( m1  m2 )  m3 = m1  ( m2 
m3 ) ，m1  m2 = m2  m1 ，这意味着该合成与信息

源的次序无关． 同时，基于 C-OWHA 算子的区间证
据合成方法在计算方面也比 Wang Yingming 等［12］
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提出的合成方法更为简单且操作方便．

3 应用举例

为说明本文方法的实用性，将该方法应用于综

合评价高等数学教育质量． 假定某学校对基于建模
思想的高等数学教学设计了 2 个方案，安排 3 个专
家对 2 个方案的预期教育质量分别进行评价，评价
结果的等级有 3 种: A1 ( 很好) 、A2 ( 比较好) 、A3 ( 不

太好) ，每个专家将方案 j( j = 1，2 ) 评价为 Ai ( i = 1，
2，3) 的可能性为一个区间数，根据专家们的评价结
果分析选择哪种方案更适合提升教学效果． 针对这
类问题，下面给出一个算例．
假设 2 个备选方案，评价识别框架 Θ = { A1，

A2，A3 } ，3 个专家提供的识别框架 Θ 下的区间信度
结构分别为
专家 1: m1

1 ( A1 ) = ［0. 2，0. 4］，m1
1 ( A2 ) =

［0. 3，0. 5］，m1
1 ( A3 ) =［0. 1，0. 3］，m

1
1 ( Θ) =［0. 1，

0. 2］，m2
1 ( A1 ) = ［0. 3，0. 5］，m2

1 ( A2 ) = ［0. 1，
0. 3］，m2

1 ( A3 ) =［0. 2，0. 3］，m
2
1 ( Θ) =［0. 1，0. 2］;

专家 2: m1
2 ( A1 ) = ［0. 3，0. 4］，m1

2 ( A2 ) =
［0. 1，0. 2］，m1

2 ( A3 ) =［0. 2，0. 3］，m
1
2 ( Θ) =［0. 2，

0. 4］，m2
2 ( A1 ) = ［0. 1，0. 2］，m2

2 ( A2 ) = ［0. 3，
0. 5］，m2

2 ( A3 ) =［0. 1，0. 4］，m
2
2 ( Θ) =［0. 1，0. 3］;

专家 3: m1
3 ( A1 ) = ［0. 2，0. 3］，m1

3 ( A2 ) =
［0. 3，0. 4］，m1

3 ( A3 ) =［0. 1，0. 3］，m
1
3 ( Θ) =［0. 2，

0. 3］，m2
3 ( A1 ) = ［0. 2，0. 4］，m2

3 ( A2 ) = ［0. 1，
0. 2］，m2

3 ( A3 ) =［0. 3，0. 4］，m
2
3 ( Θ) =［0. 2，0. 3］．

取 BUM函数 Q为 Q( x) = x，即考虑专家为中
性决策者，根据( 1) 式可以计算区间信度的点化值，
再利用 Dempster 合成规则对 3 个专家的区间信度
进行集结，即 m1 = m1

1FQm1
2FQm1

3FQ
，m2 = m2

1FQ
m2

2FQ  m2
3FQ
，则对 2 个方案合成后的结果分别为

方案 1: m1 ( A1 ) = 0. 39，m1 ( A2 ) = 0. 40，
m1 ( A3 ) = 0. 18，m1 (Θ ) = 0. 03 ;
方案 2: m2 ( A1 ) = 0. 36，m2 ( A2 ) = 0. 27，

m2 ( A3 ) = 0. 34，m2 (Θ ) = 0. 03 ．
若对评价等级分别记分为 4 ( 很好 ) 、3 ( 比较

好) 、2( 不太好) 、1 ( 不确定) ，则 2 个方案的综合得
分分别为

S1 = 4m1( A1) + 3m1( A2) + 2m1( A3) + m1(Θ ) =
4 ×0. 39 + 3 × 0. 40 + 2 × 0. 18 + 1 × 0. 03 = 3. 15，

S2 = 4m2( A1) + 3m2( A2) + 2m2( A3) + m2(Θ ) =
4 ×0. 36 + 3 × 0. 27 + 2 × 0. 34 + 1 × 0. 03 = 2. 96 ．
从而 S1 ＞ S2 ，即方案 1 的预期教学效果更优于方案
2 的预期教学效果．

由此得出方案 1 是更为满意的方案．
通过上述算例，可以看出本文的合成方法不仅

计算过程较为简便，而且利用 C-OWHA 算子将不确
定的区间信息转化为确定的单值信息，保留了区间
信度最主要的信息，再利用单值证据合成规则进行
集结，使得合成方法保证结合律成立，更符合常理．

4 总结

针对经典区间证据理论中合成规则存在计算复
杂、多源信息合成不满足结合律、合成结果仍为区间
信度等问题，提出了一种基于 C-OWHA 算子的区间
证据合成方法．在实际应用中，根据每个决策者给出
的区间信度结构，由决策者的不同类型选取合适的
BUM函数，再利用 C-OWHA 算子将区间信度转化
成点信度，最后采用 Dempster 合成规则对转化后的
点信度进行合成．该方法更符合实际情况，克服了经
典区间证据理论存在的一些问题，算例分析表明本
文方法简洁、合理、有效． 在质量评价、供应商选择、
投资组合等相关决策领域，本文提出的方法具有广
泛的应用价值．
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The Interval Evidence Theory and Its Application
Based on the C-OWHA Operator

GONG Yaling1，ZENG Guanghong2*

( 1． Journal Editorial Board，Nanchang Education College，Nanchang Jiangxi 330004，China;
2． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: For the deficiency of the classical combination approach for interval beliefs，such as being complex in
computation and not satisfying the associative law，a new belief combination approach based on the continuous or-
dered weighted harmonic averaging( C-OWHA) operator is given． Firstly，the point function of interval belief is con-
structed by the C-OWHA operator，which convert the interval mass function to point beliefs． Then the converted
point beliefs can be combined by Dempster rule． Lastly，a numerical example is given to illustrate the practicability
of the approach．
Key words: interval evidence; Dempster rule; C-OWHA operator; basic probability assignment
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