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摘要:利用富足半群理论对正规密码 rpp 半群的同余进行了研究．通过引入正规密码 rpp 半群的 L* -酉
同余聚的概念，给出了这类半群上的 L* -酉同余的结构．另外，也考虑了一些特殊 L* -酉同余．
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0 引言

令 S为半群．称 a∈S为完全正则的( completely
regular) ，如果存在幂等元 e使得( a，e) ∈H．称半群
S为完全正则半群( completely regular semigroup) ，如
果 S的所有元素都是完全正则的． 完全正则半群是
一类非常重要的半群，在半群理论研究中占有重要

地位．半群论学者尝试着推广完全正则半群，在这些
推广工作中最成功之一的是超富足半群，超富足半

群是富足半群理论的推广．
rpp半群是正则半群的推广，并且以富足半群

作为真子类．在 rpp半群理论中，定义类似于完全正
则半群的半群类是非常有意义的． 作为完全正则半
群在 rpp半群中一种推广形式，郭聿琦等［1］定义了
强 rpp半群，随后强 rpp半群受到了极大关注［2］．
强 rpp 半群的研究可以追溯到 20 世纪 70 年

代，J． B． Fountain定义并研究了 Clifford rpp 半群( C-
rpp semigroup) ． C-rpp 半群定义为具有中心幂等元
的强 rpp半群，等价地说，一个 C-rpp 半群恰为左消
幺半群的半格． C-rpp 半群是 Clifford 半群在 rpp 半
群理论中的推广，这类半群是一类重要 rpp 半群类，
也是构成强 rpp半群重要组件．

2010 年，郭小江等［3］定义并研究了超 rpp 半
群，这类半群可以表示为左消幺半群上 Ｒees矩阵半
群( 即完全 J( l) -单半群) 的半格，是强 rpp 半群的真
子类．与强 rpp半群相比，超 rpp 半群离完全正则半
群更“近”［4］．有许多学者从事超 rpp 半群的研究工

作，如: 1) 左 C-rpp 半群． 等价地说，左C-rpp半群为
幂等元组成左正则带的超 rpp半群［1，5-8］． 2) 右 C-rpp
半群．所谓右 C-rpp 半群是指幂等元组成右正则带
的超 rpp 半群［9-10］． 3 ) 伪 C-rpp 半群． 等价地说，伪
C-rpp 半群同构于左正规带与右 C-rpp 半群的织
积［11］． 4) 完备 rpp半群．所谓完备 rpp半群是指幂等
元集 E ( S ) 为正规带，且满足a，b∈S，( ab) ◇ =
a◇b◇的强 rpp 半群 S; 等价地，E( S) 为幂等元集构
成正规带的超 rpp 半群［12-13］． 5 ) 正则 OS-rpp 半群．
称幂等元集构成一个带的超 rpp 半群是 OS-rpp 半
群．如果幂等元带是正则的，则称 OS-rpp 半群为正
则 OS-rpp半群．正则 OS-rpp半群同构于左 C-rpp 半
群与右 C-rpp半群的织积［14］．

2013 年，郭小江等［15］定义密码 rpp 半群． 所谓

密码 rpp 半群是指关系 H
—

=Ｒ
—
∩L( l) 为同余的强

rpp半群． 2013 年，邱小伟［16］定义了正规密码 rpp 半
群．事实上，正规密码 rpp 半群恰为完全 J( l) -单半
群的强半格．本文主要研究正规密码 rpp 半群上的
同余．

1 预备知识

本文将采用文献［17］的术语和记号．令 S为半群．
作为通常 Green关系L和Ｒ 的推广，J． B． Fountain等
定义了关系L* 和Ｒ* ．下面的引理给出了L* 的一个

刻画，对偶地叙述可知，对Ｒ* 关系也成立．
引理 1［18］ 令 a，b∈S，则 aL* b当且仅当x，

y∈S1，ax = aybx = by．



众所周知，L* 为右同余，Ｒ* 为左同余． 一般
地，LL* ，ＲＲ* ． 对于正则元 a，b，aL ( Ｒ) b
当且仅当 aL* ( Ｒ* ) b． 特别地，对于正则半群 S，
LS =L

*
S ，ＲS =Ｒ

*
S ．

称半群 S为 rpp半群，如果a∈S，aS1 作为 S1-
系是投射的．等价地，S 为 rpp 半群当且仅当每一个
L* -类都含有幂等元． 对偶地，定义 lpp 半群． 称半
群 S为富足半群( abundant semigroup) ，如果 S 的每
一个 L* -类和每一个Ｒ* -类都含有幂等元．易知，S
为富足半群当且仅当 S既为 rpp半群又为 lpp半群．
为研究 rpp 半群，郭聿琦等“糅合”Green 关系

和 Green* -关系定义了Green( l) -关系，即L( l) =L*
S ，

Ｒ ( l) =Ｒ*
S ，H
( l) =L( l)∩Ｒ ( l) ，D( l) =L( l)∨Ｒ ( l) ．

引理 2［19］ D( l) =L( l) °Ｒ( l) ; D( l) -类最多有一
个正则 D-类．
作为完全正则半群在 rpp 半群中的推广，郭聿

琦等定义了强 rpp半群．准确地说，称 rpp 半群 S 为
强 rpp半群，如果a∈S，存在唯一幂等元 a◇使得
aL* a◇且 a◇a = a．
引理 3［3］ 令 S为强 rpp半群，则
( i) S的每一个正则元都是完全正则元;

( ii) 对于 a，b∈S，若 aD( l) b，则 aＲ
—
abL( l) b．

令 I，Λ 为非空集合，且 M 为左消幺半群． 令
P = ( pλj ) 为 Λ × I-矩阵，其元素均为 M 的单位元．在
集合 I ×M × Λ上，定义运算
( i，a，λ) ( j，b，μ) = ( i，apλj b，μ) ． ( 1)
关于运算( 1) ，I × M × Λ 构成强 rpp 半群，称为

M上关于夹心矩阵( sandwich matrix) P 的 Ｒees矩阵
半群，并记为M( M; I，Λ; P) ．称同构于某左消幺半
群上的 Ｒees矩阵半群的强 rpp 半群为完全 J( l) -单
半群［20-21］．

称强 rpp半群 S 为超 rpp 半群，如果关系 Ｒ
—

=
{ ( a，b) ∈S × S: a◇Ｒb◇ } 为左同余．郭小江等［19］指
出半群 S为完全 J( l) -单半群当且仅当它是 D( l) -单
的强 rpp半群，rpp半群为超 rpp 半群当且仅当它是
一些完全 J( l) -单半群的半格．

对于强 rpp 半群 S，定义 H
—

= L( l) ∩Ｒ
—
，等价

地，对于 a，b∈S，aH
—
b 当且仅当 a◇Hb◇ ． 由引理 3

知，对于正则元 a，b∈S，aH
—
b 当且仅当 aHb． 这一

性质将会多次用到． 称强 rpp 半群 S 为密码 rpp 半

群，如果H
—
为 S 上的同余． 郭小江等［15］指出密码

rpp半群一定是超 rpp半群．
引理 4［3，19］ 令 S =M( M; I，Λ; P) 为左消幺半

群 M上关于夹心矩阵 P的 Ｒees 矩阵半群，则
( i) ( i，a，!) 为幂等元当且仅当 a = p － 1

λi ;

( ii) S的所有正则元组成的集合 Ｒeg ( S) = { ( i，
a，λ) ∈S: a为 M的单位元} ，且构成 S的子半群;
( iii) ( i，a，λ) ◇ = ( i，p － 1

λi ，λ) ;

( iv) ( i，a，λ) H
—
( j，b，μ) 当且仅当 i = j，λ = μ．

引理 5 超 rpp半群满足正则性条件，即其正则
元集构成子半群． 从而超 rpp 半群的正则元构成完
全正则子半群．
证 令 S = ( Y; Sα ) 为超 rpp 半群． 为了证 S 满

足正则性条件，仅需证 S的幂等元乘积为正则元．设
e，f分别为 Sα 和 Sβ 的幂等元，则 ef∈Sαβ，进而( ef)

◇

为 Sαβ中的幂等元． 注意到 ef = ef· f，有 ( ef) ◇ =
( ef) ◇ f，且 f ( ef) ◇≤f，从而 f ( ef) ◇为 Sαβ的幂等元．
另一方面，易知，( ef) ◇e∈Sαβ，于是( ( ef)

◇e) ◇为 Sαβ

的幂等元． 而 ( ef) ◇e = ( ef) ◇e· e，有 ( ( ef) ◇e) ◇ =
( ( ef) ◇e) ◇ · e，进 而 e ( ( ef) ◇e) ◇ ≤ e，则
e ( ( ef) ◇e) ◇为 Sαβ的幂等元． 因此 ef = ( ef) ◇e·
f ( ef) ◇ = ( ef) ◇·e ( ( ef) ◇e) ◇·f ( ef) ◇，再据引理
4( ii) ，ef 为 Sαβ的正则元．故 S 的幂等元的乘积为正
则元．
注意到，完全 J( l) -单半群的正则元组成完全单

半群．易知，超 rpp 半群的正则元都是完全的，从而
超 rpp 半群的正则元构成完全正则子半群． 引理 5
得证．
令 Y为半格，S为半群，且 S = ( Y; Sα ) 为半群 S

的半格分解． 若α，β∈Y 且 α≥β，存在同态 φα，β :

Sα→Sβ满足

( i) φα，α为 Sα 上的恒等自同构;

( ii) α，β，γ∈Y且 α≥β≥γ有 φα，βφβ，γ = φα，γ，

则称 S 为半群 Sα ( α∈Y) 的强半格 ( strong semilat-
tice) ，记为 S =［Y; Sα，φα，β］．

称密码 rpp半群 S为正规的，如果 S /H
—
为正规

带．正规密码 rpp半群是一类比较“大”的半群类，如
完全 J( l) -单半群、Clifford rpp 半群、正规带、perfect
rpp半群等都是正规密码 rpp半群．
引理 6［16］ rpp 半群 S 为正规密码 rpp 半群当

且仅当它是一些完全 J( l) -单半群的强半格．

2 L* -酉同余

首先，回忆一些关于酉半群的概念． 酉半群
( unary semigroup) 定义为 3 元组 ( S，·，* ) ，其中
( S，·) 为半群，映射* : a a a* 为半群 S 上的 1 元算
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子( unary operation) ．令( S，·，* ) ，( T，·，* ) 为酉
半群，称半群 ( S，·) 到半群 ( T，·) 的同态 φ 为它
们间的酉同态( unary homomorphism) ，如果a∈S，
( aφ) * = a* φ．称酉半群( S，·) 上同余 ρ 为 S 上的
酉同余( unary congruence) ，如果a，b∈S，aρba*

ρb* ．称半群 ( S，·) 的子半群 T 为 S 的酉子半群
( unary subsemigroup) ，如果a∈T，a* ∈T．
令 ρ为酉半群( S，·，* ) 上的酉同余，定义* ':

aρ a a* ρ．易知，* '是 S /ρ上的 1 元算子．于是( S /ρ，
·，* ') 也是酉半群． 易知，由 ρ 诱导的同态是 S 到
S /ρ上的酉同态．
定义 1 称半群 S 上的同余 ρ 为 L* -同余，如

果 ρ保持 L* -类，即a，b∈S，若 aL* b，则 aρL*

bρ．类似地，可以定义Ｒ* -同余．
对于强 rpp 半群 ( S，°) ，可以定义映射◇: a a

a◇ ．显然，◇为 S上的 1 元算子．于是( S，°，◇) 构成
一个酉半群．因此强 rpp 半群总可以看成一个酉半
群．后文将强 rpp 半群看成以◇: a a a◇作为 1 元算
子的酉半群．本部分将给出正规密码 rpp 半群上的
L* -酉同余的构造．为方便计，叙述“令 S =［Y; Sα，

φα，β］为正规密码 rpp 半群”表示“半群 S 为正规密
码 rpp半群，并且 S为完全J( l) -单半群 Sα ( α∈Y) 的
强半格”．
下面给出 L* -酉同余的一些性质．
引理 7 ( i) 若 ρ 为强 rpp 半群 S 上的 L* -同

余，则 ρ是幂等元提升的，即 E( S /ρ) = E( S) ρ;
( ii) 若 ρ为密码 rpp半群 S上的L* -酉同余，则

S /ρ为强 rpp半群，且a∈S，( aρ) ◇ = a◇ρ．
证 ( i) 令 aρ 为幂等元． 由于 ρ 为 L* -同余，

aρL* a◇ρ，于是 a◇ρ = ( a◇ρ) ( aρ) = ( a◇a) ρ = aρ．
( ii) 因为 ρ为L* -同余，所以 S /ρ为 rpp半群，且

aρL* a◇ρ．若有幂等元 bρ，使得 bρL* aρ，bρ·aρ = aρ，

则由( i) 知，存在幂等元 f∈S，使得 fρ = bρ． 而 H
—
为

S 上的同余，于是( af) ◇H
—
afH
—
a◇ f．注意到 S 满足正

则性条件，则 ( af) ◇Ha◇f，进而 ( af) ◇ρH ( a◇f ) ρ =

a◇ρ，从而( af) ◇ρ = a◇ρ．另一方面，再据 H
—
为 S 上

的同余，f ( af) ◇H
—
fafρaf，但 f ( af) ◇为正则元，于是

f( af) ◇H ( faf) ◇，而任意同态保持 Green关系，从而
f ( af) ◇ρH ( faf) ◇ρ = ( af) ◇ρ，进而 ( f ( af) ◇ ) ρ =
( af) ◇ρ，因此

f ( af) ◇ρH ( faf) ◇ρ = ( af) ◇ρ．
故 S /ρ为强 rpp半群，且( aρ) ◇ = a◇ρ．
命题 1 令 S为完全 J( l) -单半群． 若 ρ 为 S 上

的 L* -酉同余，则 S /ρ为完全 J( l) -单半群．
证 注意到，完全 J( l) -单半群是正规密码 rpp

半群，再据引理 2，S /ρ 为强 rpp 半群． 现仅需证 S /ρ
为 D( l) -单的，即证明 S /ρ 的任意 2 个幂等元 aρ，bρ
都具有 D 关系． 由引理 2 知，存在幂等元 e，f∈
E( S) ，使得 eρ = aρ，fρ = bρ． 但 Ｒeg ( S ) 为完全单半
群，于是有幂等元 g ∈ S，使得 eLgＲf，进而
eρLgρＲfρ，即 eρDfρ．故 S /ρ为完全 J( l) -单半群．
下面给出正规密码 rpp半群上的 L* -酉同余的

构造．为此，先定义 L* -酉同余聚．
定义 2 令 S =［Y; Sα，φα，β］，ξ为半格 Y上的同

余，Sα 为酉半群，且对于 α∈Y，ηα 为半群 Sα 上的

L* -酉同余( 显然，S为酉半群，其 1 元算子在 Sα 上

的限制恰为 Sα 的 1 元算子) ． 称同余组( ξ; ηα ) 为 S
上的 L* -酉同余聚，如果对于 a，b∈Sα，c∈Sβ，且

α≥β，满足
( i) 若 aηαb，则 aφα，βηβbφα，β ;

( ii) 若 aφα，βηβbφα，β，则 aηαb．
给定 L* -酉同余聚( ξ; ηα ) ，规定: 对于 a∈Sα，

b∈Sβ，aρ( ξ; ηα) bαξβ，aφα，αβηαβbφβ，αβ ．显然，ρ( ξ; ηα) 为
S上的等价关系．
定理 1 令 S =［Y; Sα，φα，β］为正规密码 rpp 半

群．若( ξ; ηα ) 为 S上的 L* -酉同余聚，则 ρ( ξ; ηα) 为 S

上的 L* -酉同余． 反之，对于 S 上的任一 L* -酉同
余 ρ，规定

αξβ( a∈Sα，b∈Sβ，u，v∈Sαβ ) aρu，vρb．
且对于 α∈Y，ηα = ρ Sα

，则( ξ; ηα ) 为 S 上的 L* -酉
同余聚，ρ = ρ( ξ; ηα) ，且( ξ; ηα ) 为 S上的满足ρ = ρ( ξ; ηα)
的唯一 L* -酉同余聚．
证 ( i) 设( ξ; ηα ) 为 S 上的 L* -酉同余聚． 令

a∈Sα，b∈Sβ，c∈Sγ，若 aρ( ξ; ηα) b，则 αξβ，aφα，αβηαβ·
bφβ，αβ，进而

aφα，αβγ = ( aφα，αβ ) φαβ，αβγηαβγ ( bφβ，αβ ) φαβ，αβγ = bφβ，αβγ，

于是 αγξβγ，且
( ac) φαγ，αβγ = ( aφα，αγ·cφγ，αγ ) φαγ，αβγ = aφα，αβγ·

cφγ，αβγηαβγbφβ，αβγ·cφγ，αβγ = ( bc) φβγ，αβγ，

从而 acρ( ξ; ηα) bc．类似地，有 caρ( ξ; ηα) cb．因此 ρ( ξ; ηα)为
S上的同余．
接下来证明 ρ = ρ( ξ; ηα) 保持 L

* -类． 为此，仅需
证明 aρL* a◇ρ． 显然，aρ = aρ·a◇ρ． 令 a∈Sα，x∈
S1
β，y∈S1

γ，且 axρay，则 αγξβγ，( ax) φαβ，αβγηαβγ ( ay) ·
φαγ，αβγ，进而

aφα，αβγ·xφβ，αβγ = ( ax) φαβ，αβγ ηαβγ ( ay) φαγ，αβγ =
aφα，αβγ·yφγ，αβγ ． ( 2)
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另一方面，aφα，αβγ = aφα，αβγ·a◇φα，αβγ，但 Sαβγ为

完全J( l) -单半群，再据引理 2( ii) ，则在半群 Sαβγ上，

aφα，αβγ L
* a◇φα，αβγ，而 ηαβγ 为 L

* -酉同余，于是
( aφα，αβγ ) ηαβγL

* ( a◇φα，αβγ ) ηαβγ，又由( 2) 式得
( a◇x) φαβ，αβγ = ( a

◇φα，αβγ ) ·xφβ，αβγηαβγ ( a
◇φα，αβγ )

◇·
yφγ，αβγ = ( a

◇y) φαγ，αβγ ．
从而 a◇xρa◇y．因此 aρL* a◇ρ． 故 ρ 为 S 上的 L* -
同余．
现设有幂等元 dρ，使得 dρL* a◇ρ 且 dρ·aρ =

aρ，由引理 2 知，存在幂等元 e∈Sπ，使得 eρ = dρ．而
eρL* a◇ρ，于是 a◇ρ = a◇·eρ，eρ = eρ·a◇ρ，从而
αξαπξπ．x，y∈S1

απ，若有 aφα，απ·xηαπ aφα，απ·y，
则( aφα，απ·x) ρ = ( aφα，απ·y) ρ，即( ax) ρ = ( ay) ρ，
而 aρL* eρ，于是 ( ex ) ρ = ( ey ) ρ，进而 exηαπ ey，即
eφπ，απ· xηαπ eφπ，απ· y． 另一方面，aρ· eρ = aρ
aeηαπ aφα，απ，进而 aφα，απ · eφπ，απ ηαπ aφα，απ ． 因此
aφα，απηαπL

* eφπ，απηαπ ．同理，aφα，απηαπL
* a◇φα，απ·

ηαπ ． 由引理 2 知，Sαπ /ηαπ 为强 rpp 半群，从而
a◇φα，απηαπ = eφπ，απηαπ，再结合 αξπ可得 a◇ρe．因此
( aρ) ◇ = a◇ρ．故 ρ为 S上的酉同余．
( ii) 反之，设 ρ为 S上的 L* -酉同余．首先证明

ξ 为 Y 上的同余． 显然，ξ 是自反的和对称的． 令
αξβ，βξγ，则a∈Sα，u，v∈Sαβ，b，c∈Sβ，w，z∈Sβγ，

d∈Sγ，使得 aρu，vρb，cρw，zρd．
可以断言:

a∈Sα，b∈Sβ，α≥β，aρbaρaφα，β ． ( 3)
假设断言 ( 3 ) 的条件满足，则 a = a◇aρa◇b =

a◇φα，β·bρa◇φα，β·a = aφα，β ．从而证明了( 3)式成立．
进一步，断言:

a∈Sα，α≥β≥γ，aρaφα，γaρaφα，β ． ( 4)
事实上，

aφα，β = ( aφα，β )
◇·aφα，β = ( aφα，β )

◇aρ ( aφα，β )
◇·

aφα，γ = ( aφα，β )
◇φβ，γ·aφα，βφβ，γ =［( aφα，β )

◇·
aφα，β］φβ，γ = aφα，βφβ，γ = aφα，γρa．
断言( 4) 得证．
注意到 ρ 为 S 上的 L* -酉同余． 则有 a◇ρu◇，

v◇ρb◇，c◇ρw◇，z◇ρd◇ ．而 Ｒeg ( Sα ) 为完全单半群，于

是x，y∈Sαβ，s，t∈Sβ，p，q∈Sβγ，使得 v◇ = xu◇y，
c◇ = sb◇ t，z◇ = pw◇q．再由假设得
( psx) a◇ ( ytq) ρps( xu◇y) tq = ( ps) v◇ ( tq) ρp·
( sb◇ t) q = pc◇qρpw◇q = z◇ρd◇，

其中( psx) a◇ ( ytq) ∈Sαβγ ． 由( 3 ) 式得 d◇ρd◇φγ，αβγ，

又由 ( 4 ) 式得 d◇ρd◇φγ，αγ ． 类似地，a
◇ρa◇φα，αγ ． 因

此，a◇ρa◇φα，αγ，d
◇φγ，αγρd

◇，即 αξγ．故 ξ是传递的．

由 aρu，vρb可得 acρuc，vcρbc，其中 ac∈Sαγ，uc，
vc∈Sβγ，于是 αγξβγ，从而 ξ为 Y上的同余．
假设 a，b∈Sα，α≥β，aηαb，则
aφα，β = ( aφα，β)

◇·aφα，β = ( aφα，β)
◇aρ ( aφα，β)

◇b =
( aφα，β )

◇·bφα，β，

bφα，β =bφα，β·( bφα，β)
◇ = b ( bφα，β)

◇ρa·( bφα，β)
◇ =

aφα，β·( bφα，β )
◇，

进而

aφα，β ρ ( aφα，β )
◇· bφα，β = ( aφα，β )

◇· bφα，β·
( bφα，β )

◇ρ ( aφα，β )
◇·aφα，β·( bφα，β )

◇ ．
类似地，bφα，β ρ ( aφα，β )

◇·aφα，β·( bφα，β )
◇ ． 因

此 aφα，βρbφα，β，进而 aφα，β ηβbφα，β ． 故定义 2 中条件
( i) 成立．
为证定义 2 的条件( ii) ，令 a，b∈Sα，α≥β，αξβ，

且 aφα，βηβbφα，β，由 ξ的定义知，c∈Sα，d∈Sβ，使得

cρd，从而 c◇ρd◇ ．记 I = { x∈Ｒeg ( Sα ) :y∈Ｒeg ( Sβ )

使得 xρy} ．由于 c◇∈I，I≠，进而 I为 Ｒeg ( Sα ) 的理

想．但 Ｒeg ( Sα ) 是完全单子半群，于是 I = Ｒeg ( Sα ) ．
这意味着，x∈Ｒeg ( Sα ) ，y∈Ｒeg ( Sβ ) 使得 xρy，因
此 xρxφα，β ．特别地，a

◇ρa◇φα，β，b
◇ρb◇φα，β ． 从而 a =

aa◇ρa· a◇φα，β = aφα，β· a◇φα，β = aφα，β ; 类似地，

bρbφα，β ．从而 aρb，进而 aηαb．故定义 2 的条件( ii) 成
立．因此，( ξ; ηα ) 为 S上的 L* -酉同余聚．
下证 ρ = ρ( ξ; ηα) ．若 aρb，则 αξβ，进而 αξαβξβ，于

是 aφα，αβ ρaρbρbφβ，αβ，从而 aρ( ξ; ηα) b．反之，设 aρ( ξ; ηα) b，
由于 αξβ，aφα，αβηαβbφβ，αβ，a'∈Sα，u，v∈Sαβ，b'∈Sβ

使得 a'ρu，vρb'．而( 4) 式蕴含着 aρaφα，αβ且 bρbφβ，αβ，

于是 aρaφα，αβρbφβ，αβρb，从而 aρb．
又( ξ; ηα ) 的唯一性显然成立．定理 1 证毕．
引理 8 令 S =［Y; Sα，φα，β］为正规密码 rpp 半

群，且( ξ; ηα ) 为 S上的 L* -酉同余聚，记 ρ = ρ( ξ; ηα) ，
则 S /ρ =［Y /ξ; SA，ψA，B］，其中 A∈Y /ξ，TA =［A; Sα，

φα，β］，ρA = ρ TA，SA = TA /ρA 且 ψA，B : SA→SB，aρA a
( aφα，β ) ρB ．
证 由于 A∈Y /ξ，A为 Y 的子半格．易知，TA =

［A; Sα，φα，β］为正规密码 rpp 半群． 由引理 7 得，SA

为完全 J( l) -单半群．
令 A，B∈Y /ξ，且 A≥B．对于 α，β∈A，则有 αβ∈

B，α≥αβ，因此α∈A，β∈B 使得 α≥β． 为证
ψA，B为映射，令 a，b∈TA 且 aρAb． 进一步地，设 a∈
Sα，b∈Sβ，取 γ，δ∈Y使得 α≥γ，β≥δ，则 αβ≥γδ，于
是( aφα，γ ) φγ，γδ = aφα，γδ ηγδbφβ，γδ = ( bφβ，δ ) φδ，γδ ． 对于
a∈Sα，b∈Sβ，aρAbα，β∈A，aρbα，β∈A，( aφα，γ ) φγ，

γδηαβ ( bφβ，δ ) φδ，γδ ． 从而 ψA，B为映射． 类似地可证，
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( Y /ξ; SA，ψA，B ) 满足半群强半格的条件，故 S' =［Y /
ξ; SA，ψA，B］有定义．可以验证，由 ρ诱导的同态是 S /
ρ到 S'上的同构．
定理 2 令 S为正规密码 rpp半群，若 ρ为 S上

的 L* -酉同余，则 S /ρ为正规密码 rpp半群．
证 基于引理 8，定理 2 显然成立．
正规密码 rpp 半群是正规密码群( normal cryp-

togroup) 在 rpp 半群中的推广． 事实上，正规密码群
上的任一同余都是 L* -酉同余． 因此，定理 1 和定
理 2 推广了正规密码群的相关结果［22］．

3 特殊 L* -酉同余

本部分考虑具有某些特性的 L* -酉同余．
命题 2 令 S =［Y; Sα，φα，β］为正规密码 rpp 半

群，对于 a∈Sα，b∈Sβ，若

aρbγ≤αβ，使得 aφα，γ = bφβ，γ，

则 ρ为 S上的最小完全 J( l) -单半群 L* -酉同余．
证 显然，ρ 为满足自反性和对称性的等价关

系．令 a∈Sα，b∈Sβ，c∈Sγ，若 aρb，bρc，则δ，π∈Y
使得 αβ≥δ，βγ≥π，aφα，δ = bφβ，δ，bφβ，π = cφγ，π，从而

aφα，δπ = ( aφα，δ ) φδ，δπ = ( bφβ，δ ) φδ，δπ = bφβ，δπ =
( bφβ，π ) φπ，δπ = ( cφγ，π ) φπ，δπ = cφγ，δπ，

于是 ρ满足传递性．
现令 aρb，则δ∈ Y 使得 αβ≥ δ 且 aφα，δ =

bφβ，δ，于是

( ca) φαγ，δγ =［( cφγ，αγ)·( aφα，αγ) ］φαγ，δγ = ( cφγ，δγ)·
( aφα，δγ ) = ( cφγ，δγ ) ·( aφα，δ ) φδ，δγ = ( cφγ，δγ ) ·
( bφβ，δ ) φδ，δγ = cφγ，δγ·bφβ，δγ = ( cb) φβγ，δγ，

从而 caρcb．类似地可证，acρbc．故 ρ为 S上的同余．
令 x∈S1

β，y∈S1γ，若( ax) ρ = ( ay) ρ，则δ∈γ使得
αβ≥ δ，αγ≥ δ 且 ( ax ) φαβ，δ = ( ay ) φαγ，δ，因此，a·
( xφαβ，δ ) = ( aφα，δ )·( xφγ，δ ) = ( ax) φαβ，δ = ( ay) φαγ，δ =
a·( yφαγ，δ ) ，于是

( a◇x) φαβ，δ = a
◇ ( xφαβ，δ ) = a

◇ ( yφαγ，δ ) = ( a
◇y) φαγ，δ，

从而 a◇xρa◇y． 但 aa◇ = a，则 aρ·a◇ρ = aρ． 因此
aρL* a◇ρ，故 ρ为 S上的 L* -同余．
现令 a∈ Sα，b∈ Sβ 且 aρb，则γ≤αβ，使得

aφα，γ = bφβ，γ ．设 Sγ =M( M; I，J; P) ，a
◇φα，γ = ( i，x，

j) ，b◇φβ，γ = ( u，y，v) ，而
( i，－，－ ) = ( i，x，j) ·aφα，γ = ( a

◇a) φα，γ = aφα，γ =
bφβ，γ = ( bb

◇ ) φβ，γ = ( u，y，v) ·bφβ，γ = ( u，－，－ ) ，
于是 i = u．类似地可证，j = v．但 aφ

α，γ，b
φ
β，γ为幂等元，

从而 a◇φα，γ = ( i，p
－ 1
ji ，j) = ( u，p

－ 1
vu ，v) = b◇φβ，γ ．因此

a◇ρb◇，故 ρ为 S的酉同余．
由定理 1 知，存在 L* -酉同余聚 ( ξ; ηα ) 使得

ρ = ρ( ξ; ηα) ．令 a∈Sα，b∈Sβ ．显然，
aφα，αβ = ( aφα，αβ)·( aφα，αβ)

◇ = ( a·( aφα，αβ)
◇) φα，α，

于是 aρa· ( aφα，αβ )
◇ ． 类似地，bρb· ( bφβ，αβ )

◇ ． 而
a·( aφα，αβ )

◇，b·( bφβ，αβ )
◇∈Sαβ，因此 αξβ． 故 S /ρ

为完全 L* -单半群同余．
最后，设 τ为 S上的完全 J( l) -单半群 L* -酉同

余．由定理 1 知，存在L* -酉同余聚( π; ζα ) 使得 τ =
ρ( π; ζα) ．于是 | Y /π | = 1，即 π = Y × Y． 令 a∈Sα，b∈
Sβ，若 aρb，则δ使得 αβ≥δ且 aφα，δ = bφβ，δ ．注意到
ζδ 为 Sδ 上的同余，于是 aφα，δ ζδbφβ，δ，从而 aρ( π; ζα) ·
aφα，δ = bφβ，δρ( π; ζα) b，进而 ρρ( π; ζα) = τ．故 ρ为 S 上
的最小完全 J( l) -单半群 L* -酉同余．
注 1 由引理 8 的证明知，对于正规密码 rpp半

群 S上的 L* -酉同余聚( ξ; ηα ) ，ρ( ξ; ηα) 为 S 上的完
全 J( l) -单半群 L* -酉同余当且仅当 ξ 为 Y 上的泛
关系．因此，S 上的 L* -酉同余为完全 J( l) -单半群
同余当且仅当它包含了最小完全 J( l) -单半群 L* -
酉同余．
命题 3 令 S =［Y; Sα，φα，β］为正规密码 rpp 半

群．对于 a∈Sα，b∈Sβ，若

aλbγ≤αβ，使得 a◇φα，γ = b◇φβ，γ，

则 λ为 S上的最小矩形带 L* -酉同余．
证 显然，λ 为满足自反性和对称性的等价关

系．令 a∈Sα，b∈Sβ，c∈Sγ，若 aλb，bλc，则δ，π∈
Y使得 αβ≥δ，βγ≥π 且 a◇φα，δ = b◇φβ，δ，b

◇φβ，π =
c◇φγ，π，从而

a◇φα，δπ = ( a◇φα，δ ) φδ，δπ = ( b◇φβ，δ ) φδ，δπ =
b◇φβ，δπ = ( b◇φβ，π) φπ，δπ = ( c◇φγ，π) φπ，δπ = c◇φγ，δπ，

于是 λ满足传递性．
现令 aρb，则δ∈Y 使得 αβ≥ δ 且 a◇φα，δ =

b◇φβ，δ ．而 S为正规密码 rpp半群，于是H
—
为 S上的

同余，从而 ( ca) ◇ = ( c◇a◇ ) ◇，( cb) ◇ = ( c◇b◇ ) ◇ ．
又 S 满足正则性条件，所以 c◇a◇H ( c◇a◇ ) ◇，
( c◇b◇ ) ◇Hc◇b◇，因此
( c◇a◇) ◇φαγ，γδH( c

◇a◇) φαγ，γδ = c
◇φγ，γδ·a◇φα，γδ =

c◇·( a◇φα，δ ) φδ，γδ = c
◇φγ，γδ·( b

◇φβ，δ ) φδ，γδ =
c◇φγ，γδ·b◇φβ，γδ = ( c

◇b◇) φβγ，γδH ( c
◇b◇) ◇φβγ，γδ，

进而( ca) ◇φαγ，γδ = ( c
◇a◇) ◇φαγ，γδ = ( c

◇b◇) ◇φβγ，γδ =
( cb) ◇φβγ，γδ ．故 cbλca．类似地可证，bcλac．因此，λ 为 S
上的同余．
令 x∈ S1

β，y∈ S1
γ ． 若 axλay，则δ∈ γ 使得
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αβγ≥δ且( ax) ◇φαβ，δ = ( ay)
◇φβγ，δ ．而 S 为正规密码

rpp半群，则 ( ax) ◇ = ( a◇x) ◇，( ay) ◇ = ( a◇y) ◇，于
是( a◇x) ◇φαβ，δ = ( a◇y) ◇φβγ，δ ． 所以，( a

◇x) λ ( a◇·
y) ．但 aa◇ = a，显然( aa◇) λa．因此( aλ) L* ( a◇·λ) ．
故 λ为 S上的 L* -同余．
现令 a∈Sα，b∈Sβ 且 aλb，则π≤αβ，使得

a◇φα，π = b◇φβ，π，而( a
◇ ) ◇ = a◇，( b◇ ) ◇ = b◇，于是

( a◇ ) ◇φα，π = ( b◇ ) ◇φβ，π，从而 a◇λb◇，因此 λ 为 S
上的酉同余．
注意到( a◇ ) ◇ = a◇，于是 aλa◇，从而 λ 为 S 上

的带同余． 由定理 1 知，存在 L* -酉同余聚( ξ; ηα )

使得 λ = ρ( ξ; ηα) ． 为证 λ 为矩形带同余，仅需证明 ξ
为 Y 上的泛关系． 令 a∈ Sα，b∈ Sβ，则 a◇φα，αβ =
( a◇φα，αβ ) φαβ，αβ，b

◇φβ，αβ = ( b◇φβ，αβ ) φαβ，αβ ． 又 ( a
◇，

a◇φα，αβ) ，( b
◇，b◇φβ，αβ ) ∈λ，于是 αξβ． 故 ξ 为 Y 上

的泛关系，从而 λ为 S上的矩形带同余．
关于 λ的最小性，类似于命题 2 中 ρ 的最小性

证明．命题 3 得证．
命题 4 令 S =［Y; Sα，φα，β］为正规密码 rpp 半

群．若 ρ为 S上的L* -酉同余，则 ρ 为 S上的正规带

同余当且仅当H
—
ρ．

证 令 ρ为 S上的正规带同余，则 S /ρ为带，于
是a∈S，aρ 为幂等元，由引理 7 知，aρ = a◇ρ． 若

b∈S 且 aH
—
b，则 a◇H

—
b◇，进 而 a◇Hb◇，于 是

a◇ρHb◇ρ，从而 a◇ρ = b◇ρ，故 aρ = bρ．因此H
—
ρ．

反之，若H
—
ρ，则 S /ρ 同构于 S /H

—
关于 ρ /H

—

的商半群，而 S /H
—
为正规带，从而 S /ρ为正规带，故

ρ为 S上的正规带同余．

推论 1 H
—
为正规密码 rpp半群上的最小正规

带 L* -酉同余．
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The Congruences on Normal Cryptic rpp Semigroups

GUO Junying1，GUO Xiaojiang2* ，YE Huoping2

( 1． College of Science and Technology，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330027，China;
2． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The congruences on normal cryptic rpp semigroups is studied by the abundant semigroup theory． The con-
struction of L* -unary congruences on normal cryptic rpp semigroups is established by introducing the concept of
L* -unary congruence aggregate． In addition，some special cases are considered．
Key words: rpp semigroup; super rpp semigroup; cryptic rpp semigroup; unary congruence
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The Enhanced Tabu Search Algorithm for Solving Low-Carbon Vehicle
Ｒouting Problem with Two-Dimensional Box Constraints

WANG Yongsheng，WAN Long* ，LI Shengsheng
( 1． School of Information Management，Jiangxi University of Finance and Economics，Nanchang Jiangxi 330013，China)

Abstract: Two NP hard problems of two-dimensional packing and vehicle path are considered，and Carbon emissions
are taken as the objective function，which studies the vehicle routing problem ( 2L-CVＲP ) with two-dimensional
packing constraints in low-carbon environment． The main idea is to take the tabu search algorithm( Tabu Search TS)
as the main frame for this problem and use four heuristic boxing strategy to generate the initial solution based on the
greedy idea，by improving the encoding and decoding methods and using the dynamic growth of the tabu length of
the TS algorithm to enhance this algorithm． The results show that the enhanced tabu search algorithm has some ad-
vantages for solving this kinds of problems．
Key words: the vehicle routing problem in low carbon; enhanced tabu search algorithm; greedy algorithm; two-di-
mensional packing constraint
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