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摘要:设 p，q为奇素数，且 p ＞ q，而 G是 p3q3阶群．当 G的 Sylow q-子群是初等因子为( q2，q) 的交换群时，
利用有限群的局部分析方法，对群 G进行了完全分类并获得了其全部构造．
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0 引言

有限群的同构分类，一直是人们关心的问题．设
p，q是不同的素数，文献［1-2］分别确定了 p3 q 阶群
和 p3q2阶群的构造．设 p 是奇素数，文献［3-5］确定
了 23p2阶群的构造，文献［6］确定了所有 23p3阶群的
构造( p≠3，7) ．文献［7］确定了所有 2373阶群的构

造，但有几处错误;文献［8］确定了所有 2333阶群的

构造，并更正了文献［7］中的错误． 文献［9］分析了
无 3 次因子阶群的结构信息并给出了在同构意义上
构造这类群的一个算法，文献［10］对无 3 次因子阶
群的结构信息给出了更细致准确地描述和刻画． 进
一步地，文献［11］对无 4 次因子阶群的结构信息给
出了描述和刻画． 文献［12］讨论了一类满足 LA
( 2) -猜想的特殊 p-群的性质． 当 p，q 都是奇素数且
p ＞ q时，对于任意正整数 n，文献［13］确定了 Sylow
p-子群为循环群的 pn q3阶群的构造，文献［14］确定
了 Sylow q-子群为循环群的 p3 qn阶群的构造，文献
［15］对 Sylow q-子群是初等因子为( q2，q) 的交换 q-
群而 Sylow p-子群是初等交换 p-群的 p3 q3阶群进行
了完全分类． 本文的任务是继续文献［15］的工作，
对 Sylow q-子群是初等因子为( q2，q) 的交换 q-群的
p3q3阶群进行完全分类并确定它们的全部构造．

1 主要结果

定理 1 设 p，q 为不同的奇素数且 p ＞ q，G 是
p3q3阶群，其 Sylow q-子群是有初等因子( q2，q) 的交

换 q-群，当 q≥3 时，
( i) 若( q，( p3 － 1 ) ( p + 1 ) ) = 1，则 G 恰有 5 个

不同构的类型;

( ii) 若( q2，p + 1 ) = q ( 这时必有 ( q，p3 － 1 ) =
1) ，则 G恰有 9 个不同构的类型;
( iii) 若( q2，p + 1 ) = q2，则 G 恰有 11 个不同构

的类型;

( iv) 若( q2，p2 + p + 1) = q 且 q≡1 ( mod 3 ) ，则
G恰有 7 个不同构的类型;
( v) 若( q2，p2 + p + 1) = q2且 q≡1( mod 3) ，则 G

恰有 8 个不同构的类型;
( vi) 若( q2，p － 1) = q，则( a) 当 q = 3 时，G 共有

53 个不同构的类型; ( b) 当 q≡1( mod 3) 时，G共有
( q － 1) 2 ( 3q + 2) /6 + 9q + 20 个不同构的类型; ( c)
当 q≡ － 1( mod 3) 时，G 共有 q( q + 1) ( 3q － 1) /6 －
q2 + 9q + 19 个不同构的类型;
( vi) 若( q2，p － 1 ) = q2，则( a) 当 q = 3 时，G 共

有 129 个不同构的类型; ( b) 当 q≡1 ( mod 3 ) 时，G
共有( 2q + 1) ( q － 1) /6 + 2q3 + q2 + 13q + 26 个不同
构的类型; ( c) 当 q≡ －1( mod 3) 时，G共有( q +1) ·
( 2q + 3) /6 + 2q3 + q2 + 12q + 24 个不同构的类型．

2 定理 1 的证明

为了给出定理 1 的证明，文中用 g 表示元素 g
的阶，对于 2 个群 A 与 B，用 A ∶ B 表示 A 与 B 的半
直积．并总设 G是 p3q3阶群，且 G 的 Sylow q-子群是
初等因子为( q2，q) 的交换 q-群 Q =〈x〉×〈y〉，其中
x = q2， y = q．而 G的 Sylow p-子群 P有 5 种不



同构类型: P1 =〈a〉，其中 a = p3 ; P2 =〈a〉×〈b〉，

其中 a = p2， b = p; P3 =〈a〉×〈b〉×〈c〉，其中
a = b = c = p; P4 =〈a〉∶ 〈b〉，其中 a =

p2， b = p，ab = ap + 1 ; P5 =〈a〉×〈c〉∶ 〈b〉，其中
a = b = c = p，ab = ac，cb = c．由于定理的证
明较长，分为几个引理来叙述，且下文中Zn，Z

*
n 分

别表示模 n的完全剩余系与简化剩余系，未说明的
符号参见文献［16］．
引理 1 G的 Sylow p-子群必是 G的正规子群．
证 不难看出，Q 中恰有( q2 － q) q 个阶为 q2的

元和 q2 －1个阶为 q的元，而每个 q2阶循环子群中恰
有 q －1个阶为 q的元，从而 Q的自同构群 Aut( Q) 的
阶是( q2 － q) q( ( q2 －1) － ( q －1) ) = q3 ( q － 1) 2 ．若 G
的 Sylow q-子群 Q是正规子群，则 G的 Sylow p-子群
P在 Q上的作用是平凡的，从而 PG．若 Q不正规，
则当 1 ＜ Oq ( G) ＜ Q时，由 Sylow 定理知 G /Oq ( G) 的
Sylow p-子群 POq ( G ) /Oq ( G ) 是正规的，从而
POq ( G) G．但 p ＞ q，所以 P char POq ( G) ，因此仍
有 PG．若 Oq ( G) =1，则由 G的可解性得 Op ( G) ＞1．
这时，若 P 不正规，则 G/Op ( G) 的 Sylow p-子群 P/
Op ( G)也不正规．由 Sylow定理可知，G/Op ( G) 的 Sylow
p-子群有 q3个，从而 P/Op ( G)是自正规的交换 p-群，又
由 Burnside定理知，G/Op ( G)的 Sylow q-子群QOp ( G) /
Op( G)是正规的．又 QOp ( G) /Op ( G) Q，而 p不整除
Aut( Q) 的阶，所以 P /Op ( G) 平凡作用在 Q上，这说明
P /Op ( G) G /Op ( G) ，从而 PG，矛盾．引理 1得证．
引理 2 设 G是 Sylow q-子群为交换 q-群 Q 而

Sylow p-子群为循环 p-群 P1的 p3q3阶群，σ是模 p3的

一个原根，r = σp2( p － 1) / q2，s = σp2( p － 1) / q，则

( i) 当( q，p － 1) = 1 时，G 恰有 1 个不同构的类
型 G = P1 × Q;
( ii) 当( q2，p － 1) = q时，G除了 P1 × Q外，还有

下列 2 个构造:
G =( 〈a〉∶ 〈x〉) ×〈y〉，ax = as，

G =( 〈a〉∶ 〈y〉) ×〈x〉，ay = as ;

( iii) 当( q2，p － 1) = q2时，G 除了( ii) 中的 3 个
构造外，还有下列 1 种构造:

G =( 〈a〉∶〈x〉) ×〈y〉，ax = ar ．
证 由文献［13］中的引理 2 即得．
引理 3 设 p3 q3阶群 G 的 Sylow p-子群是交换

p-群 P2而 Sylow q-子群为交换 q-群 Q，σ是模 p2与 p

的一个公共原根，r = σp( p － 1) / q2，s = σp( p － 1) / q，则

( i) 当( q2，p － 1 ) = 1 时，G 恰有 1 种不同构的

类型 G = P2 × Q;
( ii) 当( q2，p － 1) = q时，G除了 P2 × Q外，还有

下列不同构的类型:

G =( 〈b〉∶ 〈y〉) ×〈a〉×〈x〉，by = bs， ( 1)
G =( 〈b〉∶ 〈x〉) ×〈a〉×〈y〉，bx = bs， ( 2)
G =( 〈a〉∶ 〈y〉) ×〈b〉×〈x〉，ay = as， ( 3)
G =( 〈a〉∶ 〈x〉) ×〈b〉×〈y〉，ax = as， ( 4)

G =( 〈a〉∶ 〈x〉) ×( 〈b〉∶ 〈y〉) ，ax = as，by = bs，( 5)
G =( 〈a〉∶ 〈y〉) ×( 〈b〉∶ 〈x〉) ，ay = as，bx = bs，( 6)

G( i) =( 〈a〉×〈b〉) ∶ ( 〈x〉×〈y〉) ，ax =
a，ay = as，bx = bs，by = bsi，i∈Z*

q ， ( 7)
G( i) =( ( 〈a〉×〈b〉) ∶ 〈x〉) ×〈y〉，ax =
as，bx = bsi，i∈Z*

q ， ( 8)
G( i) =( ( 〈a〉×〈b〉) ∶ 〈y〉) ×〈x〉，ay =
as，by = bsi，i∈Z*

q ， ( 9)
其中形如( 7 ) ～ ( 9 ) 式的各有 q － 1 个不同构的类
型，此时 G共有 4 + 3q个不同构的类型;
( iii) 当( q2，p － 1) = q2时，G 除了( ii) 中的所有

构造外，还有下列构造:

G =( 〈b〉∶ 〈x〉) ×〈a〉×〈y〉，bx = br， ( 10)
G =( 〈a〉∶ 〈x〉) ×〈b〉×〈y〉，ax = ar， ( 11)

G =( 〈a〉∶ 〈y〉) ×( 〈b〉∶ 〈x〉) ，ay = as，bx = br，( 12)
G =( 〈a〉∶ 〈x〉) ×( 〈b〉∶ 〈y〉) ，ax = ar，by = bs，( 13)

G( i) =( ( 〈a〉×〈b〉) ∶ 〈x〉) ×〈y〉，ax =
asi，bx = br，i∈Z*

q ， ( 14)
G( i) =( ( 〈a〉×〈b〉) ∶ 〈x〉) ×〈y〉，ax =
ar，bx = bsi，i∈Z*

q ， ( 15)
G( i) =( ( 〈a〉×〈b〉) ∶ 〈x〉) ×〈y〉，ax =
ar，bx = bri，i∈Z*

q ， ( 16)
G( i) =( 〈a〉×〈b〉) ∶ ( 〈x〉×〈y〉) ，ax =
ar，ay = a，bx = bri，by = bs

q － i
，i∈Z*

q ， ( 17)
其中形如( 14) ～ ( 15) 式和( 17) 式的各有 q － 1 个不
同构的类型，形如( 16 ) 式的有 q2 － q 个不同构的类
型，此时 G共有 q2 + 5q + 5 个不同构的类型．
证 因为 G 的 Sylow p-子群是正规子群． 类似

于文献［14］中引理 2 的证明，G必是超可解的，而且
可设〈a〉与〈b〉都是 Q-不变的． 因为 Aut( 〈a〉) 与
Aut( 〈b〉) 分别是 p( p － 1) ，p － 1 阶循环群，所以
( i) 当( q，p － 1) = 1 时，G 必是交换群且有构造

G = P2 × Q;
( ii) 当( q2，p － 1) = q 时，G 除了 P2 × Q 外还可

能是非交换群，而因为 Q /CQ ( a) ，Q /CQ ( b) 分别同
构于 Aut( 〈a〉) 与 Aut( 〈b〉) 的一个子群，所以
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CQ ( a) 与 CQ ( b) 为 Q或 Q的 q2阶子群．
( a) 当 CQ ( a) = Q而 CQ ( b) ≠Q时，若 CQ ( b) 是

Q的 q2阶循环子群，则不妨设 CQ ( b) =〈x〉，b
y = bs

( 否则只要用 y的适当方幂代替 y 即可) ，因此 G 有
构造( 1 ) ． 若 CQ ( b) 是 Q 的 q2阶初等交换子群，则
CQ ( b) =〈x

q，y〉，可设 bx = bs，因此 G有构造( 2) ．
( b) 当 CQ ( b) = Q 而 CQ ( a) ≠Q 时，若 CQ ( a)

是 Q的 q2阶循环子群，则设 CQ ( a) =〈x〉，a
y = as，因

此 G有构造( 3) ．若 CQ ( a) 是 Q 的 q2阶初等交换子
群，则 CQ( a) =〈x

q，y〉，设 ax = as，因此 G有构造( 4) ．
( c) 当 CQ ( a) 与 CQ ( b) 都不等于 Q且 CQ ( a) ≠

CQ ( b) 时，则由于 Q 中只有一个 q2阶初等交换子群
〈xq，y〉，但有 q个不同的 q2阶循环子群〈xyi〉，i = 0，
1，…，q － 1，所以若 CQ ( a ) =〈xq，y〉而 CQ ( b ) =

〈xyi〉，则必有 ay = a且可设 ax = as，by = bs，又由 bxyi = b
可得 bx = bs

q － i
，又注意到〈x〉×〈y〉=〈xyi〉×〈y〉，所

以将 xyi换回为 x得 G的构造( 5) ．类似地，若CQ ( a)

是 q2阶循环子群而 CQ ( b) 是 q2阶初等交换子群，则
可得 G的构造( 6) ．若 CQ ( a) 与 CQ ( b) 是 Q 的 2 个
不同的 q2阶循环子群，则不妨设 CQ ( a ) =〈x〉而
CQ ( b) =〈xy

j〉，1≤j≤q － 1，于是 ax = a，ay = as，bx =

bs，by = bsi，这里 ij≡ － 1 ( mod q) ，由此得 G 的 q － 1
个形如( 7) 式的构造．
( d) 当 CQ ( a) = CQ ( b) ≠Q 时，则若 CQ ( a) =

CQ ( b) =〈x
q，y〉，有 ay = a，by = b，且设 ax = as，bx =

bsi，其中 1≤ i≤ q － 1，于是得 G 的构造 ( 8 ) ; 若
CQ ( a) = CQ ( b) 是循环子群，不妨设为〈x〉，从而 G
有构造( 9) ．
( iii) 当( q2，p － 1) = q2时，G 除了( ii) 中的所有

构造外，还有其他不同构的类型． CQ ( a) ，CQ ( b) 中
至少有一个可假定为〈y〉．
( a) 当 CQ ( a) = Q，CQ ( b) =〈y〉时，G有构造( 10) ;
( b) 当 CQ ( a) =〈y〉，CQ ( b) = Q时，G有构造( 11) ;
( c) 当 CQ( a) =〈x〉，CQ( b) =〈y〉时，G有构造( 12) ;
( d) 当 CQ( a) =〈y〉，CQ( b) =〈x〉时，G有构造( 13) ;
( e)当 CQ( a) =〈x

q，y〉，CQ( b) =〈y〉时，G有构造( 14) ;
( f) 当 CQ( a) =〈y〉，CQ( b) =〈x

q，y〉时，G有构造( 15) ;
( g) 当 CQ ( a) = CQ ( b) =〈y〉时，G有构造( 16) ;
( h) 当 CQ ( a) =〈y〉，CQ ( b) =〈x

qyn〉，1≤n≤q － 1

时，由于 Q =〈x，y〉=〈x，yn〉，所以不妨设 CQ ( b) =
〈xqy〉，于是 G 有构造 ( 17 ) ; 若在 ( 17 ) 式中取 bx =
bri + kq
，而 1≤k≤q － 1，则当用 xyj代替 x 时( 其中 j 满

足 ij≡k( mod q) ) ，即所得 G 的构造与( 17 ) 式是同
构的．综上所述，引理 3 得证．
引理 4 设 p3 q3阶群 G 的 Sylow p-子群是初等

交换 p-群 P3而 Sylow q-子群为交换 q-群 Q，σ是模 p

的一个原根，r = σ( p － 1) / q2，s = σ( p － 1) / q，则
( i) 当( q，( p3 － 1 ) ( p + 1 ) ) = 1 时，G 只有 1 个

不同构的类型 G = P3 × Q;
( ii) 当( q2，p － 1) = q时，( a) 若 q = 3，则 G有 24

个不同构的类型; ( b ) 若 q≡1 ( mod 3 ) ，则 G 有
( q － 1) 2 ( 3q + 2) /6 + 4q + 6 个不同构的类型; ( c) 若
q≡ － 1( mod 3) ，则 G有 q( q + 1 ) ( 3q － 1 ) /6 － q2 +
4q + 5 个不同构的类型;
( iii) 当( q2，p － 1) = q2时，( a) 若 q = 3，则 G 有

72 个不同构的类型; ( b) 若 q≡1 ( mod 3 ) ，则 G 有
2q3 + 4q + 8 － ( q － 1) 2 /6 个不同构的类型; ( c ) 若
q≡ － 1( mod 3) ，则 G有 2q3 + 4q + 6 － ( q + 1 ) ( q －
3) /6 个不同构的类型;
( iv)当( q2，p +1) = q时，G有 3个不同构的类型;
( v)当( q2，p +1) = q2时，G有 4个不同构的类型;
( vi) 当 q≡1( mod 3) 且( q2，p2 + p + 1) = q 时，G

有 3 个不同构的类型;
( vii) 当 q≡1( mod 3) 且( q2，p2 + p + 1) = q2时，

G有 4 个不同构的类型．
证 由文献［15］的定理 1 即可得证( 此处群 G

的构造类型较多，所以未列出具体构造) ．
引理 5 设 p3 q3阶群 G 的 Sylow p-子群为非交

换 p-群 P4而 Sylow q-子群为交换 q-群 Q，σ 是模 p2

的一个原根，r = σp( p － 1) / q2，s = σp( p － 1) / q，则

( i) 当( q，p － 1) = 1 时，G 只有 1 个不同构的类
型 G = P4 × Q;
( ii) 当( q2，p － 1) = q时，G除了 P4 × Q外，还有

下列构造:

G =(〈a〉∶ (〈b〉×〈x〉) ) ×〈y〉，ax = as，ab = ap +1，( 18)
G =(〈a〉∶ (〈b〉×〈y〉) ) ×〈x〉，ay = as，ab = ap +1 ; ( 19)
( iii) 当( q2，p － 1) = q2时，G 除了( ii) 中的 3 个

构造外，还有下列构造:

G =(〈a〉∶ (〈b〉×〈x〉) ) ×〈y〉，ax = ar，ab = ap +1 ． ( 20)
证 由引理 1 知 G 的 Sylow p-子群是正规子

群，类似文献［14］中引理 4，不难证明 G 是超可解
群，而且可设〈a〉与〈b〉都是 Q-不变的．当( q，p －1) =
1 时，必有 GP4 × Q．当( q2，p － 1) = q 时，G 除了构
造 P4 × Q 外，还有其他构造． 令 H =〈b〉Q，则 H /
CH ( a) 同构于 Aut( 〈a〉) 的一个子群，于是 H/CH ( a)
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是循环群．又 bCH ( a) ，所以若 CQ ( a) =〈x
q，y〉，则

可设 ax = as，而 bx = b，其中 s = σp( p － 1) / q，而 σ是模 p2

与 p的一个公共原根．注意到 ay = a，所以将 y 作用
在［a，b］ = ap 的两边得［a，bsi］ = ap，于是 psi≡
p( mod p2 ) ，从而 si ≡ 1 ( mod p ) ，故必有 i≡ 0
( mod q) ，即y∈CQ ( b) ，因而 CQ ( b) = Q． 由此知 G
有构造( 18) ．若 CQ ( a) =〈x〉，则类似于前面的分析
得 G的构造( 19) ．若 CQ ( a) = Q，则将 x，y依次作用
在［a，b］= ap的两边后，必推出 CQ ( b) = Q，从而得
G的构造 P4 × Q．

当( q2，p － 1) = q2时，G 除了( ii) 中的 3 个构造
外，还有别的构造．这时 Q /CQ ( a) 应是 q2阶循环群，

于是 CQ ( a ) =〈y〉，从而可设 ax = ar，其中 r =

σp( p － 1) / q2，而 σ是模 p2的一个原根．类似于前面的分
析得 CQ ( b) = Q，故 G 有构造( 20 ) ． 综上所述，引理
5 得证．
引理 6 设 p3 q3阶群 G 的 Sylow p-子群为非交

换 p-群 P5而 Sylow q-子群为交换 q-群 Q，σ是模 p的

一个原根，r = σ( p － 1) / q2，s = σ( p － 1) / q，则
( i) 当( q，p2 － 1 ) = 1 时，G 只有 1 个不同构的

类型 G = P5 × Q;
( ii) 当( q2，p － 1 ) = q 时，G 共有 2q + 4 个不同

构的类型，除了 P5 × Q外，还有下列构造:
G( i) =( ( ( 〈a〉×〈c〉) ∶ 〈b〉) ∶ 〈y〉) ×〈x〉，
ay = as，by = bsi，cy = csi + 1， ( 21)

其中 0≤ i≤q － 1，而 G ( i) G ( j ) 当且仅当 ij≡
1( mod q) ，所以( 21 ) 式共包含 ( q + 3 ) /2 个不同构
的 p3q3阶群;

G( i) =( ( ( 〈a〉×〈c〉) ∶ 〈b〉) ∶ 〈x〉) ×〈y〉，
ax = as，bx = bsi，cx = csi + 1， ( 22)

其中 0≤ i≤q － 1，而 G ( i) G ( j ) 当且仅当 ij≡
1( mod q) ，所以( 22 ) 式共包含 ( q + 3 ) /2 个不同构
的 p3q3阶群;

G( i) =( ( 〈a〉×〈c〉) ∶ 〈b〉) ∶ ( 〈x〉×〈y〉) ，
ax = a，ay = as，bx = bs，by = bsi，cx = cs，cy = csi + 1，( 23)
其中 0≤i≤q － 1，( 23) 式共包含 q 个不同构的 p3 q3

阶群;

( iii) 当 ( q2，p － 1 ) = q2时，G 共有 ( q2 + 7q +
10) /2 个不同构的类型，除了( ii) 中的构造外，还有
下列构造:

G( i) =( ( ( 〈a〉×〈c〉) ∶ 〈b〉) ∶ 〈x〉) ×〈y〉，
ax = ar，bx = bri，cx = cri + 1， ( 24)
其中 0≤i≤q2 － 1，而 G ( i) G ( j) 当且仅当 ij≡

1( mod q2 ) ，所以( 24) 式共包含 1 + ( q2 + q) /2 个不
同构的 p3q3阶群;

G( i) =( ( 〈a〉×〈c〉) ∶ 〈b〉) ∶ ( 〈x〉×〈y〉) ，
ax = ar，ay = a，bx = bri，by = bs，cx = cri + 1，cy = cs，( 25)
其中 0≤i≤q － 1，( 25) 式共包含 q 个不同构的 p3 q3

阶群;

( iv) 当( q2，p + 1 ) = q 时，G 除了 P5 × Q 外，还
有下列 2 个构造:

G =( ( 〈a〉×〈c〉) ∶ 〈b〉) ∶ 〈x〉) ×〈y〉，ax =
b，bx = a － 1bβ，cx = c， ( 26)
G =( ( 〈a〉×〈c〉) ∶ 〈b〉) ∶ 〈y〉) ×〈x〉，ay =
b，by = a － 1bβ，cy = c， ( 27)

在( 26) 式与 ( 27 ) 式中 β∈Zp，使得 λ2 － βλ + 1 是
Zp 上多项式 λq － 1 的一个 2 次不可约因式．
( v) 当( q2，p + 1) = q2时，G 除了( iv) 中的 3 个

构造外，还有下列构造:

G =( ( ( 〈a〉×〈c〉) ∶ 〈b〉) ∶ 〈x〉) ×〈y〉，ax = b，
bx = a － 1bβ，cx = c， ( 28)

其中 β∈Zp，使得 λ2 － βλ +1 是Zp 上多项式( λ
q2 －

1) / ( λq － 1) 的一个 2 次不可约因式．
证 由引理 1 知 G 的 Sylow p-子群是正规的．

因为 Φ( P5 ) = Z( P5 ) =〈c〉，于是〈c〉G．从而 P5 /
〈c〉是 Q-不变的 p2阶初等交换 p-群．
( i) 若( q2，p2 － 1) = 1，则 Q在 P5上的作用是平

凡的，从而 G的构造必是 P5 × Q．
( ii) 若 ( q2，p2 － 1 ) = q，则 G 的构造除 P5 × Q

外，还有其他构造．类似文献［14］中引理 5 的证明，
易见 G是超可解的，而且可设〈a〉，〈b〉都是 Q-不变
的．这时 CQ ( a) 与 CQ ( b) 为 Q 或 Q 的 q2阶子群，且
其中至少有一个为 Q的 q2阶子群．
( a) 当 CQ ( a) =〈x〉，CQ ( b) = Q 时，G 有形如

( 21) 式的构造 ( 其中 i = 0 ) ; 当 CQ ( a ) =〈xq，y〉，
CQ ( b) = Q时，G有形如( 22) 式的构造( 其中 i = 0) ．
( b) 当 CQ ( a) = CQ ( b) =〈x〉时，可设 ay = as，

by = bsi，其中 1≤i≤q － 1．将 y作用在［a，b］= c的两
边后得 cy = csi + 1，因此 G有形如( 21) 式的构造．又在
( 21) 式中，若( i，q) = 1，则存在唯一的 j∈Z*

q ，使得

ij≡1( mod q) ．当用 yj代替 x，用 c － 1代替 c，再将 a，b
对调时，G ( i) 就变成了 G ( j) ; 这就证明了G( i) 
G( j) 当且仅当 ij≡1 ( mod q) ．所以当 i≠0 时，( 21 )
式共包含( q + 1) /2 个不同构的 p3q3阶群．从而( 21)
式共包含( q + 3) /2 个不同构的 p3q3阶群．
( c) 当 CQ ( a) = CQ ( b) =〈x

q，y〉时，可设 ax =
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as，bx = bsi，其中 1≤i≤q － 1．类似于前面的分析，可
知 G有形如( 22 ) 式的构造，且 ( 22 ) 式共包含 ( q +
3) /2 个不同构的 p3q3阶群．
( d) 当 CQ ( a) 与 CQ ( b) 都是 Q 的 q2阶子群且

CQ ( a) ≠CQ ( b) 时，若 CQ ( a) =〈x〉，CQ ( b) =〈x
q，

y〉，则可设 ay = as，bx = bs，再由［a，b］= c 得 cx =
cy = cs，故 G有构造( 23) 式( 其中 i = 0) ．当 CQ ( a) =
〈x〉，CQ ( b) =〈xy

k〉( 0 ＜ k ＜ q) 时，可设 ay = as，bx =

bs，by = bsi，其中 ik≡ － 1 ( mod q ) ，从而 G 有形如
( 23) 式的构造( 0 ＜ i ＜ q) ． 从而( 23 ) 式表示 q 个不
同构的 p3q3阶群．
( iii) 若( q2，p2 － 1 ) = q2，则 G 除了有 ( ii) 中的

全部构造外，还有其他构造． 这时 CQ ( a) ，CQ ( b) 中
至少有一个可假设为〈y〉，不妨设 CQ ( a) =〈y〉，
ax = ar ．
( a) 若 y∈CQ ( b ) ，则可设 bx = bri，从而 cx =

cri + 1，其中 0 ＜ i ＜ q2，所以 G 有形如( 24 ) 式的构造．
在( 24) 式中，当 i = 0 时，有 CQ ( b) = Q;当( i，q) = q

时，有 CQ ( b) =〈x
q，y〉，这时( 24 ) 式代表 q － 1 个不

同构的 p3q3阶群; 当( i，q) = 1 时，有 CQ ( b) =〈y〉，

且有唯一的 j∈Z*
q2，使得 ij≡1 ( mod q2 ) ． 当用 yj代

替 y，用 c － 1代替 c，再将 a，b 对调时，G( i) 就变成了
G( j) ． 这 就 证 明 了 G ( i )  G ( j ) 当 且 仅 当
ij≡1( mod q2 ) ．所以当 ( i，q ) = 1 时，( 24 ) 式表示
1 + ( q2 － q) /2 个不同构的 p3q3阶群;从而( 24) 式共
表示 1 + ( q2 + q) /2 个不同构的 p3q3阶群．
( b) 若 yCQ ( b) ，则可设 by = bs ． 若 CQ ( b) =

〈x〉，则 G 有形如 ( 25 ) 式的构造 ( 其中 i = 0 ) ． 若
CQ( b) ≠〈x〉，则可设 bx = bri，0 ＜ i ＜ q，于是 CQ ( b) =
〈xqyq － i〉，G有形如( 25) 式的构造( 其中 0 ＜ i ＜ q) ．
从而( 25) 式共表示 q个不同构的 p3q3阶群．
( iv) 当( q2，p + 1 ) = q 时，G 除 P5 × Q 外，还有

其他构造．这时 G不是超可解的，于是 G /〈c〉就是非
超可解的，且易见 Q〈c〉是交换群． 类似于文献［4］
中构造( 8) 的讨论可知，当 CQ ( P) =〈x

q，y〉时，G 有
构造( 26) ;当 CQ ( P) =〈x〉时，G有构造( 27) ．
( v) 当( q2，p + 1) = q2时，G 除了( iv) 中的 3 个

构造外，还有其他构造． 这时必有 CQ ( P) =〈y〉，而
G的构造为( 28) ．
综上所述，引理 6 得证．
综合引理 2 至引理 6 的结果，不难得到定理 1．

3 结论

有限群论的分类是群论的一个重要研究方向，当

p3q3阶群 G的 Sylow q-子群是初等因子为( q2，q) 的交
换群时，定理 1对这种群进行了完全分类并获得了其
全部构造，这一结果为进一步研究提供了基础．
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