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1 维正方准晶的 2 类接触问题
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摘要:利用广义复变函数方法研究了 1 维正方准晶的 2 类接触问题，即有限摩擦接触和半平面粘结接触
问题，得到了刚性平底压头作用下压头下方接触应力及接触位移的显式表达式．结果表明: ( i) 对于有限
摩擦接触问题，接触应力在压头边缘呈现 － 1 /2 ± θ阶奇异性，其中 θ由准晶的弹性常数和摩擦系数确定;
对于半平面粘结接触问题，接触应力在压头的边缘显现出 － 1 /2 ± iε阶奇异性，其中 ε由准晶的弹性常数
确定; ( ii) 由数值算例可知，对于 2 类接触问题，接触应力在压头下方分布规律相似; 接触位移与声子场
作用力之间成正比例关系;接触应力在接触区边缘变化非常剧烈，且产生了应力集中现象．在一定条件下
可得到 1 维 4 方和 6 方准晶 2 类接触问题的解．
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0 引言

准晶是 1984 年在 Al-Mn 合金制备实验中发现
的一种新固体结构［1］． 自发现以来，准晶弹性理论
的研究引起了力学和数学工作者的关注，并取得了

大量丰富的成果［2-5］． 接触力学是弹性理论的一个
重要分支，广泛存在于土木水利工程、机械工程等领
域．目前已有学者开展了关于准晶接触问题的实验
和理论研究． 如 V． M． Azhazha 等［6-7］借助于压痕实
验研究准晶的材料性质． 利用格林函数的方法，Wu
Yefei等［8-9］研究了 1 维准晶和 2 维准晶无摩擦接触
问题，给出了 3 种形状压头作用下接触应力的解析
表达式，并用数值算例分析了压头下方接触应力的

分布情况．基于积分变换和 Fourier 级数的方法，叶
玉娇等［10］研究了 12 次对称 2 维准晶的无摩擦接触
问题，得到了平底刚性压头作用下准晶上半平面表

面应力函数和接触应力的解析表达式． 借助于平面
弹性复变方法，Zhao Xuefen 等［11］研究了 3 维准晶
20 面体准晶的有限摩擦和半平面粘结接触问题，得
到了接触应力、接触位移的解析表达式，并用数值算
例分析了耦合系数对接触应力和接触位移的影响．

1 维正方准晶是一种较为常见的准晶，关于 1
维正方准晶有限摩擦和半平面粘结接触问题的研究

目前较少报道． 本文利用广义复变函数方法，结合
Ｒiemann-Hilbert边值问题讨论了 1 维正方准晶的有
限摩擦接触问题和半平面粘结接触问题，给出了压

头下方接触应力和接触位移的显式表达式，并用数

值算例分析了所得结论． 对于 1 维 4 方和 6 方准晶
的接触问题，也可以用同样的方法来讨论．

1 基本理论

取坐标轴 x3 方向为 1 维正方准晶的准周期方
向，垂直于准周期方向的平面 ox1x2 为周期平面，建立
空间直角坐标系．当 1维正方准晶的缺陷沿准周期方
向穿透 x3 轴时，材料的几何性质不随 x3 轴改变，即有

 /x3 = 0 ．
此时，1 维正方准晶的弹性问题可分解为一个

平面问题和一个反平面问题的叠加． 这里仅考虑平
面问题，其应力和位移分量可以用广义解析函数
f1 ( z1 ) ，f2 ( z2 ) 及其导数 f'1 ( z1 ) ，f'2 ( z2 ) ( 广义解析
函数及其导数统称为应力函数) ［12］表示为

σ12 = σ21 = q1f'1( z1) + q1 f'1( z1) + q2f'2( z2) + q2 f'2( z2)，

σ22 = μ1f'1( z1) + μ1 f'1( z1) + μ2f'2( z2) + μ2 f'2( z2)，

u1 = o1f1( z1) + o1 f1( z1) + o2f2( z2) + o2 f2( z2)， (1)

u2 = p1f1( z1) + p1 f1( z1) + p2f2( z2) + p2 f2( z2










) ，



其中 qk = － C11C66 + C12C66λ
2
k，μk = ( C2

12 + C12C66 －
C11C22λk ) － C22C66λ

3
k，ok = λk ( C11 + C66 ) ，pk =

－ C11C66 + C12C66λ
2
k，这里 C11，C12，C22，C66 为声子场

弹性常数; σ12，σ22 为声子场应力分量; u1，u2 为声

子场位移分量; λk = αk + iβk 是 1 维正方准晶平面
弹性理论控制方程所对应的特征方程的 2 对共轭
根，αk，βk 是仅依赖于准晶弹性常数的实常数，

zk = x1 + λkx2 ，k = 1，2 ．

2 有限摩擦接触问题

如图 1 所示，考虑一个宽度为 2a的刚性压头具
有有限摩擦的与 1 维正方准晶材料非周期平面
( ox1x3 面) 接触． 有限摩擦接触问题的边界条件可
表示为

x1 ＜ a，x2 = 0: u'2( x1，0
+ ) = f'( x1) ，

σ12( x1，0
+ ) = ρσ22( x1，0

+ ) ， ( 2)

x1 ＞ a，x2 = 0: σ12( x1，0
+ ) = σ22( x1，0

+ ) = 0
{

，

其中 ρ ＞ 0 是摩擦系数．

图 1 刚性压头与 1 维正方准晶非周期平面接触

在接触面上，声子场切应力和正应力之间的比

例关系可由应力函数 f'1 ( z1 ) ，f'2 ( z2 ) 表示为

( q1 － ρμ1) f'
+
1 ( x1) + ( q2 － ρμ2) f'

+
2 ( x1) = － ( q－1 －

ρμ
－
1) f

－' －1 ( x1 ) － ( q
－
2 － ρμ

－
2 ) f

－' －2 ( x1 ) ， x1 ＜ a． ( 3)
方程( 3) 的左端项在上半平面解析，并在无穷

远处趋于 0;其右端项在下半平面解析，同样也在无
穷远处趋于 0，从而当 x1 ＜ a时，有

f' +2 ( x1 ) = －
q1 － ρμ1

q2 － ρμ2
f' +1 ( x1 ) ，

f' －1 ( x1 ) = －
q－2 － ρμ

－
2

q－1 － ρμ
－
1

f' －2 ( x1









 ) ，

( 4)

在接触面上，声子场法向位移条件表示为

p1 f'
+
1 ( x1 ) + p－1 f

－' －1 ( x1 ) + p2 f'
+
2 ( x1 ) +

p－2 f
－' －2 ( x1 ) = f'( x1 ) ， x1 ＜ a， ( 5)

把关系 ( 4 ) 式代入 ( 5 ) 式，消去 f－' －1 ( x1 ) 和 f－' +2 ( x1 )

可得

f' +1 ( x1 ) + γ f
－' －2 ( x1 ) = δf'( x1 ) ， x1 ＜ a，

其中

γ =
( q2 － ρμ2) ［p

－
2 ( q

－
1 － ρμ

－
1 ) － p－1 ( q

－
2 － ρμ

－
2) ］

( q－1 － ρμ
－
1) ［p1 ( q2 － ρμ2 ) － p2 ( q1 － ρμ1) ］

，

δ =
q2 － ρμ2

p1 ( q2 － ρμ2 ) － p2 ( q1 － ρμ1 )
．

在接触面外，由切应力的边界条件，有

q1 f'
+
1 ( x1 ) + q2 f'

+
2 ( x1 ) = － q－1 f

－' －1 ( x1 ) －

q－2 f
－' －2 ( x1 ) ， x1 ＞ a．
同理，由应力函数的解析性得，当 x1 ＞ a时，

f' +2 ( x1 ) = －
q1
q2
f' +1 ( x1 ) ，

f' －1 ( x1 ) = －
q－2
q－1
f' －2 ( x1









 ) ，

( 6)

在接触面外，声子场正应力可表示为

μ1 f'
+
2 ( x1 ) + μ

－
1 f
－' －1 ( x1 ) + μ2 f'

+
2 ( x1 ) +

μ
－
2 f
－' －2 ( x1 ) = 0， x1 ＞ a， ( 7)

把( 6) 式代入( 7) 式，消去 f－' －1 ( x1 ) 和 f' +2 ( x1 ) 可得

f' +1 ( x1 ) － η f
－' －2 ( x1 ) = 0， x1 ＞ a， ( 8)

其中 η = q2 ( μ
－
2q
－
1 － p－1q

－
2) ［q

－
1 ( p2q1 － μ1q2) ］．

引入函数

Ω( z) =
f'1 ( z) ， z = z1，Im( z1 ) ＞ 0，

η f
－'2 ( z) ，z = z2，Im( z2 ) ＜ 0{

，
( 9)

则 Ω( z) 在 x1 轴上满足条件

Ω + ( x1 ) + τΩ － ( x1 ) = δf'( x1 ) ，x1 ＜ a，

Ω + ( x1 ) － Ω － ( x1 ) = 0， x1 ＞ a{ ，
( 10)

其中 τ = γ /η ．
显然易见，( 10 ) 式为 Ｒiemann-Hilbert 边值问

题，其解为

Ω( z) = δX( z)
2πi ∫L f'( t) dt

X + ( t) ( t － z)
+ CX( z) ， ( 11)

其中 X( z) = ( z + a) －1 /2－θ ( z － a) －1 /2+θ ，

θ = ln τ
2πi
，C =

F2 + iF1

2πTi
= ( 1 + iρ)

2πTi
F2 ，

T =
μ1η － μ

－
2

η
－
μ
－
1 ( q2 － ρμ

－
2 )

η( q
－
1 － ρμ

－
1 )

－
μ2 ( q1 － ρμ1 )

q2 － ρμ2
，

F1 和 F2 分别表示作用在压头上水平和垂直方向的

声子场作用力． 以上求得 Ω( z) 的表达式已满足压
头下方力的平衡条件

∮［iσ22 ( x1，0
+ ) － σ12 ( x1，0

+) ］dx1 = iF2 － F1 ，
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这里 ∮为压头与准晶接触区域边界封闭回路的积分．
特别地，当压头为平底压头时，f'( x1 ) = 0 ，从

而( 11) 式可改写为

Ω( z) = ( 1 + iρ)
2πTi

F2X( z) ． ( 12)

把( 12) 式代入( 9 ) 式，再将所得结果代入关系
( 4) 式，可得到压头下方应力函数的显式表达式，从
而得到压头下方接触应力和接触位移分别为

σ22 ( x1，0
+ ) = －

F2

2π
cos( θπ) ( a2 － x1 )

－1 /2 a － x1
a + x( )

1

θ

，

σ12 ( x1，0
+ ) = －

ρF2

2π
cos( θπ) ( a2 － x1 )

－1 /2 a － x1
a + x( )

1

θ









 ，

x1 ＜ a， ( 13)

u2 ( x1，0
+ ) = 2F2 Im ［( p1 ( q2 － ρμ2 ) + p2 ( q1 －

ρμ2 ) ) ( 1 + iρ) ( q2 － ρμ2 ) ］， x1 ＜ a， ( 14)
由( 13 ) 式可以看出，接触应力在压头边缘具有
－ 1 /2 ± θ阶奇异性，其中 θ与准晶的弹性常数和摩
擦系数有关． ( 14) 式表明接触位移与声子场作用力
成比例关系．

3 半平面粘结接触问题

对于半平面粘结接触问题，其边界条件表示为

x1 ＜ a，x2 = 0，u'1 ( x1，0
+ ) = 0，

u'2 ( x1，0
+ ) = f'( x1 ) ，

x1 ＞ a，x2 = 0，σ12 ( x1，0
+ ) =

σ22 ( x1，0
+ ) = 0










，

( 15)

在接触面上，声子场切向位移的边界条件可表示为

o1 f'
+
1 ( x1 ) + o－1 f

－' －1 ( x1 ) + o2 f'
+
2 ( x1 ) +

o－2 f
－' －2 ( x1 ) = 0， x1 ＜ a． ( 16)
由( 16) 式可得到关系式

f' +2 ( x1 ) = －
o1
o2
f' +1 ( x1 ) ，

f' －1 ( x1 ) = －
o－2
o－1
f' －2 ( x1









 ) ，

x1 ＜ a． ( 17)

对于半平面粘结接触问题，( 5 ) 式同样成立，把
( 17) 式代入( 5) 式，有

f' +1 ( x1 ) + sf－' －2 ( x1 ) = tf'( x1 ) ， x1 ＜ a，( 18)

其中 t = o2 ( o2p1 － o1p2 ) ，s = o2 ( o
－
1p
－
2 － o－2p

－
1 )

［o－1 ( o2p1 － o1p2) ］．
利用边界条件( 15) 式，接触面外应力自由条件

可以表示为

f' +1 ( x1 ) － η f
－' －2 ( x1 ) = 0， x1 ＞ a，

其中 η的定义同( 8) 式．
引入如( 9) 式定义的函数 Ω( z) ，对于半平面粘

结接触问式题，Ω( z) 在 x1 轴上满足
Ω + ( x1 ) + ξΩ － ( x1 ) = δf'( x1 ) ，x1 ＜ a，

Ω + ( x1 ) － Ω － ( x1 ) = 0， x1 ＞ a{ ，
( 19)

其中 ξ = s /η ．
对于平底压头，( 19) 式的解为

Ω( z) = C0X0 ( z) ，

其中 X0 ( z) = ( z + a) －1 /2+ iε ( z － a) －1 /2－ iε，ε = － ln ξ /
( 2π) ，C0 = iP0 / ( 2πT) ，P0是作用在压头上的声子

场作用力．
压头下方声子场的接触应力和接触位移分别为

σ22 ( x1，0
+ ) = －

P0 ( ξ + 1)
2πT槡ξ
( a2 － x1 )

－1 /2·

cos( εln
a + x1
a － x1
) ，

σ12 ( x1，0
+ ) = －

P0 ( ξ + 1)
2πT槡ξ
( a2 － x1 )

－1 /2·

sin( εln
a + x1
a － x1















 ) ，

x1 ＜ a，

u2 ( x1，0
+ ) = 2P0Ｒe(

o1p2 － o2p1
o2T
) ，x1 ＜ a．

显见，接触应力在压头的边缘显现出 － 1 /2 ± iε
阶奇异性，其中 ε由准晶的弹性常数确定;接触位移
与声子场作用力成比例关系．

4 讨论与数值算例

1) 当 C11 = C12 时，( 1) 式表示 1 维 4 方准晶的

应力和位移分量．从而，1 维 4 方准晶的 2 类摩擦问
题的解可用本文所给方法得到．

2) 当 C11 = C22，2C66 = C11 － C12 时，( 1) 式表示
1 维 6 方准晶的应力和位移分量． λ = ± i，z' = x1 +
ix2 ．除本文所给方法外，还可用复势理论、积分变换
等方法求解 1 维 6 方准晶 2 类摩擦接触问题．

3) 目前还较少有关于 1 维正方准晶弹性常数
的确切报道，以文献［3］给出的 1 维准晶的弹性常
数为例，对本文所得结论进行分析．
取 C11 = C22 = 150，C12 = 45 ，以上弹性常数的

单位为 GPa，平底刚性压头的宽度为 1． 0 mm ( a =
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0． 5 mm ) ．
图 2 给出了在有限摩擦接触问题中，声子场接

触应力与摩擦系数之间的关系． 从图 2 中可以看出
接触应力 σ22 在接触区域外为 0，这与( 9) 式所给边
界条件一致． 摩擦系数 ρ 对接触应力 σ22 值的大小

和分布规律几乎无影响，这与准晶材料的低摩擦性

相吻合，这也验证了本文求解的正确性．从图 2 中还
可以看出，在接触区域内，随着压头宽度 a的增大接
触应力 σ22 逐渐减小，这与客观规律相符．

图 2 摩擦系数对接触应力的影响

图 3 给出了 2 类接触问题压头下方接触应力的
分布图．从图 3 中可以看出，在 2 类接触问题中，接
触应力 σ22 的分布规律相似，粘结接触问题中的 σ22

的值略大于有限摩擦接触中的 σ22 的值． 这是因为
粘结接触问题是有限摩擦接触问题的极限状态

( ρ→") ，由于准晶的低摩擦性，2 类接触问题中压头
下方接触应力值大小差异不大，这与图 2 得出的结
论一致．

图 3 接触应力的分布图

图 4 给出了 2 类接触问题中声子场作用力和接

触位移 u2 之间的关系． 从图 4 中可以看出，在 2 类
接触问题中，随着声子场作用力的增大，接触位移也

增大．同样，因为准晶的低摩擦性，在给定声子场作
用力时，粘结接触问题中接触位移只是略大于有限

摩擦接触问题中接触位移的值．

图 4 接触位移和声子场作用力的关系

令 σ2 = σ22 /F2，σ'2 = σ22 /P0 表示无量纲化接

触应力，ζ = u2 /a表示无量纲化接触位移．图 5 和图
6 分别绘制了有限摩擦接触问题和粘结接触问题中
无量纲化声子场接触应力与无量纲化接触位移的关

系．观察图 5( a) ，图 6( a) 与图 5( b) ，图 6( b) 不难发
现，σ2 和 σ'2 在接触面外为 0，这与边界条件( 2) 式
和( 15) 式吻合，可进一步验证本文求解的正确性．
从图中还可以看出，σ2 随着 ζ 的增大而逐渐增大．
当 ζ给定时，σ'2 略大于 σ2 ，这与图 4 所得结论一
致．从图 5( b) ，图 6( b) 和图 5( c) ，图 6( c) 中可以看
出，无量纲化接触应力 σ2 在接触区边缘变化非常剧

烈，且产生了应力集中现象，上述结论与弹性材料中

所得结论一致［13］．

5 结论

本文讨论了刚性压头作用下，1 维正方准晶的 2
类接触问题，即有限摩擦接触问题和半平面粘结接

触问题．利用广义复变函数的方法，2 类接触问题转
化为 Ｒiemann-Hilbert边值问题，得到了平底压头作
用下 2 类接触问题接触面上接触应力和接触位移的
显式表达式．所得结果与经典结论相吻合，这表明准
晶具有与弹性材料相似的性质，从而说明经典弹性

理论同样适用于研究准晶材料的平面弹性问题的研

究．在一定条件下，所得结论可退化为 1 维 4 方准晶
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和 1 维 6 方准晶的 2 类接触问题的解．

图 5 无量纲化接触应力与接触位移的关系
(有限摩擦接触问题)

图 6 无量纲化接触应力与接触位移的关系
(粘结接触问题)
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Two Kinds of Contact Problem in One-Dimensional Orthorhombic Quasicrystals

ZHAO Xuefen1，2

( 1． Xinhua College，Ningxia University，Yinchuan Ningxia 750021，China;

2． School of Mathematics and Statistics，Ningxia University，Yinchuan Ningxia 750021，China)

Abstract: By using generalized complex variable method，two kinds of contact problems in one-dimensional ortho-
rhombic quasicrystals are discussed． One kind of contact problem is the frictional one，the other is the adhesive one．
Under the action of a flat rigid punch，the explicit expressions of contact stresses and contact displacements are ob-
tained． The results show that contact stresses exhibit the singularities － 1 /2 ± θ for the frictional contact problem
with θ determined by the elastic constants of the quasicrystal and the frictional factor，contact stresses exhibit the sin-
gularities － 1 /2 ± iε at the edge of the contact zone for the adhesive contact problem，where ε determine by the elas-
tic constants of the quasicrystal． Numerical examples indicate that for two kinds of problems，the distribution regula-
tions of the contact stress under the punch are similar，and the contact displacement is proportion to the applied
force． It can be also obtained that the magnitude of the contact stress changes quickly and stress concentration phe-
nomenon emerges in the edge of contact zone． As special cases，the conclusions can reduce to the solutions of two
kinds of contact problems in one-dimensional tetragonal and hexagonal quasicrystals，respectively．
Key words: one-dimensional orthorhombic quasicrystals; the frictional contact problem; the adhesive contact prob-
lem; generalized complex variable method
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