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具有第 3 大 Wiener指数的有向图

江云涛，高玉斌* ，赵玉杰
( 中北大学理学院，山西 太原 030051)

摘要:通过有向图的 Wiener指数，可以给有向网络的平均距离和节点的中介中心性赋有限的值，进而应

用于大规模网络的分析． 在所有 n 阶有向图中，有向圈 C
→

n 能取到极大 Wiener 指数，C
→ +

n 能取到第 2 大
Wiener指数，利用反证法及分类讨论法对有向图的Wiener指数进行研究，得出了具有第 3 大Wiener指数
的有向图，并刻画了相应的极图．
关键词:Wiener指数;有向图;平均距离;网络
中图分类号: O 157． 5 文献标志码: A DOI: 10． 16357 / j． cnki． issn1000-5862． 2017． 05． 14

0 引言

设 G = V，( )E 是一个简单连通图，V 和 E 分别
为 G的顶点集和边集，用 dG ( u，v) 表示图 G 中顶点
u和 v之间的距离，G 的 Wiener 指数是指图 G 中所
有顶点对之间的距离之和，即

W( G) = ∑
{ u，v}V( G)

dG ( u，v) ．

Wiener 指数是化学家 H． Wiener 首次提出来
的，在 1947—1948 年间，H． Wiener 根据碳分子之间
路径距离的计数，提出了一个刻画分子结构的 Wie-
ner指数，并利用该指数研究了饱和碳氢化合物的分
子结构与物理特性 ( 沸点、摩尔体积、折射率、烷烃
异构与蒸发热等) 之间的关系． 由于在当时化学图
论尚未形成，因此，H． Wiener 未利用图论专业术语．
H． Hosoya在 1971 年给出了一个用图论术语表述的
公式，即 Wiener 指数等于碳氢化合物中所有最短
碳-碳键路径之和． 已经被证实，Wiener 指数在定量
结构关系( QSPＲ) 中是个非常有用的量，同时它也
被应用于通讯网络、密码学、建筑学等领域的研
究［1-11］．
近年来，有向图的 Wiener 指数引起了大家的关

注［12-15］，它可以在有向大网络中用于给节点的平均

距离和中介中心性赋值，进而应用于大规模网络的

分析．本文将研究有向图的 Wiener指数．

1 基本概念和相关结论

首先介绍一些基本概念． 设 D( V，A) 是一个 n
阶有向图，其中 V = V( D) 是图 D的顶点集，A( D) 是
图 D的弧集，D 是强连通的当且仅当它的每对有序
点对之间都存在有向路．设弧 xy∈A( D) ，称 x 是 y 的
内邻点，y是 x的外邻点．任取u∈V( D) ，u 的入度是
它内邻点的数目，用 idD ( u) 表示; 出度是它外邻点
的数目，用 odD ( u) 表示．
本文讨论的有向图均为无环无重弧的强连通有

向图，并用 dD ( u，v) 表示图 D 中从点 u 到点 v 的
距离．
定义 1 设 D 是一个 n 阶有向图，它的 Wiener

指数是

W( D) = ∑
( u，v) ∈V( D) × V( D)

dD ( u，v) ．

任取 u∈V( D) ，定义点 u的 Wiener指数为
wD ( u) = ∑

v∈V( D)
dD ( u，v) ．

显然，图的 Wiener 指数与图中各点的 Wiener 指数
有以下关系: W( D) = ∑

u∈V( D)
wD ( u) ．

M． Knor 等［15］已经给出了具有极大和第 2 大
Wiener指数的有向图． 本文研究的是具有第 3 大
Wiener指数的有向图．
为了表述方便，还将用到以下概念和记号．不包

含相反弧的有向图称为简单有向图．用Pn

"
表示 n阶有



向路，C→n 表示 n阶有向圈，设 uv、pq是 C→n 上的 2条不

相邻的弧( 即 vpA( C→n ) ，quA( C→n ) ) ，在 C→n 上增加

1条弧 vu得到的有向图记为 C→ +
n ( 见图 1) ，在 C→n 上增

加 2条弧 vu，qp得到的有向图记为 C→ + +
n ( 见图 2) ．

图 1 1对相反弧的有向图 图 2 2对相反弧不相邻的有向图

下面给出一些有用的引理．
引理 1［13］ 设 D是一个有向图，将 D中所有弧

逆向得到有向图 D －，则 W( D) =W D( )－ ．

引理 2［13］ 设D是 n阶有向图，则W( D)≤
n( )2 n．

等号成立当且仅当 D同构于有向圈 C→n ．
引理 3［15］ 在所有 n( n≥3 ) 阶有向图中，有向

图 C→ +
n 取到第 2 大 Wiener指数，且

W C→ +( )n =
n( )2 n － n + 2．

若 n = 3，则有 2 种有向图可以取到第 2 大Wiener指

数，分别是 C→ +
3 和P3

"
．

引理 4［15］ 当 n≥4 时，不同构于 C→n 的简单有

向图的 Wiener 指数至多为
n( )2 n － 3n + 9． 当 n = 5

时，能取到 Wiener指数值为
n( )2 n － 3n + 9 的简单有

向图只有 3 种( 见图 3) ．

图 3 当 n = 5 时的简单有向图

引理 5［15］ 设 D 是 n 阶有向图，若存在一点
x∈V( D) ，使得 odD ( x) = 0 或 idD ( x) = 0，则

W( D) ≤
n( )2 n － 1

2 n2 + 1
2 n．

由引理 2 和引理 3 知，在所有 n 阶有向图中，

C→n、C
→ +

n 分别取得第 1 大、第 2 大 Wiener 指数，本文
将刻画取得第 3 大 Wiener指数的 n 阶有向图，并给
出 n阶有向图的第 3 大 Wiener指数．

2 重要引理

引理 6 当 n≥5时，W( C→ + +
n ) =

n( )2 n －2n +4．

证 显然，在 C→ + +
n 中，

wC→ + +n
( v ) = wC→ + +n

( q ) = 1 + 1 + 2 + … +

n( )－ 2 =
n( )2 － n + 2．

x∈V( C→ + +
n ) ( x≠v且 x≠q) ，有 wC→ + +n

( x) =
n( )2 ．

因此 W( C→ + +
n ) =

n( )2 n － 2n + 4．

引理 7 设 D是 n n≥( )5 阶有向图，若 W( D) ≥

W( C→ + +
n ) ，则

( i) v∈V( D) ，1≤od( v) ≤2 且 1≤id ( v) ≤2;
( ii) D中至多存在 2 个点 v1，v2，使得 od ( v1 ) =

od( v2 ) =2;
( iii) D中至多存在 2 个点 u1，u2，使得 id u( )1 =

id u( )2 = 2．
证 ( i) 假设存在一点 v∈V( D) ，使得 od( v) =0

或 id( v) = 0，由引理 5 知，

W( D) ≤
n( )2 n － 1

2 n2 + 1
2 n ＜

n( )2 n － 2n + 4 =

W( C→ + +
n ) ．

矛盾．故v∈V( D) ，od( v) ≥1且 id( v) ≥1．
假设存在一点 v∈V( D) ，使得 od( v) ≥3，则从

点 v出发距离为 1 的点至少有 3 个，且不存在从点 v
出发距离为 n － 1 和 n － 2 的点． 由于 id ( v ) ≥1，
u∈V( D) 使 uv∈A( D) ，则从点 u出发距离为 2 的
点至少有 3 个，且不存在从点 u出发距离为 n － 1 和
n － 2 的点．显然

wD ( v) ≤
n( )2 － ( n － 1) + 1 － n( )－ 2 + 1，

wD ( u) ≤
n( )2 － ( n － 1) + 2 － n( )－ 2 + 2，

故

W( D) ≤
n( )2 n － 4n + 12 ＜

n( )2 n － 2n + 4 =W( C→ + +
n ) ．

矛盾．从而v∈V( D) ，od( v) ≤2．
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结合引理 1 知，v∈V( D) ，id( v) ≤2．
( ii) 假设 D中存在 3 个不同的点 v1，v2 和 v3，使

得 od( v1 ) = od( v2 ) = od( v3 ) = 2． 从点 v1 出发距离
为 1 的点有 2 个且不存在从点 v1 出发距离为n － 1

的点，有 wD ( v1 ) ≤
n( )2 － ( n － 1) + 1．

同理可得

wD ( v2 ) ≤
n( )2 － ( n － 1) + 1，

wD ( v3 ) ≤
n( )2 － ( n － 1) + 1．

故 W( D) ≤
n( )2 － 3n + 6 ＜ W( C→ + +

n ) ．矛盾．则 D

中至多存在 2 个点 v1，v2，使得 od( v1 ) = od( v2 ) = 2．
( iii) 由( ii) 及引理 1 知，结论成立．
引理 8 只包含 2 个圈并且 2 个圈的公共部分

只有一个点的 n ( n≥3 ) 阶双圈有向图的 Wiener 指
数小于等于( n3 － 2n2 + 3n － 2) 2．
证 假设有向图 D是只包含 2 个圈并且 2 个圈

的公共部分只有一个点的 n( n≥3) 阶双圈有向图，其
中一个圈长为 k( 2≤k≤n －1) ，另一个长为 n +1 － k，

W( D) =
k( )2 k +

n + 1 － k( )2
( n + 1 － k) +

2［( n － k ) ( 1 + 2 + … + k － 1 ) + ( k － 1 ) ·

1 +2 +… + n +1 － k( )－1 ］=
k( )2 k +

n +1 － k( )2
( n +

1 － k) + k( k － 1) ( n － k) + ( k － 1) ( n + 1 － k) ( n +
1 － k － 1) =［k2 ( n － 1) + k( － n2 + 1) + n3 － n］ 2．
当 k = 2 或 k = n － 1 时，W( D) 取到极大值．故

W( D) ≤( n3 － 2n2 + 3n － 2) 2．

3 主要结论

定理 1 在所有 n( n≥3 ) 阶有向图中取得第 3
大 Wiener指数的有向图的具体情况为
( i) 当 n = 3 时，取得第 3 大 Wiener 指数的有向

图( 见图 4) ，且 Wiener指数是 7;
( ii) 当 n = 4 时，取得第 3 大Wiener指数的有向

图( 见图 5) ，且 Wiener指数是 21;
( iii) 当 n = 5 时，取得第 3 大 Wiener 指数的有

向图( 见图 3 和图 6) ，且 Wiener指数是 44;
( iv) 当 n≥6 时，取得第 3 大 Wiener 指数的有

向图是 C→ + +
n ，且 Wiener指数是

n( )2 n － 2n + 4．

图 4 当 n = 3 时的有向图

( a) ( b)
图 5 当 n = 4 时的有向图

图 6 当 n = 5 时的有向图

证 设有向图 D可以取到第 3 大 Wiener指数，

则由引理 1 和引理 3，可设 D 不同构于 C→n，C
→ +

n ( 当

n = 3时，D不同构于 C→3，C
→ +

3 和P3

"
) ．

( i) 当 n = 3 时，图 D只有 2 种可能:图 4 或双向
3 圈．经计算，图 4 的 Wiener 指数为 7，双向 3 圈的
Wiener指数为 6．故结论成立．
( ii) 当 n = 4 时，依据 D中包含最长圈的圈长对

D进行分类讨论:
( a) 若 D 中包含最长圈的圈长为 4，则 D 有如

下 4 种可能情况．
情况 1 在 4 长圈的基础上加 2 条相邻的逆向

弧，D的 Wiener指数是 20．
情况 2 在 4 长圈的基础上加 2 条不相邻的逆

向弧，D的 Wiener指数是 20．
情况 3 在 4 长圈的基础上选 2 个不相邻的点

加一条有向弧( 见图 5( a) ) ，D的Wiener指数是 21．
情况 4 在情况 3 的基础上加 1 条逆向弧，D的

Wiener 指数是 19．
( b) 若 D中包含最长圈的圈长为 3，则 D 有如

下 2 种可能．
情况 1 如图5( b) 所示，D的Wiener指数是21．
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情况 2 在图 5 ( b) 的基础上加 1 条逆向弧，D
的 Wiener指数是 19．

( c) 若 D中包含最长圈的圈长为 2，则 D = P4

"
，

它的 Wiener指数是 19．
综上，当 n = 4 时，取得第 3 大 Wiener 指数的有

向图只能是图 5，其 Wiener指数为 21．结论成立．
( iii) 当 n = 5 时，经过计算，图 3 和图 6 的 Wie-

ner指数是 44．

假设存在一个 5 阶有向图 D 不同构于 C→5，C
→ +

5 ，

和图 3 及图 6，但W( D) ≥44 =W( C→ + +
5 ) ．根据引理 7

和引理 1，D可分为以下 2 种情形．
情形 1 D 中仅存在一点 v，使得 od( v) = 2． D

中存在唯一一点 u，使得 id ( u) = 2，由引理 7 知，若
u = v，则对任意的点 w≠v，od( w) = id( w) =1，若 u≠
v，则 id( v) =1，od( u) = 1，且对任意点 w≠u，w≠v有

od( w) = id( w) = 1．注意到 D是不同构于 C→ +
5 和图 7

的无环有向图，故 D只能是图 7( a) 或者是一个简单
有向图，图 7( a) 的 Wiener 指数是 42，矛盾;由引理 4
知，能够取到Wiener指数值为 44 的简单有向图只有
3种，即图 3．矛盾．
情形 2 D 中存在不同的 2 点 v1 和 v2，使得

od( v1 ) = od( v2 ) = 2．由引理 7 知，D 中至多有 2 对
相反弧．按照 D中包含相反弧的数目将 D分为 3 种
情况:

( a) 若包含 0 对相反弧，则 D是简单有向图，根
据引理 4，矛盾．
( b) 若包含 1 对相反弧，则

W( D) ≤( )52 × 5 － 3 × 5 + 9 － ( 5 － 1 + 1 ) = 39 ＜ 44．

矛盾．

( c) 若包含 2 对相反弧，由于 D不同构于 C→ + +
n ，

则这 2 对相反弧必然相邻，如图 7( b) 所示，图 7( b)
的 Wiener指数是 43 ＜ 44．矛盾．
故当 n = 5 时结论成立．

( a) ( b)
图 7 无环有向图

( iv) 当 n≥6 时，假设存在一个 n阶有向图 D不

同构于 C→n，C
→ +

n 和 C→ + +
n ，但 W ( D) ≥W ( C→ + +

n ) ． 依据
引理 7，D可以分为 2 种情形:
情形 1 D中仅存在一点 v，使得 od ( v) = 2． D

中存在唯一一点 u，使得 id ( u) = 2，由引理 7 知，若
u = v，则对任意的点 w≠v，od( w) = id( w) = 1，若 u≠
v，则 id( v) = 1，od( u) = 1，且对任意点 w≠u，w≠v有

od( w) = id( w) =1．注意到 D是不同构于 C→ +
n 的无环

有向图，故 D是一个只包含 2 个圈并且 2 个圈的公
共部分只有一个点的双圈有向图，由引理 8 知，

W( D) ≤n3 －2n2 +3n －2
2 ＜

n( )2 n － 2n + 4 = W ( C→ + +
n ) ．

矛盾．
或者 D是一个简单有向图，由引理 4 知，

W( D)≤
n( )2 n －3n +9 ＜

n( )2 n －2n +4 =W( C→ + +
n ) ．

矛盾．
情形 2 D 中存在不同的 2 点 v1 和 v2，使得

od( v1 ) = od( v2 ) = 2．
由引理 7 知，D中至多有 2 对相反弧．按照 D中

包含相反弧的数目将 D分为 3 种情况．
( a) 若包含 0 对相反弧，则 D是简单有向图，根

据引理 4 知，

W( D) ≤
n( )2 n －3n +9 ＜

n( )2 n －2n +4 =W( C→ + +
n ) ．

矛盾．
( b) 若包含 1 对相反弧，则

W( D) ≤
n( )2 n － 3n + 9 － ( n － 1 + 1) ＜

n( )2 n － 2n + 4 =W( C→ + +
n ) ．

矛盾．

( c) 若包含 2 对相反弧，由于 D不同构于 C→ + +
n ，

则这 2 对相反弧必然相邻，如图 8 所示．

图 8 2 对相反弧相邻的有向图

故
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wD( x) =
n( )2 － ( n －1) +1 － n( )－2 +2 =

n( )2 －2n +6，

wD ( )y =
n( )2 － ( n － 1) + 1 =

n( )2 － n + 2．

从而

W( D) =
n( )2 ( n － 2) +

n( )2 × 2 － 3n + 8 ＜

n( )2 n － 2n + 4 =W( C→ + +
n ) ．

矛盾．定理 1 证毕．
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The Digraphs with the Third Maximum Wiener Index

JIANG Yuntao，GAO Yubin* ，ZHAO Yujie
( School of Science，North University of China，Taiyuan Shanxi 030051，China)

Abstract: The extension to digraphs of Wiener index could be applicable in the topics of directed large networks，
particularly because with this measure，one assigns finite values to the average distance and betweenness centrality

of the nodes in a directed network． It is shown that among digraphs on n vertices，the directed cycle C→n achieves the

maximum Wiener index，and C→ +
n achieves the second maximum Wiener index． The Wiener index of directed graphs

is studied by using reduction to absurdity and discussing method． The directed graphs with the third largest Wiener
exponent are obtained and depict the corresponding extreme graphs．
Key words:Wiener index; directed graph; average distance; networks
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