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摘要:研究了如下形式的 Schwarzian微分方程亚纯解的存在与结构问题:

f ″( )f '
'
－ 1

2
f ″( )f '

2
=

Pm ( z)
Qn ( z)
，

其中 Pm ( z) ，Qn ( z) 是次数分别为m，n的不可约多项式，满足m≤ n － 2．已有研究结果给出了在该方程存
在亚纯解时 Pm ( z) /Qn ( z) 的特征，涉及比较复杂的行列式运算．该文找到了替换行列式运算的新检验条
件，通过判断有限个方程组是否有解来判断 Schwarzian方程是否存在亚纯解，并给出了亚纯解的具体结构．
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0 引言与主要结论

复微分方程研究的一个重要分支是讨论亚纯解

的存在与结构问题［1-4］．假设 f( z) 为亚纯函数，根据
定义，f( z) 的 Schwarzian 导数为 S( f，z) = ( f ″ /
f ') ' － ( f ″ / f ') 2 /2，Schwarzian微分方程为
( S( f，z) ) p = Ｒ( z，f) = P( z，f) /Q( z，f) ， ( 1)

其中 Ｒ( z，f) 是 1个以多项式为系数的关于 f的有理
函数．文献［5］研究了方程( 1) 解的分解问题． 以 1
阶代数微分方程亚纯解的 Malmquist 型结果［6-9］ 为
研究基础，文献［10］得到了方程( 1) 亚纯解的若干
值分布结果，并给出了方程( 1) 存在亚纯解时 Q( z，
f) 的分类，文献［11］研究了方程( 1) 亚纯解的增长
级，文献［12］研究了差分形式的 Schwarzian 方程．
若令方程( 1) 的右边项只与 z有关，p = 1 ，则方程( 1)
变为

S( f，z) = Ｒ( z) = Pm ( z) /Qn ( z) ， ( 2)
其中 Pm ( z) ，Qn ( z) 是次数分别为 m，n 的不可约多
项式． 讨论方程( 2) 是否存在亚纯解，就是讨论
Pm ( z) /Qn ( z) 是否为某个亚纯函数的 Schwarzian导
数．复分析的许多研究分支均存在与 Schwarzian 导
数有 关 的 结 果［13-14］． 如 下 2 个 命 题 反 映 了
Schwarzian导数最基本的“不变性”特点．

命题 1 假设 f，g 为亚纯函数，则 S( f，z) =
S( g，z) 当且仅当 f是 g的 1 个 Mbius变换．
命题2 S( f，z) = 0当且仅当 f是Mbius变换．
由命题1可知，若 f是方程( 2) 的1个亚纯解，则

f的Mbius变换全体即为方程( 2) 的全体亚纯解．易
得以下 2 个命题．
命题 3 假设 f 为 S( f，z) = c( c ≠ 0) 的亚纯

解，则 f = ( c1e
－2槡 cz + c2 ) / ( c3e

－2槡 cz + c4 ) ，其中
c1c4 ≠c2c3 ．
命题 4 方程( 2) 不可能同时存在有理解和超

越亚纯解．
文献［11］研究了 Schwarzian 方程亚纯解的增

长级，得到了如下的结论．
定理A 假设 f为方程( 2) 的一个超越亚纯解，

则 m ＞ n － 2．
由此得到本文的第 1 个结果．
定理 1 当 m ＞ n － 2时，方程( 2) 不存在有理

解，当 m≤ n － 2 时，方程( 2) 不存在超越亚纯解．
本文主要研究当m≤ n － 2时，方程( 2) 存在有

理解的条件和有理解的具体结构． I． Laine 在文献
［3］中指出，如果方程( 2) 存在有理解，则 Ｒ( z) 有
且仅有 2重极点，也即 Qn ( z) 有且仅有 2重零点，故
假设 n≥ 2．结合有理函数的分解理论［15］，可将方程
( 2) 改写为
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S( f，z) =
A1

z － z1
+

B1

( z － z1)
2 +

A2

z － z2
+

B2

( z － z2)
2 +… +

Ak

z － zk
+

Bk

( z － zk )
2， ( 3)

其中正整数 k表示 Qn ( z) 的零点个数( 不计重数) ，
Ai，Bi ( i = 1，2，…，k) 为常数，且满足 A1 + A2 +… +
Ak = 0( 否则无法满足前提条件m≤ n － 2) ，Bi≠0．
记 uf : = f ″ / f '，易知，若 f为方程( 3) 的有理解，则 uf

必为如下的“相关”Ｒiccati微分方程的解:

u' － u2

2 =
A1

z － z1
+

B1

( z － z1 )
2 +

A2

z － z2
+

B2

( z － z2 )
2 +

… +
Ak

z － zk
+

Bk

( z － zk )
2， ( 4)

这里“相关”表示方程( 4) 具有与方程( 3) 完全相同
的右边项．事实上，I． Laine在文献［3］中指出，方程
( 3) 有解当且仅当方程( 4) 有单参数解族．因此，得
到本文的第 2 个结果．
定理2 若方程( 3) 存在有理解，则方程( 4) 存

在有理解族，且任给方程( 4) 的 1 个解 u，存在方程
( 3) 的 1 个解 f，使得 u = f ″ / f '．
文献［3］中给出了一个亚纯函数成为另一个亚

纯函数的 Schwarzian导数的充要条件． 该条件包含
3类等式的验证，其中第3类等式要求验证若干个与
右边项极点有关的行列式等于 0，计算比较复杂． 本
文用检验若干个方程组是否有解来代替原先的第 3
类等式的验证，并且给出了在存在有理解时有理解

的具体结构．根据零点个数 k的不同取值，得到如下
2 个结果．
定理 3 若 Schwarzian微分方程

f ″( )f '
'
－ 1

2
f ″( )f '

2
=

B1

( z － z1 )
2 ( B1 ≠ 0) ( 5)

存在有理解，则 1 － 2B1 = m2，m≥ 2( m∈ Z) ，且有
理解 f = M( ( z － z1 )

m ) ，其中 M(·) 表示 Mbius变
换全体．此时“相关”Ｒiccati微分方程

u' － u22 = B1( z － z1 )
2 ( 1 － 2B1 = m2，

m≥ 2( m∈ Z) ) ( 6)
的解为 u = － ( m + 1) / ( z － z1 ) ，或者

u = m － 1
z － z1

+ － 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1) － d1

+ － 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1) － d2

+… +

－ 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1 ) － dm

，

其中 c为任意复数，d1，d2，…，dm为 1 /m互不相同的
m次方根．
定理 4 若 Schwarzian微分方程

f ″( )f '
'
－ 1
2

f ″( )f '
2
=

A1

z － z1
+

B1

( z － z1 )
2 +

A2

z － z2
+

B2

( z － z2 )
2 ( A1 + A2 = 0，B1，B2 ≠ 0) ( 7)

存在有理解，则 1 － 2Bi = m2
i，mi ≥ 2( m∈ Z) ，i =

1，2．记 λ i = mi － 1 ＞ 0，λ' i = － mi － 1 ＜ 0，i = 1，
2，λ = min{ λ1，λ2 } ，则方程( 7) 存在有理解当且仅
当以下 λ + 1 种情况中有一种满足:
( i) λ1λ2 = A1 ( z2 － z1 ) ，此时有理解 f =

M ∫( z － z1 ) λ1 ( z － z2 ) λ2d( )z ;
( ii) 存在 i 个( i = 1，…，λ) 复数 b1，…，bi使得

下列 i + 1 个等式同时成立:
λ1λ2

z1 － z2
+∑

i

k = 1

－ 2λ1

z1 － bk
= － A1，

－ 2λ1

bj － z1
+

－ 2λ2

bj － z2
+ ∑

i

k = 1，k≠j

4
bj － bk

= 0{ ，

其中 j = 1，…，i．此时有理解

f = M ∫ ( z － z1 ) λ1 ( z － z2 ) λ2

( z － b1 )
2 …( z － bi )

2d( )z ．

注 1 文献［5］提到过定理 3 中 Schwarzian微
分方程解的结构．将该结论写进定理 3 既是为了叙
述的完整，也是为定理后半部分证明“相关”Ｒiccati
微分方程解的结构做准备．

1 引理

引理1［3］ 假设 u1，u2是Ｒiccati微分方程 u' =

A( z) + u2的 2个亚纯解，A( z) 是复平面内单连通区
域 G上的亚纯函数．如果 u1 只有单重极点且 2u1 在

u1 所有极点处的留数均为整数，则上述 Ｒiccati方程
存在单参数亚纯解族( uc ) c∈C，使得对于任意不等于

u1 的亚纯解 u，均存在某个 c∈ C满足 u = uc．
引理 2 假设 g是 f的1个Mbius变换，即 g =

( af + b) / ( cf + d) ，ad≠ cd ，则
g″
g' = f ″

f ' +
－ 2cf '
cf + d = f ″

f ' +
－ 2( cf + d) '

cf + d ．

这个等式表明如果 g是 f的1个线性变换( c = 0) ，则
g″ /g' = f ″ / f '．
证 由计算可得

g' = af + b( )cf + d
'
= ( ad － bc) f '
( cf + d) 2

，

g″ = ( ad － bc) f ″( cf + d) － 2( ad － bc) c( f ') 2

( cf + d) 3
．

因此
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g″
g' = f ″

f ' +
－ 2cf '
cf + d = f ″

f ' +
－ 2( cf + d) '

cf + d ．

2 定理的证明

定理 1的证明 假设 f为方程( 2) 的 1个亚纯
解．由命题 4 和定理 A易知，当 m≤ n － 2时，f必为
有理函数．反之，若 f 为方程( 2) 的 1 个有理解，则
成立

f ″
f ' =

k1
z － z1

+
k2

z － z2
+ … +

kl

z － zl
，

其中 zi是 f '的 ki 重零点或极点，i = 1，…，l ．将上
式代入方程( 2) 得

S( f，z) =
－ k1
( z － z1 )

2 +
－ k2
( z － z2 )

2 +… +
－ kl

( z － zl )
2 －

1
2

k1
z － z1

+
k2

z － z2
+ … +

kl

z － z( )
l

2

=

P2l－2( z)
( z － z1)

2( z － z2)
2…( z － zl )

2 =
Pm( z)
Qn( z)
，

其中 P2l －2 ( z) 是次数不超过 2l － 2 的多项式． 因此
n － m≥2l － ( 2l － 2) = 2，即 m ≤ n － 2． 因此，当
m ＞ n － 2 时，f必为超越函数．
定理 2的证明 假设 f为方程( 3) 的 1个有理

解．由命题 1，g = 1 / f 也为方程( 3) 的 1 个有理解．
记 uf = f ″ / f '，ug = g″ /g'，则 uf，ug为方程( 4) 的2个
不同的有理解．由引理 1 及其证明和引理 2 可得:
( i) 方程( 4) 的任意解 u 均为有理函数，满足

u = uf，或者 u = uf － 2f ' / ( f + c) ，c ∈ C;
( ii) 假设 g是 f的1个Mbius变换，即 g = ( af +

b) ( cf + d) ，ad≠cd．通过选择不同的 a，b，c，d 的
值，可使 g″ /g' 取遍方程( 4) 的所有解．
定理 3的证明 假设 f为方程( 5) 的 1个有理

解，则

f ″
f ' =

k1
z － z1

+
h1

z － d1
+ … +

hl

z － dl
， ( 8)

其中 k1，hi均为非零整数，z1，di分别是 f '的 k1 重、

hi 重零点或极点，i = 1，…，l． 将( 8) 式代入方程
( 5) 得( k1 + 1)

2 = 1 － 2B1，hi = － 2．因为 f '没有单
重极点，所以 k1 ≠－ 1，1 － 2B1 = m2，m ≥ 2( m ∈
Z) ．由计算易知 f = ( z － z1 )

m为方程( 5) 的 1个解，
故方程( 5) 的全体解为M( ( z － z1 )

m ) ．令 g = 1 / ( z －
z1 )

m，则 uf = f ″ / f ' = ( m － 1) / ( z － z1 ) ，ug = g″ /
g' = ( － m － 1) / ( z － z1 ) 为方程( 6) 的 2个不同的
有理解．由引理 1 和定理 2，方程( 6) 的解满足 u =
ug = ( － m － 1) / ( z － z1 ) ，或者

u = ug － 2g'
g + c =

ug － 2
( z － z1 ) ( c( z － z1 )

m － 1 /m)
= ug + 2m

z － z1
+

－ 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1 ) － d1

+ － 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1 ) － d2

+ … +

－ 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1 ) － dm

= uf +
－ 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1 ) － d1

+

－ 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1 ) － d2

+ … + － 2 m
槡c

m
槡c ( z － z1 ) － dm

，

其中 d1，d2，…，dm 为 1 /m互不相同的 m 次方根． 上
述等式的证明依赖如下 2 个等式:
( Ⅰ) ( z － d1 ) ( z － d2 ) …( z － dm ) = zm － 1 /m;

( Ⅱ) ∑
m

i = 1
∏
m

j = 1，j≠i
( z － dj ) = mzm－1 ．

定理 4的证明 假设 f为方程( 7) 的 1个有理
解，则

f ″
f ' =

k1
z － z1

+
k2

z － z2
+

h1

z － d1
+ … +

hl

z － dl
，( 9)

其中 k1，k2，hj 均为非零整数，z1，z2，dj 分别是 f ' 的
k1 重、 k2 重、 hj 重零点或极点，j = 1，…，l． 将
( 9) 式代入方程( 7) ，进行同定理 3类似的讨论可得
( ki + 1) 2 = 1 － 2Bi = m2

i，mi ≥ 2( m∈ Z) ，i = 1，
2，hj = － 2，j = 1，…，l． 令 λ1 = m1 － 1，λ'1 =
－ m1 － 1，λ2 = m2 － 1，λ'2 = － m2 － 1，则( 9) 式可以
表示为如下 4 种形式之一:

( Ⅰ) u1 : =
f ″
f ' =

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

l1

j = 1

－ 2
z － d1j
;

( Ⅱ) u2 : =
f ″
f ' =

λ1

z － z1
+

λ'2
z － z2

+∑
l2

j = 1

－ 2
z － d2j
;

( Ⅲ) u3 : =
f ″
f ' =

λ'1
z － z1

+
λ2

z － z2
+∑

l3

j = 1

－ 2
z － d3j
;

( Ⅳ) u4 : =
f ″
f ' =

λ'1
z － z1

+
λ'2

z － z2
+∑

l4

j = 1

－ 2
z － d4j

．

由定理 2，下述“相关”的 Ｒiccati微分方程的解
只能具有( Ⅰ) ，( Ⅱ) ，( Ⅲ) ，( Ⅳ) 4 种形式:

u' － 1
2 u2 =

A1

z － z1
+

B1

( z － z1 )
2 +

A2

z － z2
+

B2

( z － z2 )
2 ．

( 10)
下面的讨论分为 3 步:
第 1 步 方程( 10) 的所有解除了至多 3 个以

外均具有形式( Ⅰ) ．

假设 u2，u2 是方程( 10) 的 2个不同的具有形式

( Ⅱ) 的解，则存在方程( 7) 的2个不同的解 f，f使得
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u2 = f ″
f ' =

λ1

z － z1
+

λ'2
z － z2

+∑
l2

j = 1

－ 2
z － d2j
，

u2 = f ″
f '

=
λ1

z － z1
+

λ'2
z － z2

+∑
l
－
2

j = 1

－ 2
z － d2j

．

因为 λ'2 ＜ 0，所以 z2既是 f也是 f的极点．但是由命题

2和引理2，f = ( af + b) ( cf + d) ，ad≠ cd，c≠0可

知 f的任意极点都是 f的解析点，得到矛盾．因此，方
程( 10) 至多存在 1 个具有形式( Ⅱ) 的解． 对形式
( Ⅲ) ，( Ⅳ) 也可进行类似的讨论，得到相同的
结论．
第 2 步 形式( Ⅰ) 下分 2 种子形式:

( a) u1 =
λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

l1

j = 1

－ 2
z － d1j
;

( b) u1 : =
λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

l1

j = 1

－ 2
z － d1j

，

其中 l1 ＞ l1，l1 + l1 = λ1 + λ2 + 1．方程( 10) 的所有
具有形式( Ⅰ) 的解除了 1 个具有形式( b) 外，其余

均具有形式( a) ． 这里，l1，l1 是 2 个确定的数，但是
d1j 可以不同．
假设

uf = f ″
f ' =

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

l1

j = 1

－ 2
z － d1j
， ( 11)

由此可得

f ' = cf ( z － z1) λ1( z － z2) λ2∏
l1

j =1
( z － d1j)

2， ( 12)

f = A( z) ∏
l1

j = 1
( z － d1j ) ， ( 13)

其中 cf是1个非零常数，A( z) 是1个多项式．由引理
2，不失一般性，可假设A( z) 的最高次项的系数为1．
令 g是方程( 7) 的另一个解，使得 g″ /g'≠ f ″ / f '，则
g = ( af + b) ( cf + d) ，ad ≠ cd，c ≠ 0，简记为
g = ( af + b) ( f + d) ．由引理 2 可得

g″
g' = f ″

f ' +
－ 2( f + d) '

f + d ． ( 14)

假设 bi 是 f + d的 βi 重零点，i = 1，2，…，nd，nd

表示 f + d不同的零点个数．因为 d1j，j = 1，2，…，l1均
为 f的单重极点，故由( 11) 式、( 14) 式可得

ug = g″
g' = f ″

f ' +∑
nd

i = 1

－ 2βi

z － bi
+∑

l1

j = 1

2
z － d1j

=

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

nd

i = 1

－ 2βi

z － bi
． ( 15)

如果存在某个 i，使得 bi = z1，即 z1是 f + d的 βi

重零点，则由 ug的形式可知必成立λ1 － 2βi = λ'1，故

βi = ( λ1 － λ'1 ) /2 = λ1 + 1．因此，如果 z1是 f + d的
零点，必为 λ1 + 1重．同理可得，如果 z2是 f + d的零
点，必为 λ2 + 1重．因为 f '只有 z1，z2 2个零点，故 f +
d不同于 z1，z2 的零点均为单重零点．
对于( 13) 式，记 α = degA( z) ，不失一般性可设

α≠ l1，否则用 f － 1代替 f即可．由( 12) ，( 13) 式可得

f ' =
A( z)

∏
l1

j = 1
( z － d1j







)

'
=

A'( z)∏
l1

j = 1
( z － d1j ) － A( z) ∏

l1

j = 1
( z － d1j( )) '

∏
l1

j = 1
( z － d1j )

2

=

cf ( z － z1 ) λ1 ( z － z2 ) λ2

∏
l1

j = 1
( z － d1j )

2

．

比较等式两边分子的次数可得

α + l1 = λ1 + λ2 + 1． ( 16)
下面分 2 种情况讨论．

情况 1 若 α ＞ l1，则 f + d = ( A( z) + d∏
l1

j =1
( z －

d1j ) )∏
l1

j = 1
( z － d1j ) ．取 d≠－ f( z1 ) 且 d≠－ f( z2 ) ，

则 f + d有 α个单重零点，由( 15) 式可得

ug = g″
g' =

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∏

α

i = 1

－ 2
z － bi

．

情况2 若 α ＜ l1，则 A( z1 ) ≠0且 A( z2 ) ≠0．
否则有如下 2 种情况．
子情况 1 若 A( z1 ) = 0 且 A( z2 ) = 0，则由

( 13) 式可得

f = A( z)

∏
l1

j = 1
( z － d1j )

=
( z － z1 ) λ1

+1 ( z － z2 ) λ2
+1B( z)

∏
l1

j = 1
( z － d1j )

．

因此，α = λ1 + 1 + λ2 + 1 + degB( z) ，代入( 16)
式得 λ1 + 1 + λ2 + 1 + degB( z) + l1 = λ1 + λ2 + 1，
等式不成立．
子情况 2 若 A( z1 ) = 0 而 A( z 2 ) ≠ 0，则由

( 13) 式可得

f = A( z)

∏
l1

j = 1
( z － d1j )

=
( z － z1 ) λ1

+1 B( z)

∏
l1

j = 1
( z － d1j )

．

类似可得 λ1 + 1 + deg B( z) + l1 = λ1 + λ2 + 1，

故 l1 = λ2 － deg B( z) ≤ λ2 ． 另一方面，取 d =
－ f( z2 ) ，则
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f + d = f － f( z2 ) = ( z － z2 ) λ2
+1C( z) ∏

l1

j = 1
( z － d1j ) ．

可知 l1 = λ2 + 1 + degC( z) ＞ λ2 ． 2个不等式矛盾．
同理可知 A( z1 ) ≠ 0 而 A( z2 ) = 0 也不成立．
因此，在情况 2 下，A( z) 有 α 个单重零点． 取

d = 0，可得

ug = g″
g' =

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

α

i = 1

－ 2
z － bi

．

取 d≠ 0，d≠－ f( z1 ) ，且 d≠－ f( z2 ) ，可得

ug = g″
g' =

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

l1

i = 1

－ 2
z － bi

．

第 3步 得到方程( 7) 存在有理解的各种不同
情况，并给出有理解的具体结构．
根据上述讨论，假设 uf = f ″ / f ' 具有形式( a) ，

则 f = A( z) ∏
l1

j = 1
( z － d1j ) ，其中 α = degA( z) ＜ l1，

A( z1 ) ≠ 0 且 A( z2 ) ≠ 0．令 g = 1 / f，则

ug = g″
g' =

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

α

i = 1

－ 2
z － bi

．

这里 bi 是 A( z) 的零点，则 ug 即为方程( 10) 具有形
式( b) 的唯一解．故

α = l1 = λ1 + λ2 + 1 － l1 ． ( 17)
类似子情况 1 的讨论可知，f( z1 ) ≠ f( z2 ) ． 取

d = － f( z1 ) ，则 f + d = f － f( z1 ) = ( z －

z1 ) λ1
+1D( z) ∏

l1

j = 1
( z － d1j ) ． 因此 l1 = λ1 + 1 +

degD( z) ． 结合( 17) 式可得α = λ2 － degD( z) ≤λ2 ．
同理可得 α≤ λ1 ．记 λ = min{ λ1，λ2 } ，则 0 ≤ α≤
λ．接下来分 λ + 1 种情况讨论．
情况 1 α = 0，此时

ug = g″
g' =

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
( 18)

是方程 ( 10) 的 1 个解，将其代入方程 ( 10) 得
λ1λ2 = A1 ( z2 － z1 ) ．同时，由( 18) 式可得 g' = ( z －
z1 ) λ1 ( z － z2 ) λ2，这是 1个多项式，所以方程( 7) 的全

体解为 M ∫( z － z1 ) λ1 ( z － z2 ) λ2d( )z ．

情况 2 α = i，i = 1，…，λ，此时

ug = g″
g' =

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

i

k = 1

－ 2
z － bk

( 19)

是方程( 10) 的 1 个解，将其代入方程( 10) 得
λ1λ2

z1 － z2
+∑

i

k = 1

－ 2λ1

z1 － bk
= － A1，

－ 2λ1

bj － z1
+

－ 2λ2

bj － z2
+ ∑

i

k = 1，k≠j

4
bj － bk

= 0{ ，

( 20)

其中 j = 1，…，i．反之，假设b1，…，bi 满足方程组

( 20) ，由( 19) 式可得

g' =
( z － z1 ) λ1 ( z － z2 ) λ2

( z － b1 )
2 ( z － b2 )

2…( z － bi )
2，

由方程组( 20) ，
Ｒe sbjg' = lim

z→bj
( ( z － bj )

2g') ' =

lim
z→bj

( z － z1) λ1( z － z2) λ2

∏
i

k =1，k≠j
( z － bk)

2

λ1

z － z1
+

λ2

z － z2
+∑

i

k =1，k≠j

－2
z － b( )

k

= 0，

故 g也是 1 个有理函数，所以方程( 7) 的全体解为

M ∫ ( z － z1 ) λ1 ( z － z2 ) λ2

( z － b1 )
2…( z － bi )

2d( )z ．

3 讨论

针对 Schwarzian微分方程

f ″( )f '
'
－ 1
2

f ″( )f '
2
=

A1

z － z1
+

B1

( z － z1 )
2 +

－ A1

z － z2
+

B2

( z － z2 )
2， ( 21)

其中 1 － 2Bi = m2
i，mi ≥ 2( m∈ Z) ，利用定理 4 的

方法，可以很快得到亚纯解的结果．例如，假设B1 =
－ 3 /2，B2 = － 60，则 m1 = 2，m2 = 11，λ1 = m1 －
1 = 1，λ2 = m2 － 1 = 10，λ = min{ λ1，λ2 } = 1，故
方程( 21) 只在以下 2 种情况存在亚纯解:
( i) λ1λ2 = A1 ( z2 － z1 ) ;

( ii) b 使得等式
λ1λ2

z1 － z2
+

－ 2λ1

z1 － b = － A1和

－ 2λ1

b － z1
+
－ 2λ2

b － z2
= 0成立．根据 z1，z2，A1的不同取值，

可以得到如下不同结果:

( a) z1 = 1，z2 = 11，A1 = 1，则满足情况( i) ，此
时方程( 21) 的全体解为

M ∫( z － 1) ( z － 11) 10d( )z ;
( b) z1 = 1，z2 = 11，A1 = － 6 /5，则当 b = 21 /11

时，满足情况( ii) ，此时方程 ( 21) 的全体解为

M ∫ ( z － 1) ( z － 11) 10

( z － 21 /11) 2
d( )z ;

( c) z1 = 1，z2 = 11，A1 ≠ － 6 /5，且 A1 ≠ 1，此
时情况( i) 、( ii) 均无法满足，故方程( 21) 不存在
亚纯解．
当方程( 3) 中 k≥ 3时，是否仍可用定理 4的方

法证明类似结论成立，将是进一步研究的难点，其难

点在于: 不能确定是否仍然可以通过取几个数中的
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最小数来限定解可能存在的几种情形，对此问题将

作进一步研究．
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The Meromorphic Solutions of a Certain Type of
the Schwarzian Differential Equation

LU Xiaoqing1，ZHANG Jianjun1* ，LIAO Liangwen2

( 1． Mathematics and Information Technology School，Jiangsu Second Normal University，Nanjing Jiangsu 210013，China;
2． Department of Mathematics，Nanjing University，Nanjing Jiangsu 210093，China)

Abstract: In this paper，meromorphic solutions of the following type of the Schwarzian differential equation f ″( )f '
'
－

1
2

f ″( )f '
2
=

Pm ( z)
Qn ( z)

are studied． Here Pm ( z) ，Qn ( z) are two irreducible polynomials of degree m，n satisfying m≤

n － 2 ． The characterization of Pm ( z) Qn ( z) for ensuring the existence of meromorphic solutions is known，but
very complicated in the calculation of determinants． A new condition，which tests the existence of solutions of a se-
ries of equation sets，has been found in this paper，to replace the determinant requirements． Furthermore，the so-
lution structures are also given out for the first time．
Key words: Schwarzian differential equation; Mbius transformation; meromorphic solution
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