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摘要: 讨论了非线性差分方程 x( n) = ∑
n

k = －"
α( n，n － k) f( k，x( k) ) + h( n，x( n) ) ，n∈ Z的伪概周期解的存

在性，其中 α: Z × Z +→Ｒ +，h: Z × Ｒ +→Ｒ +和 f: Z × Ｒ +→Ｒ + ．通过 2 个例子说明定理 1 中的 4 个条件是
可以实现的．
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0 引言

H． L． Smith等［1-3］在研究一类传染性疾病模型
时得到了如下的时滞积分方程

x( t) = ∫
t

t －x( t)
f( s，x( s) ) ds，t∈ Ｒ．

1996 年，K． Ezzinbi等［4］ 借助 Hilbert度量研究了上
述方程正周期解的存在性． 2002年，L． K． Boey等将
此模型延伸到离散的情形． 2003 年，Y． Hamaya［5］ 证
明了有限时滞差分方程

x( t) = ∑
t －1

s = t－x
f( s，x( s) ) ，t∈ Z∩［τ，+ ")

的概周期解的存在性． 2011 年，Ding Huisheng 等［2］

研究了如下非线性时滞差分方程

x( n) = h( x( n) ) + ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) ，n∈ Z ( 1)

的概周期解的存在性． 2013 年，Ding Huisheng 等［6］

继续研究了方程( 1) 的加权概周期解的存在性．
近年来，时滞积分和差分方程的正概周期解和

概自守解的存在性受到了越来越多学者的关

注［7-13］．在这些工作的基础上，本文研究方程

x( n) = ∑
n

k = －∞
α( n，n － k) f( k，x( k) ) +

h( n，x( n) ) ，n∈ Z ( 2)
的伪概周期解的存在性问题． 实际上，当方程( 2)
中的

α( n，k) =
0，k ＞ τ( n) ，
1，k≤ τ( n{ ) ，

而 τ( n) : Z→ Z + 为 1个周期函数，且 h( n，x( n) ) ≡
h( x( n) ) 时，方程( 2) 退化成方程( 1) ，即文献［2］
所研究的方程( 1) 是本文所研究的方程( 2) 的一种
特例．

1 基本定义和定理

用Z( Z + ) 表示整数集( 非负整数集) ，N表示正
整数集，Ｒ( Ｒ + ) 表示实数集( 非负实数集) ，称数集

P Z为在 Z中是相对稠密的，如果存在一个正整
数 p∈ N，n∈ Z，都有 P∩［n，n +p］≠，其中
［n，n + p］≡ { n，n + 1，…，n + p} ． X( Y) 是赋予范数
‖·‖X(‖·‖Y) 的实Banach空间． (B X， )Y 表示所有
X到Y上的有界映射．特别地，称以Z或Z +为定义域

的映射为序列．
除此之外，对于子集ΩＲ，设 f: Z × Ω→Ｒ，若

ε ＞ 0，δ ＞ 0，当 x1，x2∈ K且 x1 － x2 ＜ δ时，
使得n∈ Z，有 f( n，x1 ) － f( n，x2 ) ＜ ε，称函数
f在 Ω上关于 n是一致连续的，用 C( Z × Ω) 表示所
有这样函数 f的集合．
定义 1［14］ 称序列 f: Z→ X为概周期序列，如

果ε ＞ 0，数集
{ k∈ Z:‖f( n + k) － f( n)‖X ＜ ε，n∈ Z}

在 Z上是相对稠密的．用 AP( Z，X) 表示所有这样序列
的集合，在不引起混淆的情况下，简记为 AP( Z) ．
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定义 2 称序列 f: Z→ X是正规的，如果对于任
{意整数序列 m' }i ， {总能找到它的子序列 m }i ，使得

ε ＞ 0，N ＞ 0，当 i1，i2 ＞ N时，n∈ Z，有
f( n + mi1 ) － f( n + mi2 ) ＜ ε．

引理1［14］ 序列 f: Z→ X是一个概周期序列当
且仅当 f是正规的．

定义 3 记PAP0( Z，X) = { f∈B( Z，X) : lim
k→+"

1
2k·

∑
k

n = －k
‖f( n) ‖X = 0，k，n∈ Z} ，称有界序列 f: Z→Ｒ

为伪概周期序列，如果  f ap∈AP( Z) 和 f e∈
PAP0 ( Z) ，使得 f = f ap + f e，用 PAP( Z，X) 表示所
有伪概周期序列的集合，在不引起混淆的情况下，简

记为 PAP( Z) ．
易见，AP( Z) 和 PAP( Z) 关于上确界范数是

Banach空间［1］．
引理 2［14］ 对于伪概周期序列，下述结论成立:
( i) 若x(·) 为伪概周期序列，a为实数，j为整数，

则 x(·+ j) ，x( j·) ，ax(·) 都是伪概周期序列．
( ii) 若 x(·) ，y(·) 为伪概周期序列，则 x(·) ±

y(·) ，x(·) y(·) 都是伪概周期序列．
定义4 设连续函数 f:Z ×Ｒ→Ｒ，ε ＞ 0和任意

紧子集ΩＲ，数集{ k∈Z: f( n + k，x) － f( n，x) ＜
ε，n∈Z，x∈Ω} 在Z上是相对稠密的，称 (f n，

)x 对 x∈ Ｒ关于 n是一致概周期的，一致概周期函
数的全体记作 AP( Z × Ｒ，Ｒ) ，在不引起混淆的情况
下，简记为 AP( Z × Ｒ) ．
定义5 设 f: Z × Ｒ→Ｒ为连续函数，对于任意

紧子集 Ω Ｒ都有 f在 Z × Ω是有界的，并且

lim
k→+"

1
2k∑

k

n = －k
f( n，x) = 0，

其中 n∈ Z，x∈ Ω，称 f( n，x) 为 Z × Ω上的扰动函
数，记 PAP0 ( Z × Ｒ) 表示所有这样函数的集合．
记 PAP( Z × Ｒ) 表示所有这样函数 f 的集合:

f = f ap + f e，其中 f ap∈AP( Z ×Ｒ) ，f e∈PAP0( Z ×Ｒ) ．
引理 3［14］ 令 f ∈ PAP( Z × Ｒ) ，则下列结论

成立:

( i) 对于任意紧子集 Ω Ｒ，f∈ C( Z × Ω) 且 f
在 Z × Ω上是有界的;
( ii) 若 x ∈ PAP( Z) ，且对每个 n ∈ Z，都有

x( n) ≥ 0，则 f(·，x(·) ) ∈ PAP( Z) ．
定义 6［15］ 称 Banach空间 X中的一个闭凸集

P为锥，如果它满足下列 2 个条件:
( i) 若 x∈ P，则λ≥ 0，有 λx∈ P;
( ii) 若 x∈ P且 － x∈ P，则 x = θ，其中 θ为 X

中的零元素．
运用锥 P 的性质，在 X 中引入一个偏序关系，

x≤y当且仅当 y － x∈P．对任意给定的 u，v∈P，记
［u，v］: = { x∈X u≤ x≤ v} ．用Po表示P的内部，
若 Po ≠，则称锥 P为体锥．
称 P锥为正规的，如果存在一个常数 k ＞ 0，使

得当 0 ≤ x≤ y时，就有‖x‖X ≤ k‖y‖X ．
引理 4［1］ 令 Po 表示实 Banach空间 X中的一

个正规体锥P的内部，假设算子 A: Po × Po × Po→Po

满足如下 4 个条件:
( S1) 对每个 x，y，z∈ Po，A(·，y，z) 是单调递增

的，A( x，·，z) 单调递减，且 A( x，y，·) 单调递减;
( S2) 存在一个函数 φ: ( 0，1) × Po × Po → ( 0，

+ ") ，使得x，y，z∈ Po 和 λ∈ ( 0，1) ，都有 φ( λ，
x，y) ＞ λ且 A( λx，λ －1y，z) ≥ φ( t，x，y) A( x，y，z) ;
( S3) x0，y0 ∈ Po 使得 x0 ≤ y0，x0 ≤ A( x0，y0，

x0 ) ，A( y0，x0，y0 ) ≤ y0，并且 inf
x，y∈［x0，y0］

φ( λ，x，y) ＞ λ，

λ∈ ( 0，1) ;
( S4) 存在一个常数 L ＞ 0使得当 z1 ≥ z2 时，对

所有的 x，y，z1，z2 ∈ Po，有

A( x，y，z1 ) － A( x，y，z2 ) ≥－ L( z1 － z2 ) ，
则 A在［x0，y0］中存在唯一的不动点 x* ，即 A( x* ，
x* ，x* ) = x* ．
文中一些未给出的定义和符号均参见文献［14］．

2 主要结论

引理 5 设函数 α: Z × Z +→ Ｒ + 使得序列 g:
n→ α( n，·) 满足 g ∈ B( Z，l1 ( Z + ) ) ，如果 f ∈

B( Z，Z+ ) ，则F( n) =∑
n

k = －"
α( n，n － k) f( k) 是有界的．

证 由于‖F( n)‖ = ∑
n

k = －"
α( n，n － k) f( k) =

∑
+"

k = 0
α( n，k) f( n － k) ≤ ‖f‖" ‖α( n，·) ‖l1( Z) ，

故 F是有界的．
引理 6 设函数 α: Z × Z +→ Ｒ + 使得序列 g:

n→ α( n，·) 满足 g ∈ AP( Z，l1 ( Z + ) ) ，如果 f ∈

AP( Z) ，则F( n) = ∑
n

k = －"
α( n，n － k) f( k) 是概周期的．

证 由引理5知，F是有界的．要证F∈AP( Z) ，
即要证 F是正规的．易见，F也可以表示成 F( n) =

∑
"

k = 0
α( n，k) f( n － k) ．

{设 m }i 是任意整数序列，由于 g ∈ AP( Z，
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l1 ( Z) ) 和 f∈ AP( Z) ， {存在 m }i {的子序列 mi }
1

及序列α1 ( n，·) : Z→Ｒ和 f1 : Z→Ｒ，当i1 →+ "时，
使得n∈ Z，都有

‖α( n + mi1，·) － α1 ( n，·) ‖l1( Z) → 0，
f ( n － k + mi1 ) － f1 ( n － k) → 0．

令 F1 ( n) = ∑
"

k = 0
α1 ( n，k) f1 ( n － k) ，考虑

F( n + mi1 ) － F1 ( n) = ∑
+"

k = 0
α( n + mi1，k)·

f( n － k + mi1 ) －∑
+"

k = 0
α1 ( n，k) f1 ( n － k) =

∑
+"

k = 0
( α( n + mi1，k) f( n － k + mi1 ) － α1 ( n，k) f1 ( n －

k) ) ≤∑
+"

k = 0
α( n + mi1，k) f( n － k + mi1 ) － α1 ( n，

k) f1 ( n － k) ≤∑
+"

k = 0
α( n + mi1，k) f ( n － k + mi1 ) －

α1 ( n，k) f( n － k + mi1 ) + α1 ( n，k) f ( n － k + mi1 ) －

α1 ( n，k) f1 ( n － k) ≤∑
+"

k = 0
α( n + mi1，k) f( n － k +

mi1 ) － α1 ( n，k) f( n － k + mi1 ) +∑
+"

k = 0
α1 ( n，k) f( n －

k + mi1 ) － α1 ( n，k) f1 ( n － k) ．

当i1 →+ "时，一方面，

∑
+"

k =0
α( n + mi1，k) f( n － k + mi1) － α1( n，k) f( n －

k +mi1) ≤‖f‖"∑
+"

k =0
α( n + mi1，k) － α1( n，k) →0．

另一方面，由 Lebesgue控制收敛原理知，

∑
+"

k = 0
α1 ( n，k) f( n － k + mi1 ) － α1 ( n，k) f1 ( n － k) =

∑
+"

k = 0
α1 ( n，k) f( n － k + mi1 ) － f( n － k) → 0．

综上所述，F是正规的，即 F∈ AP( Z) ．
引理 7 设函数 α: Z × Z +→ Ｒ + 使得序列 g:

n→ α( n，·) 满足 g∈ PAP( Z，l1 ( Z + ) ) ，且存在函

数 β( k) ∈ l1 ( Z) ，使得 αap ( n，k) ≤ β( k) ( n ∈

Z) 恒成立，若 f∈PAP( Z) ，则F( n) = ∑
n

k = －"
α( n，n －

k) f( k) 是伪概周期的，且 Fap ( n) = ∑
n

k = －"
αap ( n，n －

k) f ap ( k) ．
证 由引理 5 知 F是有界的，令

I( r) = 1
2r∑

r

n = －r
(∑

n

k = －"
α( n，n － k) f( k) －∑

n

k = －"
αap ( n，

n － k) f ap ( k) ) ，r∈ Z．

于是，要证 F ∈ PAP( Z) ，只要证明当 r →+ "时，
I( r) → 0．考虑

I( r) = 1
2r∑

r

n = －r
(∑

n

k = －"
( αap ( n，n － k) + αe ( n，n － k) ) ·

( f ap ( k) + f e ( k) ) －∑
n

k = －"
( αapn，n － k) f ap ( k) ) =

1
2r∑

r

n = －r
(∑

n

k = －"
αe ( n，n － k) f( k) +∑

n

k = －"
αap ( n，n － k) ·

f e ( k) ) = 1
2r∑

r

n = －r
∑

n

k = －"
αe ( n，n － k) f( k) +

1
2r∑

r

n = －r
∑

n

k = －"
αap ( n，n － k) f( k) ．

将上式分成 2 个部分来考虑，一方面，
1
2r∑

r

n = －r
∑

n

k = －"
αe ( n，n － k) f( k) ≤

1
2r∑

r

n = －r
∑

n

k = －"
αe ( n，n － k) ‖f‖" ≤

‖f‖"
1
2r∑

r

n = －r
‖αe ( n，n － k) ‖l1( Z) → 0，r→+ "．

另一方面，由 Fubini定理知，
1
2r∑

r

n = －r
∑

n

k = －"
αap ( n，n － k) f e ( k) =

1
2r∑

r

n = －r
∑
+"

k = 0
αap ( n，k) f e ( n － k) ≤ 1

2r∑
r

n = －r
∑
+"

k = 0
β( k) ·

f e ( n － k) = ∑
+"

k = 0
( β( k) 12r∑

r

n = －r
f e ( n － k) ) =

∑
+"

k = 0
( β( k) 12r ∑

r－k

n = －r－k
f e ( n) ) ．

令 Fr ( k) =
1
2r ∑

r－k

n = －r－k
f e ( n) ，易见 lim

r→+"
Fr ( n) → 0

和 Fr 是有界的．又由 Lebesgue控制收敛原理有

1
2r∑

r

n = －r
∑

n

k = －"
αap ( n，n － k) f e ( k) → 0，r→+ "．

定理 1 若方程( 2) 中的函数 f有分解

f( n，x) = ∑
m

i = 1
fi ( n，x) gi ( n，x) ，

其中 m∈ N是某个常数，且有下列 4 个条件成立:
( H1) fi，gi∈ PAP( Z × Ｒ +，Ｒ + ) ，fi ( n，·) 在Ｒ

+

上是单调递增的，gi ( n，·) 在 Ｒ +

(
上是单调递减的

i = 1，2，…， )m ． h: Z × Ｒ +→Ｒ + 及 h( n，·) 在Ｒ +

上是单调递减的，并且存在常数 L ＞ 0，使得
h( n，z1 ) － h( n，z2 ) ≥－ L( z1 － z2 ) ，z1≥ z2≥

0，n∈ Z;
( H2) 存在函数φi，ψi : ( 0，1) × ( 0，+ ") → ( 0，

1］，使得λ∈ ( 0，1) 和x，y ＞ 0，有
fi ( n，λx) ≥ φi ( λ，x) fi ( n，x) ，
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gi ( n，λ
－1y) ≥ ψi ( λ，y) gi ( n，y) ，

φi ( λ，x) ＞ λ，ψi ( λ，y) ＞ λ，i = 1，2，…，m;
同时，a，b∈ ( 0，+ ") 且 a≤ b，有

inf
x，y∈［a，b］

φi ( λ，x) ψi ( λ，y) ＞ λ，λ ∈ ( 0，1) ，i =

1，2，…，m;

( H3) 设函数 α: Z × Z +→ Ｒ + 使得序列 g
_
: n →

α( n，·) 满足 g
_
∈ PAP( Z，l1 ( Z + ) ) ，且 β( k) ∈

l1 ( Z+ ) ，使得 αap ( n，k) ≤ β( k) ( n∈ Z) 恒成立;
( H4) 对于任意常数 d ＞ 0，c∈ ( 0，d］，使得

inf
n∈Z∑

n

k = －"
α( n，n － k)∑

m

i = 1
fi ( k，c) gi ( k，d) ≥ c，

则方程( 2) 有唯一的伪概周期解，并且这个伪概周
期解有 1 个正下确界．
证 假设P = { x∈PAP( Z) : x( n) ≥0，n∈

Z} ，易证 P是 PAP( Z) 中的一个正规体锥，且
Po = { x ∈ PAP( Z) :ε ＞ 0，s． t． x( n) ≥ ε，

n∈ Z} ．
在 Po × Po × Po 上定义一个非线性算子 A:

A( x，y，z) ( n) = ∑
n

k = －"
a( n，n － k)∑

m

i = 1
fi ( k，x( k) )·

gi ( k，y( k) ) + h( n，z( n) ) ．
首先，证明算子 A是 Po × Po × Po → Po 上的算

子．令 x，y，z∈ Po ．由条件( H1) 和引理 3 知
fi (·，x(·) ) ，gi (·，y(·) ) ，h(·，z(·) ) ∈

PAP( Z) ，i = 1，2，…m，
则结合条件( H3) 和引理 7 得到 A( x(·) ，y(·) ，
z(·) ) ∈ PAP( Z) ．
由 y是有界序列知，M ＞ 0，使得n∈ Z，有

y( n) ≤ M．运用条件( H4) ，c∈ ( 0，M］，得到

inf
n∈Z∑

n

k = －"
α( n，n － k)∑

m

i = 1
fi ( k，c) gi ( k，d) ≥ c．

若 ε≥ c，则结论显然成立，接下来考虑当 ε ＜ c
时的情况，n∈ Z，

A( x，y，z) ( n) =∑
n

k = －"
α( n，n － k)∑

m

i = 1
fi ( k，x( k) )·

gi ( k，y( k) ) + h( n，z( n) ) ≥ ∑
n

k = －"
α( n，n － k) ·

∑
m

i = 1
fi ( k，ε) gi ( k，M) ≥∑

n

k = －"
α( n，n － k) ·

∑
m

i = 1
fi ( k，

ε
c ·c) gi ( k，M) ≥

ε
c ·c = ε ＞ 0．

即 A( x，y，z) ( n) ∈Po ．因此，A是一个Po × Po × Po→
Po 的算子．
其次，证明算子 A: Po × Po × Po → Po 满足引理

4 的 4 个假设．

由( H2) 易知，x，y，z ∈ Po，A(·，y，z) 是增函
数，A( x，·，z) 是减函数，A( x，y，·) 是减函数，即引
理 4 中的条件( S1) 满足．
令 a( x，y) = min { inf

n∈Z
x( n) ，inf

n∈Z
y( n) } ，b( x，y) =

max { sup
n∈Z

x( n) ，sup
n∈Z

y( n) } ，其中 x，y∈Po ．设 λ∈ ( 0，

1) ，定义
φi ( λ，x，y) = inf

u，v∈［a( x，y) ，b( x，y) ］
γi ( λ，u) ψi ( λ，v) ，

i = 1，2，…，m，φ( λ，x，y) = min
i = 1，2，…，m

φi ( λ，x，y) ．

由( H3) 知，对每个 x，y ∈ Po 和 λ ∈ ( 0，1) ，
φi ( λ，x，y) ＞ λ( i = 1，2，…，m) ，则φ( λ，x，y) ＞ λ也
成立．再由( H3) 可以得到，对所有的 x，y，z∈Po，λ∈
( 0，1) 和 n∈ Z，有 0 ＜ φ( λ，x，y) ≤ 1和

A( λx，λ －1y，z) ( n) = ∑
n

k = －"
∑
m

i = 1
fi ( k，λx( k) ) ·gi ( k，

λ －1y( k) ) + h( n，z( n) ) ≥ ∑
n

k = －"
∑
m

i = 1
γi ( λ，x( k) ) ·

fi ( k，x( k) ) ψi ( λ，y( k) ) gi ( k，y( k) ) + h( n，z( n) ) ≥

φ( λ，x，y)∑
n

k = －"
∑
m

i = 1
fi ( k，x( k) ) gi ( k，y( k) ) +

h( n，z( n) ) ≥ φ( λ，x，y)［∑
n

k = －"
∑
m

i = 1
fi ( k，x( k) ) ·

gi ( k，y( k) ) +h( n，z( n) )］ = φ( λ，x，y) A( x，y，z) ．

因此，有

A( λx，λ －1y，z) ≥ φ( λ，x，y) A( x，y，z) ，x，y，
z∈ Po，λ∈ ( 0，1) ．
即引理 4 的假设( S2) 满足．
最后，证明引理 4 的假设( S3) 和( S4) 成立．由

条件( H4) 易知，A( c，d，c) ≥ c; A( d，c，d) ≤ d．同样
地，λ∈ ( 0，1) 有

inf
x，y∈［c，d］

φ( λ，x，y) = min
i = 1，2，…，m

inf
x，y∈［c，d］

φi ( λ，x，y) =

min
i = 1，2，…，m

φi ( λ，c，d) = φ( λ，c，d) ＞ λ．

因此，假设( S3) 满足． 除此之外，由条件( H1)
得出假设( S4) 也满足．
综上，引理 4 中 4 个假设均成立，故在［c，d］上

有一个唯一的不动点 x* ．即方程( 2) 具有正下确界
的概周期解．
接下来证明 x* 是 A在 Po 上的唯一不动点． 令

y* ∈Po是A的一个不动点，则λ∈ ( 0，1) 使得λc≤
x* ，y* ≤ λ －1d．记 c' = λc和 d' = λ －1d．不难证明:

A( c'，d'，c') ≥ c'，A( d'，c'，d') ≤ d'，
inf

x，y∈［c'，d'］
φ( λ，x，y) ＞ λ，λ∈ ( 0，1) ．

类似上述证明，由引理 4知 A在［c'，d'］上有唯
一的不动点，从而 x* = y* ．
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3 算例
以下举出 2 个例子来说明定理 1 中的 4 个条件

是可以实现的．
例 1 方程

x( n) = ∑
n

k = －"

1
1 + ( n － k) 2

1 + sin k + sin( πk)
10 ·

x2 ( n) + x( n槡 ) + sin2n ［1 + x2 ( n) ］， ( 3)
对应于方程( 2) ，此时，
m = 1，f1 ( k，x) = ( 1 + sin k + sin( πk) ) ·

x2槡 + x10，g1 ( k，x) ≡ 1，h( n，x) = sin2n( 1 +
x2 ) ，α( n，k) ≡ 1 ( 1 + k2 ) ，β( n，k) ≡ 1 k2 ．
令

L = 1，φ1 ( λ，x) =
λ2x2 + λx
x2槡 + x
，ψ1 ( λ，y) ≡ 1．

易证( H1) ～ ( H3) 成立．由于

∑
n

k = －"

1
1 + ( n － k) 2

1 + sin k + sin( π) k
10 · c2槡 + c≥

π
20 c2槡 + c ．

而 π c2槡 + c 20 ＞ c只要 c ＜ π2 / ( 400 － π2 ) 成立

即可，故( H4) 成立．
因此，由定理 1 可推出方程( 3) 有唯一的伪概

周期解，且其有正的下确界．
例 2 设

x( n) = ∑
n

k = －"
α( n，n － k) ( 1 + sin2 ( kπ) + sin2k)·

ln( x( k) + 1槡 ) 1
x( k) +槡 1

+ e －x( n) ．

若

τ( n) =
1，n为奇数，
2，n为偶数{ ，

α( n，k) =
0，k ＞ τ( n) ，
1，k≤ τ( n){ ．

由函数 α的构造，原方程变成有限和:

x( n) = ∑
n

k = n－τ( n)
( 1 + sin2 ( kπ) + sin2k) ·

ln( x( k) + 1槡 ) 1
x( k) +槡 1

+ e －x( n) ，

此时 m = 1，h( x) = e －x，f1 ( n，x) = ( 1 + sin2 ( nπ) +

sin2n) ln( x + 1槡 ) ，g1 ( n，x) ≡ 1 / x +槡 1 ．并且，

φ1 ( λ，x) =
ln( λx + 1)
ln( x + 1槡 )

，ψ1 ( λ，x) ≡槡λ ．

则不难证明( H1) ～ ( H3) 是成立的． 除此之外，
d ＞ 0，要使得

inf
n∈Z ∑

n

k = n－τ( n)
f1 ( k，c) g1 ( k，d) ≥ c，

只要有不等式 3 ln( c + 1槡 ) c ≥ d +槡 1 成立即

可，由于 lim
c→0 +

ln( c + 1槡 ) c = + "，因此，满足( H4)

中的条件 c∈ ( 0，d) 是显然存在的．
综上，由定理 1 知，方程

x( n) = e －x( n) + ∑
n

j = n－k( n)
( 1 + sin2 ( jπ) + sin2 j) ·

ln［x( j) + 1槡 ］ x( j) +槡 1
有唯一的具有正下确界的伪概周期解．
注 1 在文献［2］中，Ding Huisheng 等研究了

差分方程

x( n) = h( x( n) ) + ∑
n

k = n－τ( n)
f( k，x( k) ) ，n∈ Z，

结合例 2 中的证明过程可以发现，实际上此方程是
本文中所研究的方程( 2) 的一种特例，即只需取

α( n，k) =
0，k ＞ τ( n) ，
1，k≤ τ( n{ ) ，

而 τ( n) : Z→ Z为一个周期函数，且 h( n，x( n) ) ≡
h( x( n) ) 即可 ．
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The Pseudo Almost Periodic Type Solutions to a Class of
Nonlinear Difference Equations

JIAN Weigang1，CHEN Yuanyuan2

( 1． Department of Nature and Science，Yuzhang Normal University，Nanchang Jiangxi 330103，China;
2． Department of Public Education，Nanchang Institute of Technology，Nanchang Jiangxi 330044，China)

Abstract: The existence theorem of pseudo almost periodic solutions to difference equations

x( n) = ∑
n

k = －"
α( n，n － k) f( k，x( k) ) + h( n，x( n) ) ，n∈ Z

is established，where α: Z × Z +→Ｒ +，h: Z × Ｒ +→Ｒ + and f: Z × Ｒ +→Ｒ + ． In addition，in order to illustrate the
four conditions in Theorem 1 that are achievable，two examples is given to point out that the studied equation is a
special case of the equation．
Key words: nonlinear difference equation; pseudo almost periodic solution; pseudo almost periodic sequence; normal
cone
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