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摘要:研究的是一类受色噪声和乘性周期信号驱动的昆虫爆发系统的稳定性和随机共振现象．首先对于
一类由色交叉关联噪声驱动的昆虫爆发种群系统，通过应用 FPK方程，获取了系统的稳态概率分布函数
的近似表达式，重点讨论了噪声强度及自相关时间对此类昆虫爆发系统稳定性的影响; 然后通过加入弱

乘性周期信号，根据快速下降法和两态理论给出了信噪比公式，研究了噪声及其关联时间对于昆虫系统

信噪比的影响．进而分析它们对系统种群数的稳定性和延续存活时间的一些实际作用．
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0 引言

高斯白噪声由于不存在记忆性，且功率为无穷

大，仅是一种理想化的噪声．真实的噪声不仅噪声本
身存在关联时间，而且噪声相互之间也存在关联时

间．近年来，各种噪声激励下的非线性随机系统已经
引起了广泛关注．特别地，对受噪声驱动的非线性生
物系统进行了理论研究，大量的研究和实验都表明

噪声对非线性生物系统可产生重大影响． 如 C． S．
Holling［1］研究了噪声在生态动力学中的影响，N． M．
Shnerbal等［2］发现临界噪声过程有助于干旱地域植
被的空间组织，V． Guttal 等［3］研究了噪声对湖泊富
营养化的影响，Zeng Chunhua 等［4］研究发现噪声会
增加放牧生态植被系统模型的稳定性等．最近，生态
学家越来越多的关注到了噪声在非线性系统中的奇

异性［5-6］．实际上，噪声诱导系统的改变在许多非线
性生物系统中得到了广泛的研究，如磁性生物系

统［7］、FHN生物神经系统［8］、非对称双稳系统［9］等．
文献［10］详细地研究了外部随机扰动和内部波动
对昆虫生态系统的影响．
本文主要讨论噪声项和自相关时间对昆虫爆发

系统的稳定性以及随机共振现象的影响．

1 理论模型

考虑一个由 J． D． Murray［11］和 D． Ludwing 等［12］

提出的云杉蚜虫非线性种群系统，该蚜虫动力系统

的确定性方程如下:

dx /dt = rx － rx2 / q － βx2 / ( 1 + x2 ) ， ( 1)
其中 x代表昆虫种群的密度，r表示昆虫的出生率，q
表示环境的容纳承载能力，β 代表天敌鸟类的捕食
率．特别地，r /q被称为昆虫种群在当地区域的拥挤
效应系数．方程( 1) 的势函数为

U( x) = 1
3

rx3
q － 1

2 rx2 + βx － βarctan x， ( 2)

其中 x ＞ 0．方程( 2) 有2个稳态解 xs1≈0．728 3，xs2≈
7． 293 9和1个不稳态解 xu≈2． 093 7 ，如图1所示．
由于方程( 1) 没有考虑内在和外部环境波动影

响，它仅仅是一个理想化模型． 在实际问题中，昆虫
数量的拥挤效应系数 r /q 一直被乘性噪声 ξ( t) ( 如
温度、气候和自然天敌等因素) 所影响，从而方程的
r /q可写成 r /q + ξ( t) ． 同时，昆虫种群内部为食物
而产生竞争与合作，这样可能会产生加性噪声

η( t) ，从而改变昆虫种群的大小． 当上述因素被考
虑时，方程( 1) 变成了一个随机微分方程
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dx( t) dt = rx( t) － ( rq + ξ( t) ) x( t) 2 －
βx( t) 2［1 + x( t) 2］+ η( t) ， ( 3)
这里 ξ( t) 和 η( t) 代表色高斯色噪声，具有如下统
计性质

〈ξ( t) 〉=〈η( t) 〉= 0，
〈ξ( t) ξ( t') 〉= Qexp( － t － t' τ1 ) τ1，
〈η( t) η( t') 〉= Mexp( － t － t' τ2 ) τ2，
其中 Q和 M分别表示乘性和加性噪声强度，τ1 和 τ2
分别表示乘性和加性噪声的自相关时间．

r = 1． 0，β = 2． 0，q = 10． 0．
图 1 势函数 U( x)

2 噪声与关联时间对昆虫种群稳定
性的影响

基于 Novikov 定理［13］ 和 Fox 方法［14］，由方程
( 3) 可得到一个由色噪声驱动昆虫爆发种群系统的
近似 Fokker-Planck方程
P( x，t)
t

= － 
xμ
( x) P( x，t) + 

2

x2
σ2 ( x) P( x，t) ，( 4)

这里漂移系数 u( x) 和扩散系数 σ2 ( x) 分别为

μ( x) = f( x) + Qg( x) ·g'( x)
1 － τ1 f '( xs2 )

，

σ2 ( x) = Qg( x) 2
1 － τ1 f '( xs2 )

+ M
1 － τ2 f '( xs2 )

，

其中

f( x) = rx( 1 － x /q) － βx2 / ( 1 + x2 ) ，g( x) = － x2，
1 － τi f '( xs2 ) = 1 － τi［r( 1 － xs2 ) / q) － rxs2 / q +
2βxs2 ( x

2
s2 / ( 1 + x2s2 ) － 1) ( 1 + x2s2 ) ］，i = 1，2，

方程( 4) 的稳态概率分布函数为

Pst( x) =
N

σ( x)
exp ∫x μ( x')

σ2( x')
d[ ]x' = N

σ( x)
exp［U～ ( x) ］，( 5)

N是归一化常数，系统的修正势函数 U～ ( x) 可写为

U～ ( x) = d2βd1arctan x( Md1 + Qd2 ) +
A1 ln( Qx

4d2 + Md1 ) ( Md1 + Qd2 ) +

A2arctan ( x2
Qd2

Md槡 1
) ［( Md1 + Qd2 ) Md1Qd槡 2］+

A3 ln x2 +槡2 x
Md1

Qd( )
2

1 /4

+ Md1

Qd( )
2

1 /( )( 2

x2 －槡2x
Md1
Qd( )

2

1 /4

+ Md1
Qd( )

2

1 / )( )2

［( Md1 + Qd2) ·

4 Md1 /Qd槡 2］+ A4 槡arctan 2 x Md1

Qd( )
2

1 /4

+ )(( 1 +

槡arctan 2 x Md1

Qd( )
2

1 /4

－ )( )1  ［( Md1 + Qd2 ) ·

4 Md1 /Qd槡 2］， ( 6)
其中

A1 = ( Md1 + Qd2)2，A2 = ( d2rMd
2
1M + d1rQd

2
2)2，

A3 = －槡28 d2βd1
Md1

Qd( )
2

1 /2

－ 1
4 d2βd1

Md1

Qd( )
2

1 /2

－

槡2
8 d2

1 rM －槡28 d2βd1 －槡28 d2 rd1，

A4 = － 槡24 d2βd1
Md1

Qd( )
2

1 /2

－ 槡24 d2
1 rM － 槡24 d2 rd1 －

槡2
4 d2βd1，di = 1 － τi f '( xs2 ) ，i = 1，2．

根据方程( 5) 中的稳态概率分布函数 Pst ( x) ，
下面通过数值计算结果给出噪声项和关联时间项对

昆虫稳定性的影响规律．
图 2表示作为昆虫密度 x的函数 Pst ( x) 随不同

加性噪声强度 M的变化图形．图 2 中稳态概率分布
函数 Pst ( x) 出现了 2 个峰值，随着加性噪声强度 M
的增加，峰值高度出现改变，且其高度在较小稳态值

xs1 处改变较小，而在较大稳态值 xs2 处变化显著．故
加性噪声强度 M的增加，可以减少昆虫种群系统繁
殖的可能性，但这并不会导致昆虫种群的灭绝．

Q = 0． 2，τ1 = 0． 3，τ2 = 0． 3，r = 1． 0，β = 2． 0，q = 10． 0．
图 2 作为昆虫密度 x的函数 Pst 随不同 M的变化图形

图3表示概率分布函数 Pst作为昆虫密度 x的函
数随不同乘性噪声强度 Q 的变化图形． 在图 3 中稳
态概率分布函数 Pst 也出现了 2 个峰值，可以发现:
随着乘性噪声强度 Q的增加，稳态概率分布函数的
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峰值在较小稳定点 xs1 处增加到某个值，而在较大稳

定点 xs2 处快速减少．这表明噪声强度 Q能影响生物
系统的稳定性，从而加快昆虫种群的灭绝．

M = 0． 03，τ1 = 0． 3，τ2 = 0． 3，r = 1． 0，β = 2． 0，q = 10． 0．
图 3 作为昆虫密度 x的函数 Pst ( x) 随不同 Q的变化图形

M = 0． 03，Q = 0． 2，τ2 = 0． 3，r = 1． 0，β = 2． 0，q = 10． 0．
图 4 作为昆虫密度 x的函数 Pst 随不同 τ1 的变化图形

图 4 表示概率分布函数 Pst ( x) 作为昆虫密度 x
的函数随不同乘性噪声的自相关时间 τ1 的变化图
形．虽然稳态概率分布函数 Pst ( x) 呈现出 2个峰值，
但这里不同于图 2 和图 3，随着自相关时间 τ1 的增
加，稳态概率分布函数的峰值分别在较小稳定点 xs1

处快速减少，而在较大稳定点 xs2 处显著增加． 这意
味着乘性噪声的关联时间 τ1 对提高系统的稳定性
和延长种群生存时间起着积极作用．

3 噪声及其关联时间引发的昆虫爆
发系统的随机共振现象

对蚜虫动力系统的随机微分方程

dx( t) dt = rx( t) － ( r /q + ξ( t) ) x( t) 2 －
βx( t) 2［1 + x( t) 2］+ η( t) ． ( 7)
考虑昆虫拥挤效应系数 r /q 除了被乘性噪声

ξ( t) 所影响之外，若引入一个外界周期力的作用，
则 r /q可写成 r /q + ξ( t) + Acos( ωt) ，则 ( 7) 式可改
写为

dx( t) dt = rx( t) － ( r /q + ξ( t) +

Acos( ωt) ) x( t) 2 － βx( t) 2［1 + x( t) 2］+ η( t) ， ( 8)
其对应的近似 Fokker-Planck方程可改写为
P( x，t)
t

= － 
xμ0 ( x) P( x，t) +

2

x2
σ2 ( x) P( x，t) ，

这里漂移系数 μ0 ( x) 和扩散系数 σ2 ( x) 分别为

μ0 ( x) = f( x) + Qg( x) g'( x)
1 － τ1 f '( xs2 )

－ x2Acos( ωt) ，

σ2 ( x) = Qg( x) 2
1 － τ1 f '( xs2 )

+ M
1 － τ2 f '( xs2 )

，

其中 f( x) ，g( x) 如前定义． 方程( 8) 的稳态概率分
布函数为

Pst ( x) =
N

σ( x)
exp ∫x

μ0( x')
σ2( x')

d[ ]x' = N
σ( x)

exp［U
⌒
( x) ］，

其中

U
⌒
( x) = B1arctan( x

2 Qd2( Md1槡 ) )［( Md1 +

Qd2 ) Md1Qd槡 2］+ d2βd1arctan x( Md1 +
Qd2 ) + B2 ln( Qx

4d2 + Md1 ) ( Md1 + Qd2 ) +

B3 ln( ［x
2 +槡2 x( Md1( Qd2 ) )

1 /4 +

( Md1( Qd2 ) )
1 /2］［x2 －槡2 x( Md1( Qd2 ) )

1 /4 +

( Md1( Qd2) )
1 /2) ］［( Md1 + Qd2)

4 Md1 /Qd槡 2］+

B4arctan(槡2 x( Md1( Qd2 ) )
1 /4 + 1) +

arctan(槡2 x( Md1( Qd2 ) )
1 /4 － 1) ［( Md1 +

Qd2 )
4 Md1 /Qd槡 2］， ( 9)

B1 = ( d2 rMd2
1 + d1 rQd

2
2 ) 2，B2 = ( Md1 +

Qd2 ) 2，B3 = －槡28
d2
1 rM
Qq －槡28 d2βd1

Md1

Qd( )
2

1 /2

－

1
4 d2βd1

Md1

Qd( )
2

1 /2

－槡28 d2βd1 －槡28
d2 rd1

q －

槡2
8

d2
1MAcos( ωt)

Q －槡28
d2Acos( ωt) d1

Q ，B4 =

－槡24 d2βd1
Md1
Qd( )

2

1 /2

－槡24
d21rM
Qq －槡24

d2rd1
q －槡24 d2βd1 －

槡2
4

d2
1Acos( ωt) M

Qq －槡24
d2Acos( ωt) d1

Qq ，

di = 1 － τi f '( xs2 ) ，i = 1，2．
考虑系统从小稳态 xs1 到大稳态 xs2 的平均首通

时间T( xs1→ xs2 ) 以及从大稳态 xs2回到小稳态 xs1的

平均首通时间 T( xs2 → xs1 ) ，当 Q，M相对于势垒高
度足够小时，即 Q，M  U( xu ) － U( xsi ) ( i = 1，

2) ，根据最速下降法［15］，得到近似的平均首通时间
表达式

T( xs1 → xs2 ) = 2π U″( xu ) U″( xs1槡 ) ·
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exp［( U
⌒
( xu ) － U

⌒
( xs1 ) ) Q］，

T( xs2 → xs1 ) = 2π U″( xu ) U″( xs2槡 ) ·

exp［( U
⌒
( xu ) － U

⌒
( xs2 ) ) Q］，

则 xs1 和 xs2 之间的转移速率 W1，2 表示为

W1 = ( U″( xs1) U″( xu槡 ) 2π) exp［( U
⌒
( xs1) －

U
⌒
( xu) )Q］，

W2 = ( U″( xs2) U″( xu槡 ) 2π) exp［( U
⌒
( xs2) －

U
⌒
( xu) )Q］，

其中 U( x) 和 U
⌒
( x) 如( 2) 式和( 9) 式 定义． W1 表

示生物系统从衰竭态到繁荣态的平均发展速率，而

W2 表示生物系统从繁荣态到衰竭态的平均灭绝速率．
根据随机共振的两态理论，系统输出信号的功

率谱密度的信噪比 SNＲ 公式
［16］ 为

SNＲ =
A2π( μ1α2 + μ2α1 )

2

4μ1μ2 ( μ1 + μ2 )
，

其中

μ1 = W1 Acos( ωt) = 0，μ2 = W2 Acos( ωt) = 0，

α1 = dW1

dAcos( ωt) Acos( ωt) = 0

，

α2 = dW2

dAcos( ωt) Acos( ωt) = 0

， ( 10)

根据( 10) 式，噪声及其关联时间对于信噪比 SNＲ的

影响可以通过如下的数值计算加以讨论，为了便于

观察，在图 5 ～ 图 6中同时给出了信噪比的 2维和 3
维图像．
图 5 给出了信噪比 SNＲ作为 Q和M的函数随不

同的噪声关联时间 τ1 变化的情况．在图 5( a) 中，τ1
能够引发一个显著的共振峰，但是不能改变峰的高

度，只能将共振峰向右方平移．而在图5( b) 中，τ1不
但能诱发共振现象，而且能显著提高共振效果．总而
言之，乘性噪声关联时间 τ1 对于信噪比的共振现象
有较好的诱导作用．

( a) M = 0． 1

( b) Q = 0． 2
其他参数取值为 τ2 = 0． 3，r = 1． 0，β = 2． 0，q = 10． 0，A = 0． 1，ω = 0． 01．
图 5 信噪比 SNＲ 作为噪声强度 Q和 M的函数对于不同 τ1 值的变化图

图 6( a) 显示噪声关联时间 τ2 能够诱发共振现
象，但是随着 τ2 的进一步增大，共振现象将被逐步
削弱．而在图6( b) 中，发现了类似于图5( a) 的物理
现象，即噪声关联时间 τ2 不能改变共振峰的高度，

但是可以改变共振峰的位置．也即 τ2 可以诱使共振
峰向较大的加性噪声强度 M 的方向平移． 综合而
言，加性噪声关联时间 τ2 对于信噪比体现出一定的
抑制作用．
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( a) M = 0． 1

( b) Q = 0． 2
其他参数取值为 τ1 = 0． 3，r = 1． 0，β = 2． 0，q = 10． 0，A = 0． 1，ω = 0． 01．
图 6 信噪比 SNＲ 作为噪声强度 Q和 M的函数对于不同 τ2 值的变化图

4 小结

本文研究了一类受色噪声与乘性信号驱动下的

昆虫爆发系统的稳定性和随机共振现象． 首先基于
Novikov定理和 Fox方法，得到了一个由色交叉关联
噪声 驱 动 的 昆 虫 爆 发 种 群 系 统 的 近 似

Fokker-Planck方程，数值结果分析表明: 乘性和加
性噪声的强度可以减少生物系统的稳定性，而 2 个
噪声的自相关时间能够增强昆虫的稳定系统; 另一

方面，通过引入一个外界周期力作用，应用最快下降

法和随机共振的两态理论，得到了系统输出信号功

率谱密度的信噪比( SNＲ ) 公式． 在此基础上研究了
噪声及其关联时间对于昆虫系统信噪比的影响． 研
究发现: 乘性噪声关联时间 τ1 能够提高信噪比和共
振效果，而加性噪声关联时间 τ2 则会在一定程度上
对信噪比起到抑制作用．
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The Steady State Property and Stochastic Ｒesonance for
an Insect Outbreak Model Driven by Colored Noises and

a Multiplicative Periodic Signal

FANG Cijun1，2，LIU Xianbin1*

( 1． State Key Laboratory of Mechanics and Control of Mechanical Structures，Nanjing University of Aeronautics and Astronautics，Nan-
jing Jiangsu 210016，China; 2． School of Science，Hubei University of Technology，Wuhan Hubei 430068，China)

Abstract: The steady state behavior and the stochastic resonance of an insect outbreak model induced by colored
noises and a multiplicative periodic signal are studied． Firstly，for an insect outbreak model driven by colored corre-
lation of noises． The steady state probability distribution function of the system is obtained by applying the Fokker-
Planck equation． The influence of noises intensity and correlation time on the stability of the system are discussed．
Then by adding the weak multiplicative periodic signal，the signal noise ratio formula is given by the fast descent
method and the two-state theory． The influence of noises intensity and correlation time on the SNＲ of the insect sys-
tem are studied． Consequently，the stability of the system population and the actual survival time are analyzed．
Key words: insect outbreak model; colored noises; FPK equation; steady-state probability distribution function; sto-
chastic resonance
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