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摘要:时间尺度可以统一连续分析与离散分析，Noether 对称性方法又是分析力学中独特的积分方法之
一，而且在实际问题中，较多 1 阶微分方程组可化为奇异 Lagrange 系统，因此对时间尺度上奇异 Lagrange
系统 Noether对称性与守恒量的研究具有重要的理论和实际意义．首先，给出时间尺度上奇异 Lagrange系
统的运动微分方程; 其次，讨论该系统 Noether对称性和 Noether准对称性的定义和判据; 最后，寻求与对
称性和准对称性相应的 Noether守恒量，并举例说明结果的应用．
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0 引言

奇异系统在物理学许多领域中广泛存在，如引

力理论、杨-Mills 理论、弦( 膜) 场论、超对称和超引
力等［1］．此外，在市场经济分析、综合国力分析、战
争、疾病的传染与诊断中存在的某些 1 阶微分方程
组［2-3］在一定条件下可化为奇异 Lagrange 系统［4-5］．
因此，对奇异 Lagrange 系统进行研究具有重要的理
论与实际意义．考虑到对称性与守恒量是寻找方程
组解的一种重要途径［6-14］，已有学者对奇异Lagrange
系统的 Noether对称性与守恒量［6］、Lie 对称性与守
恒量［6-9］及 Mei对称性与守恒量［6］进行了研究．

1988 年，Stefan Hilger提出了时间尺度的概念，
时间尺度是实数集的任意非空闭子集［15］．由时间尺
度的定义可知，时间尺度可以是实数集也可以是整

数集，即时间尺度可以将连续分析与离散分析进行

统一，避免 2 次证明; 除此之外，时间尺度还有较多
其它的情形．因此，时间尺度具有“统一”和“拓展”
的特征．时间尺度的概念提出以后，时间尺度微积
分［16］、时间尺度上的变分问题［17-21］及时间尺度上动
力学系统的对称性与守恒量［20-27］等成为研究的热

点． 本文研究时间尺度上奇异 Lagrange 系统的
Noether对称性与守恒量． 首先，简述时间尺度微积

分基本知识，并列出时间尺度上奇异 Lagrange 系统
的运动微分方程; 然后给出时间尺度上奇异

Lagrange系统对称性与准对称性的定义及判据; 最
后讨论该系统的守恒量问题．

1 时间尺度微积分及其基本性质

详细的内容及相关的证明可以参考文献［16］．
时间尺度 T是实数集 Ｒ的任意非空闭子集．显

然，实数集 Ｒ、整数集 Z ，自然数集 N，及非负数集
N0 都是时间尺度的特例．
设 T为一个时间尺度，
( i) 向前跳跃算子σ : T→ T和向后跳跃算子 ρ:

T→ T 定义为: σ( t) = inf{ p ∈ T: p ＞ t} ，ρ( t) =
sup{ p ∈ T: p ＜ t} ，t ∈ T，其中，inf  = sup T，
sup  = inf T;
( ii) 向前步差函数 μ : T → ［0，∞ ) 定义为

μ( t) = σ( t) － t，t∈ T;
( iii) 当σ( t) ＞ t，σ( t) = t，ρ( t) ＜ t，ρ( t) = t，

ρ( t) ＜ t ＜ σ( t) 及 t = σ( t) = ρ( t) 成立时，点 t分
别被称为右发散点、右稠密点、左发散点、左稠密点、
孤立点和稠密点．
若 T = Ｒ，则t ∈ Ｒ，σ( t) = t，μ( t) = 0; 若

T = Z，则t∈ Z，σ( t) = t + 1，μ( t) = 1．
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设 f: T→ Ｒ，t∈ Tκ，

( a) 若ε ＞ 0，δ ＞ 0，使得ω∈ ( t － δ，t +

δ) ∩T，均有 f( σ( t) ) － f( ω) － fΔ( t) ( σ( t) － ω) ≤

ε ( σ( t) － ω 成立，则 fΔ ( t) 称为 f 在 t 点的 delta

导数;

( b) 若 f对于所有的右稠密点是连续的，对于所
有的左稠密点其左极限是存在的，则称 f 是右稠密
连续的，该集合记为 Crd，且记 C1

rd = { f: T → Ｒ，

fΔ ∈Crd} ．

若 T = Ｒ，则 delta 导数就是经典的导数，即
fΔ ( t) = f '( t) ; 若 T = Z，则 delta 导数就是向前差
分，即 fΔ ( t) = f( t + 1) － f( t) ．

由 delta导数的定义出发，可得: f  σ = f σ = f +

μ( t) fΔ，( αf + βg) Δ( t) = αfΔ( t) + βgΔ( t) ，( fg) Δ( t) =
fΔ ( t) gσ ( t) + f( t) gΔ ( t) = fσ ( t) gΔ ( t) + fΔ ( t) g( t) ．

2 时间尺度上奇异 Lagrange系统的
运动微分方程

设力学系统的位形由 n 个广义坐标 qk ( k = 1，
2，…，n) 来确定，系统的 Lagrange 量为 L = L( t，
qσk，qΔk ) ．

S( γ) = ∫
b

aL( t，q
σ
k ( t) ，qΔk ( t) ) Δt ( 1)

称为时间尺度上的 Hamilton 作用量，其中 ，qσk ( t) =

( qk  σ) ( t) ，qΔk ( t) 是 delta导数，t∈ T，L: Ｒ × Ｒn ×

Ｒn → Ｒ 对其各个元素都是 C1 的．

时间尺度上的 Lagrange方程为［17］

Δ
Δt
L
qΔs

－ L
 qσs

= 0( s = 1，2，…，n) ， ( 2)

若 det 2L
qΔs qΔ

( )
k

= 0，则称该系统为时间尺度上的奇

异 Lagrange系统．
显然，由奇异 Lagrange方程不能解出所有的广

义加速度．假设由方程( 2) 可以解出 r个广义加速度
以及( n － r) 个关系，将它们分别记为 qΔΔi = αi ( t，

qσk，qΔk ) ( i = 1，2，…，r) ，β j ( t，qσk，qΔk ) = 0( j =
r + 1，r + 2，…，n) ．
另外，由文献［18］可得
Δ
Δt L － L

tμ
( t( )) = L

t
+ L
qσs

qΔσs + L
qΔs

qΔΔs ， ( 3)

( 3) 式对于后面 Noether守恒量的证明很重要．

3 时间尺度上对称性的定义及判据
对于时间尺度上奇异 Lagrange系统，Noether对

称性是时间尺度上的 Hamilton 作用量在无限小变
换下的不变性，这部分给出该系统Noether对称性及
Noether准对称性的定义和判据．
考虑时间和坐标的无限小变换

t～ = t + Δ－ t，q～ s ( t
～
) = qs ( t) + Δ

－ qs， ( 4)
其展开式为

t～ = t + εξ0( t，qk) ，q
～
s ( t

～
) = qs ( t) + εξs ( t，qk) ， ( 5)

其中 ε为无限小参数，ξ0、ξs为无限小变换生成元，Δ
－

表示全变分．
在变换( 4) 下，时间尺度上的 Hamilton 作用量

( 1) 变为 S( γ～ ) = ∫
b～

a～ L( t
～
，q～ σ～

k ( t
～
) ，q～ Δ

～

k ( t
～
) ) Δ～ t～，作用

量的全变分Δ－ S为差 S( γ～ ) － S( γ) 的相对 ε的主线性
部分．
定义 1 若时间尺度上的 Hamilton作用量( 1)

在无限小变换( 5) 下成立Δ
－
S = 0，则称无限小变换

( 5) 为 Noether意义下的对称变换．

当Δ
－
S = 0 时，由文献［20］可得

LξΔ0 + L
t ξ0

+ L
qσs

ξσs + L
qΔs
( ξΔs － ξΔ0 qΔs ) = 0， ( 6)

其 中 ξσs ( t，qk ( t) ) = ξs ( σ( t) ，qk ( σ( t) ) ) ，ξΔs ( t，

qk ( t) ) =
Δ
Δtξs
( t，qk ( t) ) ．

从而可以得到如下判据．
判据 1 对于无限小变换( 5) ，若( 6) 式成立，

则称该变换为时间尺度上奇异 Lagrange 系统的对
称变换．
定义 2 若时间尺度上的 Hamilton作用量( 1)

在无限小变换( 5) 下成立

Δ－ S = － ∫
b

a
Δ
Δt
( Δ－ G) Δt，

则称无限小变换( 5) 为 Noether 意义下的准对称变
换，其中 G = G( t，qσk，qΔk ) ．

当Δ－ S = － ∫
b

a
Δ
Δt
( Δ－ G) Δt时，由文献［20］可得

LξΔ0 + L
t ξ0

+ L
qσs

ξσs + L
qΔs
( ξΔs － ξΔ0 qΔs ) = － GΔN，( 7)

其中Δ－ G = εGN，GN 称为时间尺度上的规范函数，则

可得如下判据．
判据 2 对于无限小变换( 5) ，若( 7) 式成立，
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则称该变换为时间尺度上奇异 Lagrange 系统的准
对称变换．
通过判据1和判据2，可以分别得到时间尺度上

奇异 Lagrange系统的对称性和准对称性．

4 时间尺度上奇异 Lagrange系统的
守恒量

首先，给出时间尺度上守恒量的定义．
定义 3 对于时间尺度上的奇异 Lagrange 系

统，若满足 ΔΔt
IN ( t，qk，qσk，qΔk ) = 0，则称 IN ( t，qk，qσk，

qΔk ) 为该系统的守恒量．
如果可以找到对称变换或准对称变换，则可找

到相应的守恒量，即有如下定理．
定理 1 对于时间尺度上奇异的 Lagrange系统

( 2) ，若无限小变换( 5) 是定义 1 下的对称变换，则
该系统存在如下守恒量

IN = Lξ0 － L
t ξ0μ
( t) + L

qΔs
( ξs － ξ0qΔs ) = const．

定理 2 对于时间尺度上奇异的 Lagrange系统
( 2) ，若无限小变换( 5) 是定义 2 下的准对称变换，
则该系统存在如下守恒量

IN = Lξ0 － L
t ξ0μ
( t) + L

qΔs
( ξs － ξ0qΔs ) + GN = const．

下面只对定理 2 进行证明．
证 由( 2) 、( 3) 式和( 7) 式可得
Δ
Δt
IN = Δ

Δt
L
qΔ( )

s
ξσs + L

qΔs
ξΔ + ΔΔt L － L

tμ
( t( )) ξσ0 +

L － L
tμ
( t( )) ξΔ0 － Δ

Δt
L
qΔs

ξ0qΔ( )s + GΔN = L
qσs

ξσs +

L
qΔs

ξΔs + L
t

+ L
qσs

qΔσs + L
qΔs

qΔΔs( )) ξσ0 +

L － L
tμ
( t( )) ξΔ0 － Δ

Δt
L
qΔ( )

s

( ξ0qΔs ) σ － L
qΔs
( ξ0qΔs ) Δ +

GΔN = L
qσs

ξσs + L
qΔs

ξΔs + L
t

+ L
qσs

qΔσs + L
qΔs

qΔΔ( )s ξσ0 +

L － L
tμ
( t( )) ξΔ0 － L

qσs
ξσ0 qΔσs － L

qΔs
ξσ0 qΔΔs － L

qΔs
ξΔ0 qΔs +

GΔN = 0．
若 T = Ｒ ，可以得到定理 2 的特殊情况．
定理 3 对于奇异 Lagrange系统，若成立

Lξ·0 + L
t ξ0

+ L
qs

ξs +
L
q·s

( ξ·s － q·sξ
·
0 ) + G·N = 0，

则该系统存在如下守恒量

INＲ = Lξ0 + L
q·s

( ξs － q·sξ0 ) + GN = const．

定理 3 与文献［6］的结果是一致的．

5 举例说明

设系统的 Lagrange函数为 L = t + qΔ1 qσ2 － qΔ2 +

a( ( qσ1 )
2 + ( qσ2 )

2 ) ，其中 a 为常数． 试在时间尺度

T = { 2n : n∈ N∪ { 0} } 上建立该系统的运动微分
方程，并考虑其 Noether对称性．
方程( 2) 给出 qΔΔ2 = ( aqσ1 － qΔ2 ) / t，qΔ1 + 2aqσ2 =

0．显然，它属于 r = 1 的情形．
由( 7) 式可得
( t + qΔ1 qσ2 － qΔ2 + a( ( qσ1 )

2 + ( qσ2 )
2 ) ) ξΔ0 + ξ0 +

2aqσ1 ξσ1 + ( qΔ1 + 2aqσ2 ) ξσ2 + qσ2 ( ξΔ1 － ξΔ0 qΔ1 ) － ( ξΔ2 －

ξΔ0 qΔ2 ) + GΔN = 0． ( 8)
显然，ξ0 = － 1，ξ1 = ξ2 = 0，GN = t是( 8) 式

的一组解．由定理 2 可得相应的守恒量为
IN = － a( ( qσ1 )

2 + ( qσ2 )
2 ) +t = const．

6 结论

本文研究了时间尺度上奇异 Lagrange 系统的
对称性、准对称性及其相应的守恒量问题．定理 1 和
定理 2 是时间尺度上奇异 Lagrange 系统的 Noether
定理，由这 2 个定理可以看出，若能找到该系统的对
称变换或准对称变换，就可得到该系统相应的守

恒量．
因为时间尺度和奇异 Lagrange 系统在解决实

际问题中具有重要意义，所以对时间尺度上奇异

Lagrange系统的研究还是很有必要的，下一步或许
可以考虑时间尺度上奇异 Lagrange 系统的 Lie 对称
性、Mei对称性及对称性摄动等问题．
众所周知，动力学系统既可以用 Lagrange 形式

来描述，也可以用 Hamilton 形式来描述． 对于奇异
系统，在相空间中正则变量之间存在固有正则约束，

为约束 Hamilton 系统［28］． 约束 Hamilton 系统的基
本理论在理论物理学中，特别是在现代量子场论中，

占有十分重要的地位［1，28-30］． 因此，建立时间尺度上
约束 Hamilton系统的基本理论也是一个重要的研
究方向．
另外，很多动力学系统不仅奇异，而且还受附加

约束的限制，如光的横移现象［31］、非线性-σ模型［32］
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等．因此，时间尺度上附加约束奇异系统的基本理论
及应用也值得研究．
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The Study on License Plate Location Technology by Pixel Connection

DENG Hong1，2，LI Shuiquan3，PENG Yingqiong1，2

( 1． School of Software，Jiangxi Agricultural University，Nanchang Jiangxi 330045，China;

2． Key Laboratory of Agricultural Information Technology of Jiangxi College，Nanchang Jiangxi 330045，China;

3． College of Computer Science ＆ Software Engineering，Shenzhen University，Shenzhen Guangdong 518060，China)

Abstract: License plate location is regaded as the guide part of the license plate recognition，its accuracy determines
the license plate recognition system reliability． The existing license plate locating algorithm has the following two
problems，which is the fusion image morphological operation，the size of structural elements control; and if the body
has a license and the same color and morphological dilation is likely to cause both connected． In view of the above
problems，the method of license plate location based on pixel connection has been proposed to achieve the better
edge detection results of the license plate recognition system．
Key words: license plate location; pixel connection; edge detection
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The Symmetry and Conserved Quantity for
Singular Lagrangian Systems on Time Scales

SONG Chuanjing1，ZHANG Yi2*

( 1． School of Mathematics ＆ Physics，Suzhou University of Science and Technology，Suzhou Jiangsu 215009，China;
2． College of Civil Engineering，Suzhou University of Science and Technology，Suzhou Jiangsu 215009，China)

Abstract: Noether symmetry and conserved quantity for singular Lagrangian system on time scales are studied． First-
ly，the differential equations of motion on time scales for singular Lagrangian system are presented． Secondly，the
definitions and criteria of Noether symmetry and Noether quasi-symmetry for this system are studied． Lastly，con-
served quantities deduced from Noether symmetry and Noether quasi-symmetry are obtained for singular Lagrangian
system on time scales． And an example is given to illustrate the results．
Key words: symmetry; conserved quantity; singular Lagrangian system; time scale
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