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0 引言及主要结论

复动力系统理论是研究复 Ｒiemann曲面上解析
映照迭代生成的动力系统． 19 世纪 20 年代，P． Fa-
tou和 G． Julia将正规族理论应用于复动力系统，创
立了经典的 Fatou-Julia理论［1-5］，为复动力系统理论
的形成和发展奠定了坚实的基础． 近 30 年来，复动
力系统理论迅速发展［6］，并应用到双曲几何、分形
几何、现代分析和混沌学等众多领域中．人们对映射
在 Fatou集和 Julia集上的动力学性质也进行了大量
研究［7-11］．
本文记 D为单位圆，D 为单位圆边界． 众所周

知，若映射 Ｒ( z) : D → D 为解析映射且为有限层的
覆盖，则

Ｒ( z) = eiθ∏
d

i = 1

z － ai

1 － aiz
，ai ＜ 1，θ∈ Ｒ， ( 1)

称 Ｒ( z) 是有限Blaschke乘积，这里 d≥2，许多学者
对其进行了大量研究［12-17］． 本文对有限 Blaschke乘
积的 Julia 集的性质进行了详细研究，并对一类
Blaschke乘积在参数空间中的性质给出了完备的刻
画． 主要结论如下．
定理 1( 有限 Blaschke 乘积 Julia 集判别定

理) 设Ｒ( z) = eiθ∏
d

i = 1

z － ai

1 － aiz
，d≥2，则z0∈D，

D = D∪ D，满足 Ｒ( z0 ) = z0，有

( i) 若 z0 ∈ D，则 z0 为 Ｒ( z) 的吸性不动点且

J( Ｒ) = D;
( ii) 若 z0 ∈ D 且是 Ｒ( z) 的吸性不动点，则

J( Ｒ) 为 D上的 Cantor集;
( iii) 若 z0 ∈ D 且是 Ｒ( z) 的抛物不动点，当

Ｒ″( z0 ) = 0时，则 J( Ｒ) = D; 当 Ｒ″( z0 ) ≠ 0时，则
J( Ｒ) 为 D上的 Cantor集．
这里 J( Ｒ) 是 Ｒ( z) 的 Julia集．
考虑 ai ∈ Ｒ，有下面的结论．

定理 2 设 Ｒ( z) = ∏
d

i = 1

z － ai

1 － aiz
，ai ∈ Ｒ 且

ai ＜ 1，若 z0 = 1 是定理 1 中的抛物不动点，则
J( Ｒ) = D．

推论 1 设 Ｒ( z) = ∏
d

i = 1

z － ai

1 － aiz
，ai ∈ Ｒ 且

ai ＜ 1; 若 d为偶数，则 J( Ｒ) = D的充要条件为

∑
d

i = 1

1 + ai

1 － ai
≥1．若 d为奇数，则 J( Ｒ) = D的充要条

件为∑
d

i = 1

1 + ai

1 － ai
≥ 1 且∑

d

i = 1

1 － ai

1 + ai
≥ 1．

推论 2 有理函数 Ｒ1 ( z) = eiθ∏
d

i = 1

1 － aiz
z － ai
，

ai ＜ 1，θ∈ Ｒ，则
( i) 若 z0 ∈ D 是 Ｒ1 ( z) 的吸性不动点，则

J( Ｒ1 ) 为 D上的 Cantor集;
( ii) 若 z0 ∈ D 是 Ｒ1 ( z) 的抛物不动点，当

Ｒ″1 ( z0 ) = 0时，则 J( Ｒ1 ) = D; 当 Ｒ″1 ( z0 ) ≠ 0时，
则 J( Ｒ1 ) 为 D上的 Cantor集．

第 42 卷 第 1 期 江西师范大学学报( 自然科学版) Vol． 42 No． 1
2018 年 1 月 Journal of Jiangxi Normal University( Natural Science) Jan． 2018



考虑一类特殊的 Blaschke 乘积在参数空间中
的性质．

定理 3 设 Ｒ( z) = ( z － c) ( z － c)
( 1 － cz) ( 1 － cz)

，则存在

Jordan闭曲线 γ∈ Δ( 0，1) ，这里 Δ( 0，1) 是单位圆，
使得下列成立:

( i) 若 c∈ int γ，这里 int γ为曲线 γ的有界内部
区域，则 z = 1 是斥性不动点且 J( Ｒ) = Δ;
( ii) 若c∈γ，则z = 1是抛物不动点且J( Ｒ) = Δ;

( iii) 若 c∈ Δ( 0，1)  int γ，则 z = 1是吸性不
动点且 J( Ｒ) 为 Δ上的 Cantor集．

推论 3 若 Ｒ( z) = ∏
d

i = 1

( z － ci ) ( z － ci )
( 1 － ciz) ( 1 － ciz)

，则

存在 Jordan闭曲线 γ∈ Δ( 0，1) ，使得下列成立:
( i) 若 ci∈ int γ，i = 1，2，…，d，则1是斥性不动

点且 J( Ｒ) = Δ;
( ii) 若 ci ∈ γ，i = 1，2，…，d，则 1是抛物不动

点且 J( Ｒ) = Δ;

( iii) 若 ci ∈ Δ( 0，1)  int γ，i = 1，2，…，d，则
1 是吸性不动点，J( Ｒ) 为 D上的 Cantor集．

1 预备知识

定义 1 给定有理映照 f( z) ，设点 c ∈ C
∧
，若

f( z) 在 c的任意邻域内都不是单射，则称 c为 f( z) 的
临界点．

定义 2［4］ 设 f( z) 是 C
∧
上的有理映照，其次数

deg f≥ 2，若迭代序列{ f n} 在 z0∈C
∧
的某个邻域内

是正规的，则称 z0 是 f 的正规点． f 的正规点集称为
Fatou集，记为F( f) ． Fatou集的余集称为 Julia集，记
为 J( f) ．

定义 3［4］ 设 f( z) 是 C
∧
上的有理映照，若存在

自然数 p，使得 f p ( z0 ) = z0，则称 z0 为 f( z) 的周期
点．把具有上述性质的最小自然数 p称为 z0 的周期，
称 z0为 p阶周期点．特别地，当 p = 1时，称 z0为 f( z)
的一个不动点．

定义 4［4］ 设 z0 ∈ C
∧
为有理映照 f的 p阶周期

点． λ = ( f p ) '( z0 ) 称为 z0的特征值．进一步，若0 ＜

λ ＜ 1，则称 z0 为吸性周期点; 若 λ = 0，则称 z0
为超吸性周期点; 若 λ = 1，则称 z0为中性周期点;

若 λ ＞ 1，则称 z0 为斥性周期点．

引理 1［3］ 设 F是区域 U到 C
∧
的解析映照族，

如果每个 f∈ F都不取 C
∧
内固定的 3 个不同点 a1，

a2，a3，则 F是正规族．
引理 2［3］( Ｒiemann-Hurwitz 公式) 设 U，V是

C
∧
中 2个连通区域，欧拉示性数分别为 χU，χV，f: U→

V是逆紧映照，deg f = k，r为 Ｒ 在 U 中的临界点个
数，则 χU = kχV － r．
引理 3［3］ 设 f( z) : D→ D是解析映射，则下列

2 者之一成立:
( i) f是绕某个不动点 z0 ∈ D的旋转;

( ii) f n ( z) 在D内局部一致收敛于某个 z0∈D．

引理 4［1］ 设 f( z) 是 C
∧
上度为 d的有理映照，

则 f( z) 在 C
∧
上有且仅有 d + 1 个不动点．

2 定理的证明

为证明本文定理，先证明下面的 3 个引理．
引理5 设Ｒ( z) 如( 1) 式定义，则Ｒ( z) 在D内

有 d － 1 个临界点( 计重数) ，在 D上没有临界点．
证 因 Ｒ( z) : D→ D，D的欧拉示性数 χ( D) =

1，记 r为 Ｒ( z) 在 D内的临界点个数( 计重数) ，由引
理 2 得 r = d － 1，又

Ｒ( z) = eiθ∏
d

i = 1

z － ai

1 － aiz
，

其 中 ai ＜ 1，θ ∈ Ｒ， 则 Ｒ'( z) = Ｒ( z) ·

∑
d

i = 1

1 － ai
2

( z － ai ) ·( 1 － aiz)
，z ≠ ai，z ∈ D，zz = 1，

有∑
d

i = 1

1 － ai
2

( z － ai ) ·( 1 － aiz)
= 1

z∑
d

i = 1

1 － ai
2

z － ai
2，

即有 Ｒ'( z) ≠ 0，Ｒ( z) 在 D上没有临界点．
引理 6 设 Ｒ( z) 如( 1) 式定义，若 z0 ∈ D是

周期为 k的周期点，则( Ｒk ) '( z) ＞ 0 且有下列结论
之一成立:

( i) z0 是 Ｒ( z) 唯一的吸性或抛物不动点;
( ii) z0 是斥性周期点．

证 设 Ｒ( z) = eiθ∏
d

i = 1

z － ai

1 － aiz
， ai ＜ 1，则

Ｒ'( z) = Ｒ( z) ·∑
d

i = 1

1 － ai
2

( z － ai ) ·( 1 － aiz)
，

其中 z≠ ai，若 z0 ∈ D是 Ｒ( z) 的不动点，则

Ｒ'( z0 ) = Ｒ( z0 )
1
z0∑

d

i = 1

1 － ai
2

z0 － ai
2 = ∑

d

i = 1

1 － ai
2

z0 － ai
2 ．

( 2)
k ＞ 0，Ｒk ( z) 也是有限 Blaschke 乘积，则有 λ =
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( Ｒk ) '( z) ＞ 0．
( i) 若 λ≤ 1，则 z0 是 Ｒ( z) 的吸性或抛物周期

点，由引理 3知 k = 1且 z0 是 Ｒ( z) 唯一的吸性或抛
物不动点;

( ii) 若 λ ＞ 1，则 z0 是 Ｒ( z) 的斥性周期点．
引理 7 设 Ｒ( z) 如( 1) 式定义，则 Ｒ( z) 的

Julia集 J( Ｒ) = D或者 J( Ｒ) 为 D上的 Cantor集．

证 因 Ｒ－1 ( D) = D = Ｒ( D) ，Ｒ－1 ( C
∧
D) =

C
∧
D = Ｒ( C

∧
D) ，故 J( Ｒ)  D．

若 J( Ｒ) ≠D，下证 J( Ｒ) D为Cantor集，即
J( Ｒ) 每个连通分支为单点．
反证，假设 J( Ｒ) 有非单点连通分支 K，取 z0 ∈

K 及 z0 的开邻域 U( z0 ) ，有 U( z0 ) ∩ D  K 

J( Ｒ) ;z1 ∈ DJ( Ｒ) 并且不是例外点，J( Ｒ) 

∪
n≥0

Ｒ－n ( z1 ) ，存在n0和Ｒ
－n0( z1) 的1个分支Ｒ

－n0
j ( z1) ∈

U( z0 ) ∩ D  J( Ｒ) ，则有 z1 ∈ Ｒn0 ( J( Ｒ) ) =

J( Ｒ) ，即 z1 ∈ J( Ｒ) ． 矛盾，则 J( Ｒ) 为 D 上的
Cantor集．

定理 1 的证明 由引理 3 知，z0 ∈ D，使得
Ｒn ( z) → z0，n→∞，z∈D，故 z0是 Ｒ( z) 的吸性或抛
物不动点．
( i) 当 z0 ∈ D是 Ｒ( z) 的不动点时，因 Ｒ( z) : D→

D，由引理1，有DF( Ｒ) ，故 z0是吸性不动点，则由
对称性可知 1 z0 是吸性不动点，即 z0 和 1 z0 是
Ｒ( z) 的 2个吸性不动点，Ｒ( z) 有 2个吸性 Fatou分
支，且由引理5知每个分支内有 d － 1个临界点，又D

和 C
∧
D 是 2 个完全不变的 Fatou 分支，则有

J( Ｒ) = D;
( ii) 当 z0 ∈ D 是 Ｒ( z) 的吸性不动点时，有

z0 ∈F( Ｒ) ，J( Ｒ) ≠D，由引理7知 J( Ｒ) 为 D上的
Cantor集;
( iii) 当 z0∈D是 Ｒ( z) 的抛物不动点时，由引

理 6知Ｒ'( z0 ) = 1，又DF( Ｒ) ，C
∧
DF( Ｒ) ，故

Ｒ( z) 在 z0 处至多有 2 个不变分支．由 Fatou 花瓣定
理知，当 Ｒ″( z0 ) = 0 时，Ｒ( z) 在 z0 处有 2 个不变
Fatou分支，J( Ｒ) = D; 当Ｒ″( z0 ) ≠0时，Ｒ( z) 在 z0
处只有 1 个不变的 Fatou 分支，则由引理 7 知 J( Ｒ)
为 D上的 Cantor集．
定理 1 的应用 设 Ｒ( z) 如( 1) 式定义，Ｒ( z)

存在吸性不动点或在 D 上存在 1 个抛物不动点且
J( Ｒ) = D的应用很多［3］，下面给出在 D上存在 1
个抛物不动点，且 J( Ｒ) 为 D上的 Cantor集的 1个

Blaschke乘积．

例 1 设 Ｒ( z) = ( ( z － 槡i 2 2) ( 1 +

槡i 2 z2) ) ·( ( z － 1 5 + 槡i2 2 5) ( 1 － ( 1 5 +

槡i2 2 5) z) ) ．
计算可得 Ｒ( 1) = 1且 Ｒ'( 1) = 1，即 1为 Ｒ( z)

的抛物不动点，又 Ｒ″( 1) ≠0，由定理1即知 Ｒ( z) 在
不动点 z0 = 1处只有 1个抛物不变花瓣，则 J( Ｒ) 为
D上的 Cantor集．
定理2 的证明 由引理4知 Ｒ( z) 有 d + 1个不

动点．由 Ｒ'( 1) = 1 可得 ai ∈ ( － 1，0) ．
当 d为奇数时，Ｒ( － 1) = － 1，由

Ｒ'( － 1) = ∑
d

i = 1

1 － a2
i

( 1 + ai )
2 ＞ ∑

d

i = 1

1 － a2
i

( 1 － ai )
2 =

Ｒ'( 1) = 1
得 z0 = － 1为Ｒ( z) 的斥性不动点，则一定有1为2重
或者3重抛物不动点，事实上，－ 1 是1重不动点，若
Ｒ( z) 有不动点 z0，则当 z0Ｒ时，有 z0也是 Ｒ( z) 的
不动点; 当 z0∈ ( － 1，1) 时，有1 z0也是Ｒ( z) 的不
动点，即除不动点 ± 1 外的其他不动点成对出现，由
引理 4 知 Ｒ( z) 有 d + 1( 偶数) 个不动点，故 1 为
Ｒ( z) 的 3重抛物不动点，即 Ｒ( z) 在点 1有 2个抛物

不变的花瓣，而 D和 C
∧
D是 2个完全不变的 Fatou

分支，由定理 1 知 J( Ｒ) = D．
当 d为偶数时，Ｒ( － 1) = 1，Ｒ( z) 有奇数个不

动点，1 为抛物不动点，类似于上面的分析，不动点 1
为 3 重抛物不动点．故 J( Ｒ) = D．
推论 1 的证明 ( i) 若 d为偶数，Ｒ( z) 有奇数

个不动点，又 Ｒ( 1) = 1，由引理6证明中的( 2) 式知

Ｒ'( 1) = ∑
d

i = 1

1 － a2
i

( 1 － ai )
2 = ∑

d

i = 1

1 + ai

1 － ai
，

即若1为斥性不动点，有∑
d

i = 1

1 + ai

1 － ai
＞ 1，若Ｒ( z) 在D

有不动点 z0，则由对称性可知在 C
∧
D有 1 z0 也是

Ｒ( z) 的不动点．又由 ai ∈ Ｒ 知，若 Ｒ( z) 有不动点

z0，z0Ｒ，则 z0也是Ｒ( z) 的不动点，即有D和C
∧
D

上的不动点在实轴上．由引理 3知 D上不存在吸性
和抛物不动点，则 z0 ∈ ( － 1，1) ，Ｒ( z0 ) = z0 且
Ｒ( 1 z0 ) = 1 z0，由定理 1有 z0 和 1 z0 分别为 D

和 C
∧
D上的吸性不动点，则 J( Ｒ) = D．

若 1 为中性不动点，有∑
d

i = 1

1 + ai

1 － ai
= 1，由引理 6

证明中的( 2) 式知 Ｒ'( 1) = 1，由定理 2得 J( Ｒ) =
D．
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若 1 为吸性不动点，有∑
d

i = 1

1 + ai

1 － ai
＜ 1，由定理 1

知 J( Ｒ) 为 D上的 Cantor集．
( ii) 若 d为奇数，Ｒ( z) 有偶数个不动点，Ｒ( 1) =

1，Ｒ( － 1) = － 1，Ｒ'( － 1) = ∑
d

i = 1

1 － ai

1 + ai
．

由定理 2，类似于上面分析可知，若点 1 为斥性

不动点，有∑
d

i = 1

1 + ai

1 － ai
＞ 1，当且仅当 － 1为斥性或抛

物不动点，即当∑
d

i = 1

1 － ai

1 + ai
≥ 1 时，有 J( Ｒ) = D．

若 1 为中性和抛物不动点时，证明与当 d 为偶
数时相同．
综上，若 d为偶数时，当且仅当 1 为斥性或抛物

不动点，即当∑
d

i = 1

1 + ai

1 － ai
≥ 1 时，有 J( Ｒ) = D．若 d

为奇数时，当且仅当1为斥性不动点且 － 1为斥性或

抛物不动点，或 1为抛物不动点，即当∑
d

i = 1

1 + ai

1 － ai
≥ 1

且∑
d

i = 1

1 － ai

1 + ai
≥ 1 时，有 J( Ｒ) = D． 命题得证．

注1 推论2的证明与定理1中( ii) 、( iii) 证明
类似．
定理 3 的证明 易见 Ｒ( 1) = 1，即 z = 1 是

Ｒ( z) 的不动点．又

Ｒ'( z) = Ｒ( z) 1 － c 2

( z － c) ( 1 － cz)
+

1 － c 2

( z － c) ( 1 － cz( ))
且 c ＜ 1，则有Ｒ'( 1) = 2( 1 － c 2)［( 1 － c) ( 1 －
c) ］ ＞ 0．
( i) 假设 1是斥性不动点，则有 Ｒ'( 1) = 2( 1 －

c 2 ) ［( 1 － c) ( 1 － c) ］ ＞ 1，不妨设 c = x + iy，得
2( 1 － ( x2 + y2 ) ) ＞ 1 － 2x + ( x2 + y2 ) ．

令 γ: 3( x2 + y2) － 2x = 1，即得曲线3( x2 + y2) － 2x ＜
1在 γ内部，即证存在曲线 γ，若 c∈ int γ，有 Ｒ'( 1) ＞
1，1是斥性不动点．又Ｒ( z) 的不动点在实轴上，故一
定存在一个不动点 x0 ∈ ( － 1，1) ，由定理 1知 x0 是
一个吸性不动点，且由对称性知 1 x0 也是吸性不
动点．由定理 1 即知 J( Ｒ) = Δ．
( ii) 若 c∈ γ，由( 1) 式得 3( x2 + y2 ) － 2x = 1，

则 Ｒ'( 1) = 2( 1 － c 2 ) ［( 1 － c) ( 1 － c) ］ = 1，
1是抛物不动点，由定理2可知1是3重抛物不动点，
即有 J( Ｒ) = Δ．

( iii) 若 c∈ Δ( 0，1) int γ，由( 1) 式得3( x2 +
y2 ) － 2x ＞ 1，则Ｒ'( 1) = 2( 1 － c 2)［( 1 － c) ( 1 －
c) ］ ＜ 1，1是吸性不动点，由定理1知 J( Ｒ) 为 Δ上

的 Cantor集．
注2 推论3的证明与定理3相同，可得γ: ( 1 +

2d) ( x2 + y2 ) － 2x = 2d － 1．
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The Institutional Cost and the Trade Effect of OFDI
———Empirical Ｒesearch Based on Chinese Provincial Panel Data
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2． Institute of Industrial Economics，Jiangxi University of Finance and Economics，Nanchang Jiangxi 330013，China;

3． School of Economics and Management，Nanjing University of Science and Technology，Nanjing Jiangsu 210094，China)

Abstract: The specific impact mechanism and effecthow the institutional costs influence OFDI investment motive，
reverse spillover effect and how the institutional cost influence the trade effect of OFDI are discussed through combi-
ning the OFDI investment motivation theory，reverse spillover theory and institutional environment into a unified
analysis framework from the angel of home country institutional environment． Furthermore，an empirical test on the
above mechanism is analyzed by using China's provinces panel data from 2003 to 2010． The estimation results show
that the trade effect of OFDI f is no longer positive，or even to turn into a significant negative effect under the condi-
tion of controlling the degree of marketization． It is shown that the home country's reverse spillover effect and the
trade effect of OFDI have the significant effect of " institution threshold" characteristic． The trade effect of OFDI on
the home country is implemented by the local institutional quality improved． There will be a remarkable increase of
trade effect of OFDI with the improvement of regional marketization． It is also shown that the improvement of the re-
gional institutional quality is the key to promote the positive interaction between the opening and the domestic econ-
omy．
Key words: institution cost; OFDI; trade effect; effect of institution threshold
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Some Properties of Julia Sets of Blaschke Products

GAO Junyang，LI Tingting
( School of Science，China University of Mining and Technology( Beijing) ，Beijing 100083，China)

Abstract: The properties of Julia sets of Blaschke product function are mainly studied． A complete characterization
of the properties of a class of Blaschke products in parameter spaces is given．
Key words: Blaschke product; dynamical properties; Julia set
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