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摘要:在完备的度量空间中，利用泛函分析和集值映射的理论工具，研究了已有文献提出的一个问题并给

出了正面回答，即建立了满足 φ-弱压缩性质的 2 个多值映射的公共不动点定理，把公共不动点定理推广
到了 2 个多值映射．
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0 引言

多值映射的不动点定理已经在许多文献中被广

泛地讨论［1-15］． 特别地，文献［1］研究了满足广义 φ-
弱压缩的 2 个映射的公共不动点定理; 文献［2］讨
论了满足 H( Tx，Ty) ≤ αN( x，y) 的多值映射的不动
点定理．
本文记( X，d) 是一个度量空间，CB ( X) 是 X 中

的一切非空有界闭子集的集合． 记 H 为由 d 诱导的
Hausdorff度量，在很多关于多值映射的不动点定理
的研究中都利用了这种度量［1-6］:A，B ∈ CB ( X) ，
H( A，B) = max{ sup

b∈B
d( b，A) ，sup

a∈A
d( a，B) }，其中d( x，A) =

inf
a∈A

d( x，a) ．

定义 1［2］ 设 T: X→ CB ( X) 是 1个映射，若存
在一个函数 φ: ［0，+ ∞ ) →［0，+ ∞ ) 满足 φ( 0) =
0 且t ＞ 0 有 φ( t) ＞ 0，使得
H( Tx，Ty) ≤ d( x，y) － φ( d( x，y) ) ，x，y∈ X，
则称 T为 φ-弱压缩映射．
文献［1］拓展了上述定义，给出了 2 个映射的

广义 φ-弱压缩的概念．
定义 2［1］ 设 T，S: X→ CB ( X) 是 2个映射，若

存在一个函数 φ: ［0，+ ∞ ) →［0，+ ∞ ) 满足
φ( 0) = 0 且t ＞ 0 有 φ( t) ＞ 0，使得

H( Tx，Sy) ≤M( x，y) － φ( M( x，y) ) ，x，y∈ X，
其中 M( x，y) = max{ d( x，y) ，d( x，Tx) ，d( y，Sy) ，
［d( x，Sy) + d( y，Tx) ］2} ，则称 T，S 是广义 φ-弱

压缩映射．
引理 1［1］ 设( X，d) 是一个完备的度量空间，

T: X→X且 S: X→ CB ( X) ，有
H( { Tx} ，Sy) ≤M( x，y) － φ( M( x，y) ) ，x，y∈ X，
其中φ: ［0，+∞ ) →［0，+∞ ) 是下半连续，φ( 0) =
0，且对一切 t ＞ 0有 φ( t) ＞ 0，则存在唯一的点 x∈
X，有 x = Tx且 x∈ Sx．
在引理 1 所讨论的映射中一个为多值映射，另

一个为单值映射． 因此文献［1］提出了下述问题: 2
个广义φ-弱压缩多值映射是否有类似于引理1的公
共不动点定理?本文主要探讨上述问题，并给出了一

个正面回答．
在证明主要定理之前，首先介绍一个引理．
引理2［9］ 若 A，B∈CB ( X) 且 a∈ A，则ε ＞

0，b∈ B，使得 d( a，b) ≤ H( A，B) + ε．

1 主要结果及证明

定理 1 设( X，d) 是一个完备的度量空间，T，
S: X→ CB ( X) ，有
H( Tx，Sy) ≤M( x，y) － φ( M( x，y) ) ，x，y∈ X，( 1)
其中φ: ［0，+∞ ) →［0，+∞ ) 是下半连续，φ( 0) =
0，且对一切 t ＞ 0有 φ( t) ＞ 0，则存在唯一的点 x∈
X使得 x∈ Tx且 x∈ Sx．
证 若x，y∈ X 使得 M( x，y) = 0，则显然

x = y是 T和 S的一个公共不动点．
下面假设x，y∈ X有M( x，y) ≠ 0．任取 x0∈
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X和 x1 ∈ Sx0，由引理 2 知

x2 ∈ Tx1，d( x2，x1) ≤H( Tx1，Sx0) +
1
2 φ( M( x1，x0) ) ，

x3 ∈ Sx2，d( x3，x2) ≤H( Sx2，Tx1) +
1
2 φ( M( x1，x2) ) ，

依此类推可通过引理 2 找到序列{ xn} 满足

x2n+1 ∈ Sx2n，d( x2n+1，x2n ) ≤ H( Sx2n，Tx2n－1 ) +
φ( M( x2n－1，x2n ) ) 2， ( 2)

x2n+2 ∈ Tx2n+1，d( x2n+2，x2n+1) ≤ H( Tx2n+1，Sx2n) +
φ( M( x2n+1，x2n ) ) 2， ( 3)
接下来分 3 步来证明定理 1．
( i) 先证lim

n→∞
d( xn，xn+1 ) = 0．通过( 1) 式和( 2)

式有

d( x2n，x2n+1) ≤ H( Tx2n－1，Sx2n) + φ( M( x2n－1，x2n) )2≤
M( x2n－1，x2n ) － φ( M( x2n－1，x2n ) ) 2． ( 4)
又

d( x2n－1，x2n ) ≤ M( x2n－1，x2n ) = max{ d( x2n－1，
x2n ) ，d( x2n－1，Tx2n－1 ) ，d( x2n，Sx2n) ，［d( x2n－1，Sx2n ) +
d( x2n，Tx2n－1 ) ］2} ≤ max{ d( x2n－1，x2n ) ，d( x2n－1，
x2n ) ，d( x2n，x2n+1) ，［d( x2n－1，x2n+1 ) + 0］2} =
max{ d( x2n－1，x2n ) ，d( x2n，x2n+1 ) } ， ( 5)
则

d( x2n，x2n+1 ) ≤ d( x2n－1，x2n ) ． ( 6)
若 d( x2n－1，x2n ) ≤ d( x2n，x2n+1 ) ，则由( 4) 式与

( 5) 式可以得到 d( x2n，x2n+1 ) ≤ d( x2n，x2n+1 ) －
φ( d( x2n，x2n+1 ) ) 2，即 φ( d( x2n，x2n+1 ) ) ≤ 0，这与
φ 的定义矛盾． 同时利用 ( 5) 式与 ( 6) 式可得
M( x2n－1，x2n ) = d( x2n－1，x2n ) ．
同理，由( 1) 式和( 3) 式可得

d( x2n+1，x2n+2 ) ≤ d( x2n，x2n+1 ) ． ( 7)
由( 6) 式和( 7) 式可知，d( xk，xk+1 ) ≤ d( xk－1，xk ) ，

k∈N．所以{ d( xk，xk+1 ) } 是单调递减且有下界的

序列，故r≥ 0，有 lim
n→∞

d( xn，xn+1 ) = r，lim
n→∞

d( x2n－1，

x2n ) = lim
n→∞

M( x2n－1，x2n ) = r．又由于 φ是下半连续，

则 φ( r) ≤ liminf
n→∞

φ( M( x2n－1，x2n ) ) ，故由( 5) 式可知

r≤ r － φ( r) /2，即 φ( r) = 0，所以 r = 0．
( ii) 再证{ xn} 是柯西列．类似于文献［1］可得

{ xn} 是有界数列． 令 Pn = sup{ d( xi，xj ) : i，j≥ n} ，
显然{ Pn} 是递减的，则必定 P ≥ 0 使得 lim

n→∞
Pn =

P，只需证 P = 0 即可．
由 k ∈ N，n( k) ，m( k) ∈ N 有 m( k) ＞

n( k) ≥ k且 Pk － 1 k ≤ d( xm( k) ，xn( k) ) ≤ P 可得
lim
k→∞

d( xm( k) ，xn( k) ) = P．由( i) 可得

lim
k→∞

d( xm( k) +1，xn( k) +1 ) = lim
k→∞

d( xm( k) +1，xn( k) ) =

lim
k→∞

d( xm( k) ，xn( k) +1 ) = P．

k∈ N，不妨设 m( k) 是奇数，n( k) 是偶数，
d( xm( k) ，xn( k) ) ≤ M( xm( k) ，xn( k) ) =

max{ d( xm( k) ，xn( k) ) ，d( xm( k) ，Txm( k) ) ，d( xn( k) ，

Sxn( k) ) ，［d( xm( k) ，Sxn( k) ) + d( xn( k) ，Txm( k) ) ］2} ≤
max{ d( xm( k) ，xn( k) ) ，d( xm( k) ，xm( k) +1 ) ，d( xn( k) ，

xn( k) +1) ，［d( xm( k) ，xn( k) +1 ) + d( xn( k) ，xm( k) +1 ) ］2} ，
这个不等式可以说明lim

k→∞
M( xm( k) ，xn( k) ) = P． 由( 1)

式得

d( xm( k) +1，xn( k) +1) ≤ H( Txm( k) ，Sxn( k) ) + φ( M( xm( k) +
xn( k) ) )2≤M( xm( k) ，xn( k) ) － φ( M( xm( k) ，xn( k) ) )2，
因为 φ是下半连续，故 P≤ P － φ( P) /2，即 φ( P) =
0，所以 P = 0．因此{ xn} 是柯西列．
( iii) 最后证 T 和 S 有一个公共不动点． 因为

( X，d) 是一个完备的度量空间且{ xn} 是柯西列，则

x∈ X，lim
n→∞

xn = x． 由( 1) 式可得

d( x2n+2，Sx) ≤ H( Tx2n+1，Sx) ≤ M( x2n+1，x) －
φ( M( x2n+1，x) ) ，n∈ N，

则 d( x2n+2，Sx) ＜ M( x2n+1，x) ，故有
d( x，Sx) ≤ lim

n→∞
M( x2n+1，x) ． ( 8)

然而，

M( x2n+1，x) = max{ d( x2n+1，x) ，d( x2n+1，Tx2n+1 ) ，
d( x，Sx) ，［d( x2n+1，Sx) + d( x，Tx2n+1 ) ］2} ≤
max{ d( x2n+1，x) ，d( x2n+1，x2n+2 ) ，d( x，Sx) ，
［d( x2n+1，Sx) + d( x，x2n+2 ) ］2} ，
所以

lim
n→∞

M( x2n+1，x) ≤ d( x，Sx) ． ( 9)

由( 8) 式和( 9) 式知lim
n→∞

M( x2n+1，x) = d( x，Sx) ．

因为φ是下半连续且( 7) 式成立，易证d( x，Sx) =
0．由于 Sx∈ CB ( X) ，则 x∈ Sx．同时，
d( Tx，x) ≤ H( Tx，Sx) ≤M( x，x) － φ( M( x，x) ) ，( 10)
其中 M( x，x) = max{ d( x，x) ，d( x，Tx) ，d( x，Sx) ，
［d( x，Sx) + d( x，Tx) ］2} = d( x，Tx) ，由( 10) 式
可知 φ( d( Tx，x) ) = 0，则 d( Tx，x) = 0． 由于 Tx∈
CB ( x) ，则 x∈ Tx．

2 结论

本文通过利用泛函分析和集值映射的理论工

具，对文献［1］提出的一个问题给出了正面回答，即
对于 2 个广义 φ-弱压缩多值映射，引理 1 的推广形
式仍然成立．定理 1 中弱下半连续性的条件是否可
以减弱或者去掉，是今后值得研究的一个课题．对于
半度量空间、广义度量空间以及锥度量空间，本文的
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结果是否成立?也是值得进一步系统探讨的问题．
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The Common Fixed Point Theorem for Multivalued Weak Contractive Mappings

ＲEN Chenchen，LI Lu
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: In the complete metric space，a problem posed by the literature and a positive answer is given using the
theoretical tods of functional analysis and set-valued mapping． The common fixed point theorem of two multivalued
generalized φ-weak contractive mappings is established． This theorem is a generalization of the common fixed point
theorem for two multi-valued maps．
Key words: multivalued mappings; fixed point theorem; φ-weak contractive mappings
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