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基于 Copula相依模型的指数保费预测
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摘要:指数保费原理是非寿险精算中的一种重要保费原理，在理论和实际中都有重要应用．然而，大部分
关于指数保费的统计推断文献都假设风险是相互独立或条件独立的，这种独立性在实际中并不一定成

立．基于 Copula相依模型，给出了指数保费的预测，并讨论了保费预测的性质．最后给出了在 Calyton Cop-
ula模型下指数保费预测公式．
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0 引言

保费厘定是精算师通过科学分析风险的可能损

失并对之制定合理价格的过程． 科学合理的保费制
定有利于保险公司财务的稳定，有利于提高保险公

司的核心竞争力［1］． 在寿险精算领域中，常用的保
费原理包括净保费原理、期望值原理、方差保费原
理、标准差保费原理等．注意到这些保费原理仅仅依
赖于风险随机变量的前 2 阶矩，而与风险的具体分
布无关．然而，在实际中，非寿险的风险常常呈现厚
尾的性质，风险分布的前 2 阶矩无法完全刻画风险
的厚尾性．为此，H． U． Gerber［2］提出指数保费原理，
定义为

H( X) = 1
α
log［E( eαX ) ］，α ＞ 0，

其中 α ＞ 0 为已知参数，而 F( x) 为 X的分布函数．
指数保费原理满足非负安全负荷性、独立风险

可加性、随机序的单调性、正齐次性、转移不变性等
性质，因此它是非寿险精算中最常用的保费原理之

一．指数保费原理在实际中得到广泛运用，在理论上
也得到详细研究［2-4］．
然而，在实际运用中指数保费 H( X) 依赖于风

险的分布F( x) ，而分布函数F( x) 往往是未知的．这
里一般假设对风险 X具有 n年的观测值 X1，X2，…，
Xn，并根据观测值估计或预测未来的保费
H( Xn+1 ) ． 在传统的数理统计中，常常假设 X1，X2，

…，Xn 相互独立，进而对 H( Xn+1 ) 进行估计或预测．

但在实际运用中，这种独立性假设有时是不成立的，

有时可能只是近似地成立，从而所得结论与复杂的

风险实际是不相符的． 事实上，存在许多保险场合，
使得保险合同之间的索赔具有某种相依性． 在精算
学中，已经有许多文献研究了相依风险在各种保险

定价中的应用［5-6］． 为了解决风险之间的相依性问
题，H． Bühlmann［7］ 引入贝叶斯模型． 在贝叶斯模型
中，假设 X的分布依赖于某个风险参数 θ，由于风险
的非齐次性，假设风险参数 θ本身是随机变量，具有
先验分布 π( θ) ． 此时将样本 X1，X2，…，Xn，… 看成
是在 θ 给 定 下 条 件 独 立 同 分 布 的 样 本． H．
Bühlmann［7］ 将保费的预测限定在样本的线性函数
下，从而得到常用的信度保费预测公式为

X
∧

n+1 = ZX + ( 1 － Z) μ．
Pan Maolin 等［8］ 在此基础上进行了研究;Wen
Limin等［9］ 在指数保费原理下对信度保费进行了研
究．注意到，在贝叶斯模型中样本 X1，X2，…，Xn 都依

赖于随机风险参数 θ ，从而具有一定的相依性．但这
种相依性仅仅是一种等相依性，只能刻画一部分现

实情况．
在现代精算理论中，研究者一致认为连接函数

( Copula) 是度量相依风险的最有效工具．根据 Sklar
定理，多个风险之间的相依性可以完全由 Copula 函
数来刻画，而不依赖于单个风险的边际分布，关于
Copula的详细介绍可参见文献［10］． 近年来，已有
不少学者引进 Copula 函数来研究保费定价及风险
管理模型． E． W． Frees 等［11］ 将 Copula 函数引入时
间分量来度量时间效应上的相依性，建立了时间分
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量的 Copula 信度模型． 吴吉林等［12］ 研究了时变混
合 Copula模型的非参数统计推断问题．
基于以上的研究，提出利用 Copula 函数来刻画

索赔样本之间的相依性，从而推导未来保费在指数保

费原理下的保费预测公式，并探讨相关的统计性质．

1 相依风险模型下指数保费的最优
预测

记 χ = { X: X 为非负随机变量，且 t0 ＞ 0，
MX ( t0 ) ＜ ∞ } 表示可保风险随机变量的集合，则当
0 ＜ α ＜ t0 时，指数保费 H( X) = log［E( eαX ) ］α
是存在的．因此本文均假设 0 ＜ α ＜ t0 ．
命题 1 若对风险 X取决策函数 δ( X) ，且取指

数损失函数为
L( X，P) = ( exp( αX) － exp( αP) ) 2， ( 1)

则最小化 min
δ
E［exp( αX) － exp( αδ) ) 2］，最优决策

函数 δ* ( X) = log［E( eα X ) ］α为指数保费．
证 令 Φ = E［exp( αX) － exp( αδ) ) 2］，关于

Φ对 δ求导，并令导数为 0 即可得到
δ* ( X) = log［E( eα X ) ］α ．

易证指数保费H( x) = log［E( eα X ) ］α是α的
增函数，且 lim

α→0 +
H( X) = E( X) ． 另外，易证指数保费

满足风险度量的一致性公理，关于指数保费原理的

相关讨论可参见文献［13-15］．
一般地，指数保费 H( X) 是未知的，需要根据已

有的样本信息进行估计． 设 X1，X2，…，Xn，Xn+1 为风

险 X的若干次索赔，其中 X1，X2，…，Xn 是已经观测

到的索赔样本，而Xn+1是未来的索赔，需要根据已有

的样本 X1，X2，…，Xn 进行预测．
为了得到指数保费 H( Xn+1 ) 的预测，考虑

H( Xn+1 ) = H( X) = log［E( eα X ) ］α =

log［∫eα XdF( x) ］α．

在经典的统计学中，样本 X1，X2，…，Xn 是相互独立

且具有与总体相同的分布，这时经验分布函数

Fn ( x) =
1
n∑

n

i = 1
I( Xi ≤ x) 是总体分布函数 F( x) 的

无偏相合估计，因此容易得到 H( Xn+1) 的一个估计为

H
∧
( Xn+1 ) =

1
α
log［∫eα XdFn ( x) ］ =

1
α
log 1

n∑
n

i = 1
eα X( )i ． ( 2)

命题 2 若 X1，X2，…，Xn是总体 X 的简单随机
样本，则( 2) 式是 H( Xn+1 ) 的强相合估计，且当 n→

∞ 时，H
∧
( Xn+1 ) 是渐近正态的，即有

槡n［H
∧
( Xn+1 ) － H( Xn+1) ］ →

L
N( 0，σ2 ( α) ) ，

其中 σ2 ( α) = ( MX ( 2α) － M2
X ( α) ) ［α

2M2
X ( α) ］

是渐近方差．
证 记 Yi = eα Xi，因此 Y1，Y2，…，Yn 独立同分

布，且 EY1 = E( eα X1 ) = MX ( α) ．根据独立同分布的
中心极限定理有

槡n［Y － MX ( α) ］ →
L

N( 0，MX ( 2α) － M2
X ( α) ) ．

令 g( x) = ( log x)α，则 g( MX( α) ) = log MX( α)
α．因此，根据 Crámer定理可得

槡n［g( Y) － g( MX ( α) ) ］ →
L

N( 0，［g'( MX ( α) ) ］
2·( MX ( 2α) － M2

X ( α) ) ) ，

即槡n［H
∧
( Xn+1 ) － H( Xn+1) ］ →

L
N( 0，σ2 ( α) ) ．

在风险管理的实际运用中，风险 X 在不同年的
观测值往往是相依的，相互独立的假设往往不能满

足，这时 H
∧
( Xn+1 ) 的相合性和渐近正态性就未必成

立．注意到，根据命题1，指数保费H( Xn+1 ) 是在损失

函数 L( Xn+1，δ) = ( exp( αXn+1 ) － exp( αδ) ) 2 下期
望损失达到最小的估计． 为此，若仍然取损失函数
( 1) ，利用已知的观测值 X1，X2，…，Xn的函数 g( X1，

X2，…，Xn ) 预测 Xn+1，且使得期望损失函数达到最

小，即求解下面的最小化问题
min
g∈ψ

E［exp( αXn+1 ) － exp( αg( X1，X2，…，Xn) ］
2，( 3)

其中 ψ = { g: g( X1，X2，…，Xn ) 为可测函数} ． 因此
得到定理 1．
定理 1 在指数损失函数( 1) 下，求解最小化

问题( 3) 得到 Xn+1 的最优预测为

X
∧

n+1 = 1
α
log E( eαXn+1 X1，X2，…，Xn ) ．

证 记Φ( g) = E［exp( αXn+1 ) － exp( αg( X1，

X2，…，Xn)］
2，以及Φ( g X1，X2，…，Xn) = E{［exp( αXn+1) －

exp( αg( X1，X2，…，Xn) ］
2 X1，X2，…，Xn} ，则 Φ( g) =

E［Φ( g X1，X2，…，Xn) ］． 若有 g* 使Φ( g X1，X2，

…，Xn ) 达到最小，则也能使得 Φ( g) 达到最小． 由
于 Φ( g X1，X2，…，Xn ) 中 g 为非随机变量，所以对
Φ( g X1，X2，…，Xn) 关于 g求导，并令导数为 0，得到
Φ( g X1，X2，…，Xn)g = － 2eαgE{ ［exp( αXn+1) －
exp( αg) ］ X1，X2，…，Xn} = 0，

因此 g = log E( eαXn+1 X1，X2，…，Xn ) α ．
在贝叶斯统计中，假设 θ 给定条件下 X1，X2，

…，Xn相互独立且具有相同的分布，而 θ也是随机变
量，具有先验分布 π( θ) ，此时

H( Xn+1 ) =
1
α
log［E( eαXn+1 θ) = θ( 1 － eα )

α
，
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X
∧

n+1 = 1
α
log E( E( eαXn+1 θ，X1，X2，…，Xn ) X1，X2，

…，Xn ) =
1
α
log E( MX ( α; θ) X1，X2，…，Xn ) ，

其中 MX ( α; θ) = E( eαX θ) 为 X的条件矩母函数在
α处的值． 进一步，假设 X 服从泊松 Poisson( θ) 分
布，而 θ服从 Gamma( a，b) 分布，则容易得到

MX ( α; θ) = E( eαX θ) = exp( θ( eα － 1) ) ．
这是后验分布 π( θ x1，x2，…，xn ) 服从 Gamma( a +

nx－，b + n) ，则此时有

E( MX ( α; θ) X1，X2，…，Xn ) = ∫exp( θ( eα － 1) )·
( b + n) a+nx

－

Γ( a + nx－)
θa+nx

－ －1e － ( b+n) θdθ = ( b + n) a+nx
－

Γ( a + nx－)
·

Γ( a + nx－)
( b + n + 1 － eα ) a+nx

－ = ( b + n) a+nx
－

( b + n + 1 － eα ) a+nx
－ =

1 + 1 － eα( )b + n
a+nx－

，

因此 X
∧

n+1 = a + nx－

α
log 1 + 1 － eα( )b + n

． 由于当 n → ∞

时，lim
n→∞
［1 + ( 1 － eα ) ( b + n) ］( b+n) / ( 1－eα) = e，且根

据大数定律有( a + nx) ( 1 － eα ) ( b + n) → θ( 1 －
eα ) ，a． s．则

X
∧

n+1 = a + nx－

α
log 1 + 1 － eα( )b + n → θ( 1 － eα )

α
=

H( Xn+1 ) ．

即 X
∧

n+1 是 H( Xn+1 ) 的一个相合估计．
一般地，假设X1，X2，…，Xn为 n个同分布的随机

变量，可以看作是 n 个具有相依结构的风险随机变
量，也可以看作是一个风险的 n 个观测值，但假设
X1，X2，…，Xn不相互独立，指数保费 H( Xn+1) 的一个最
优预测为

H
∧
( Xn+1 ) =

1
α
log E( eαXn+1 X1，X2，…，Xn ) ．

显然，H
∧
( Xn+1 ) 的计算需要给定 X1，X2，…，Xn，

Xn+1 的相依结构． 虽然在贝叶斯模型中 X1，X2，…，
Xn 依赖于共同的 θ呈现一定的等相依性，然而这种
等相依性并不能完全刻画风险之间的相依性情况．
在金融统计中，Copula函数是刻画相依性最有效的
工具． 接下来将在一般 Copula 相依模型下讨论
H( Xn+1 ) 的最优预测问题．

2 Copula相依风险模型下的指数保
费预测

为了计算 H
∧
( Xn+1 ) 表达式，将用 Copula函数来

刻画 X1，X2，…，Xn，Xn+1 之间的相依性． 这里假设
X1，X2，…，Xn，Xn+1 具有相同的边际分布 F( x) ．
定义1 若随机向量Xn = ( X1，X2，…，Xn ) ' 有

一个联合分布 H( x1，x2，…，xn ) ，且有连续的边际分

布 F1，F2，…，Fn，则 X n的 Copula定义为( F1 ( X1 ) ，

F2 ( X2 ) ，…，Fn ( Xn ) ) 的分布函数 C，其中 Fi ( x) 为
随机变量 Xi 的边际分布函数．
根据 Sklar 定理，若边际分布 Fi ( x) 是连续函

数，则对任意联合分布 H( x1，x2，…，xn ) ，都存在唯

一的 Copula函数 C( u1，u2，…，un ) ，使得
H( x1，x2，…，xn ) = C( F1 ( x1 ) ，F2 ( x2 ) ，…，

Fn ( xn ) ) ． ( 4)
对( 4) 式关于 x1，x2，…，xn 求偏导数，可得到密

度函数为

h( x1，x2，…，xn ) = c( F1 ( x1 ) ，F2 ( x2 ) ，…，

Fn ( xn ) )∏
n

i = 1
fi ( xi ) ，

其中 c( u1，u2，…，un ) 为 Copula密度．

注意到 H
∧
( Xn+1 ) = log E( eαXn+1 X1，X2，…，

Xn ) α = log∫eαxn+1 f( xn+1 x1，x2，…，xn ) dxn+1α，

而f( xn+1 x1，x2，…，xn ) 为给定 x1，x2，…，xn下Xn+1的

条件密度函数． 根据条件密度公式有 f( xn+1 x1，x2，
…，xn ) = h( x1，x2，…，xn，xn+1 ) /h( x1，x2，…，xn ) ．记
ui = F( xi ) ，则 h( x1，x2，…，xn，xn+1 ) = c( u1，u2，…，

un，un+1 )∏
n+1

i = 1
f( xi ) ，因此

f( xn+1 x1，x2，…，xn) = c( u1，u2，…，un，un+1) f( xn+1)
［c( u1，u2，…，un) ］．
从而得到定理 2．
定理 2 指数保费 H( Xn+1 ) 的最优预测为

H
∧
( Xn+1) =

1
α
log∫ ehxn+1 c( u1，u2，…，un，un+1)

c( u1，u2，…，un)
f( xn+1) dxn+1，

( 5)
其中 ui = F( xi ) ，i = 1，2，…，n，n + 1．
由 ( 5) 式 可 看 出 比 率 c( u1，u2，…，un，

un+1 ) / c( u1，u2，…，un ) 决定了 Xn+1 原来概率密度的

变化． 当给出 Copula 密度 c( u1，u2，…，un ) 的形式

时，可得到 H
∧
( Xn+1 ) 的解．

3 Calyton Copula 风险相依模型下
的指数保费

在 Copula 理论中，Calyton Copula 是应用最为
广泛的一种 Copula函数．
定义 2 若 C( u1，u2，…，un ) 满足 C( u1，u2，
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…，un ) = ∑
n

i = 1
u－θ
i － n +( )1 －1 /θ，则称 C( u1，u2，…，

un ) 为 Calyton Copula．
关于 C( u1，u2，…，un ) 求偏导数易得 Calyton

Copula的密度为

c(u1，u2，…，un) =
θnΓ(n +1/θ)
Γ(1/θ) ∏

n

i =1
u－θ －1
i ∑

n

i =1
u－θ
i － n +( )1 －n－1/θ．

因此有
c( u1，u2，…，un，un+1)c( u1，u2，…，un) = θ( n +

1 /θ) ( 1 + 1 /ξ) 1 /θ+nu －θ－1
n+1 ( u

－θ
n+1 + ξ) －1 /θ－n－1，

这里 ξ =∑
n

i = 1
u－θ
i － n．令 Y =［F( Xn+1) ］

－θ，则随机变

量 Y的密度函数为

fY ( y) =
( n + 1 /θ) ( 1 + ξ) 1 /θ+n

( y + ξ) 1 /n+n+1
，y ＞ 1．

注意到 fY ( y) 是帕累托分布的密度函数，参数
分别为 n + 1 /θ和 1 + ξ，则有

E( eαXn+1 X1，X2，…，Xn ) = ∫
∞

1e
hF －1n+1( y －1 /θ)·

c( u1，u2，…，un，un+1)
c( u1u2，，…，un)

dy－1 /θ = ∫
∞

1e
hF－1n+1( y －1 /θ) fY( y) dy =

EY［－ exp( hF－1
n+1 ( Y

－1 /θ ) ) ］，

因此有

H
∧
( Xn+1 ) = log EY［－ exp( hF－1

n+1 ( Y
－1 /θ ) ) ］α．
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The Predictor of Exponential Premium Based on Copula Dependent Ｒisk Model

DU Mengying，ZHANG Yi，WEN Limin*

( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Exponential premium principle is a kind of important premium principle in non-life insurance actuarial
science． It has important application in theory and practice． However，most of exponential premium principle statisti-
cal inference in the literature is assumed that risk is mutually independent or conditional dependent． But this inde-
pendence is not satisfied in general practices． The exponential premium estimator is given based on dependent risk
model． And the properties of estimate are discussed． The exponential premium formula under Calyton copula model
is also given．
Key words: dependent risk; exponential premium principle; Copula function; Calyton copula
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