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0 变分法简史和将来的发展趋势

变分的思想可以追溯到法国科学家费马( Pierre
de Fermat，1601—1665) 时代．他在 1662 年提出了现
在被称为的极小作用原理: 光传播的路径是光程取

极值的路径． 这个极值可能是最大值 ( 或最小值) ，
甚至可以是函数的拐点．在最初提出时，又被人们称
为“最短时间原理”，即光线传播的路径是需时最少
的路径．此时，微积分还没有产生!

17 世纪后半叶，更多的非线性问题需要更加严
密的理论工具，这就促使了微积分的产生． 当时，许
多科学家，如法国的费马、笛卡尔，英国的巴罗、瓦里
士，德国的开普勒等，都为微积分的产生做了大量的

前期研究工作，为微积分的创立做出了启蒙的贡献．
英国的数学家牛顿( 1643—1727 ) 在 1684—1685 年
写《自然哲学的数学原理》，于 1687 年正式出版．德
国数学家莱布尼茨 ( 1646—1716 ) 于 1684 年在《博
学学报》( Acta Eruditorum) 发表了《一种求极大极小
和切线的新方法，它也适用于分式和无理量，以及这

种新方法的奇妙类型的计算》． 这 2 个工作标志着
微积分的诞生． 牛顿-莱布尼茨发明微积分后，有了
系统且严谨的办法来研究变分问题． 但围绕着微积
分的发明权之争，引发了欧洲大陆学派如德国 ( 莱

布尼茨学派) 和英国( 牛顿学派) 的数学家们之间的

互相挑战［1］．
约翰·贝努利 ( Johann Beinoulli，瑞士数学家，

1667—1748) 在 1696 年 6 月提出一个作为向欧洲数
学家( 甚至包括他哥哥 Jakob Bernoulli，瑞士数学家，
1654—1705) 挑战的数学问题，即现在被称为的“最
速下降线问题”． 问题提出半年后，仍然未解决． 于
是 Johann Beinoulli 在 1697 年元旦发表著名的“公
告”( Programma) ，再次向“全世界最聪明的数学家”
( 意指牛顿) 挑战，1 月 29 日牛顿从英国造币局下班
回到住处，看到了转达 Johann Beinoulli 挑战的信
件，随后他利用一个晚上的时间解决了这个问题，并

将结果匿名( 这是他常用的办法) 发表． Johann Bei-
noulli读到这篇文章后惊叹“终于看见了雄狮的利
爪”，意指是牛顿所为．“最速下降线问题”现在被认
为是变分法的起源． 瑞士数学家 Leonhard Euler
( 1707—1783) 作为 Johann Beinoulli 的学生，也对变
分法做出了极大贡献． 例如，Leonhard Euler 在 1734
年推广了最速降线问题，寻找这类问题的更一般方

法． 1744 年，Leonhard Euler 的《寻求具有某种极大
或极小性质的曲线的方法》一书出版［1］． 这是变分
学史上的里程碑，它标志着变分法作为一个新的数

学分支的诞生．在这个数学分支中，函数本身就是自
变量，因此比微积分的极值问题更加抽象和复杂．
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Leonhard Euler找到了解决这类问题的一般方法．因
此，教科书中变分法的基本方程就叫欧拉方程．在西
方数学界，Johann Beinoulli，Jakob Bernoulli 和 Leon-
hard Euler被称为“变分法之父”( founding fathers) ．
当然，后来很多贡献也由拉格朗日( J． L． Lagrange，
意大利数学家，1736—1813 ) 、狄里克雷 ( P． G． L．
Dirichlet，德国数学家，1805—1859 ) 、高斯 ( C． F．
Gauss，德国数学家，1777—1855 ) 、勒让德 ( A． M．
Legendre，法国数学家，1752—1833 ) 、雅可比( C． G．
J． Jacobi，德国数学家，1804—1851) 、哈密顿( W． Ｒ．
Hamilton，1805—1865，爱尔兰数学家) 等做出［1］．

1900 年 D． Hilbert公布 23 个著名数学问题，引
领了此后的数学发展，其中的最后一个问题就是

“变分法的进一步发展”． 受此鼓舞，勒贝格 ( H． L．
Lebesgue，1875—1941) 于 1907 年研究了 Dirichlet问
题; G． D． Birkhoff 于 1917 年研究了闭测地线问题;
Douglas在 1931 年研究了 Plateau 问题，以上研究成
果标志了大范围变分法的诞生． 1934 年，Ljusternik-
Schnirelman理论和 Morse 理论相继出现，使得变分
和拓扑方法的结合成为强有力的工具．在 Milnor，S．
Smale 的推动下，Morse理论得到进一步大力发展和
利用． 特别是 S． Smale ( 美国数学家，2007 年获得
Wolf 奖，1966 年获得 Fields 奖) 利用 Morse 理论解
决了 5 维及其以上的庞加莱猜想，这引起了轰动．
1973 年，意大利数学家 A． Ambrosetti和美国数学家
P． Ｒabinowitz建立山路引理［2］，引发了现代大范围
变分法的大发展．近几十年的研究成果非常丰富．将
来，变分法的发展趋势大致如下:

1) 变分方法的进一步发展( 即 Hilbert 的 23 个
著名问题当中的最后一个问题) ．例如，非光滑临界
点理论及其应用的发展是相对滞后的，因为现实世

界很多非线性现象都是非光滑的;

2) 大范围变分和拓扑方法与非线性偏微分方
程( PDE) 的结合:目前许多重要的非线性微分方程
的解的存在性、解的个数、解的拓扑与几何性质等问
题还远远没有得到解决．具有引领作用的问题有:关
于 Laplace算子特征值估计的 Polya 猜测; 关于半线
性椭圆方程的 De Giorgi猜想的相关问题;关于极小
曲面的 Bernstein猜想;关于半线性椭圆方程的 Gib-
bons猜想;关于没有对称性的椭圆方程无穷多解的
存在性问题等［3］;

3) 变分和拓扑方法应用于各类物理、非线性力
学、光学中的数学模型． 如各类 Schrdinger 方程或
系统、Dirac方程、Gross-Pitaevskii 方程、Bose-Einstein
凝聚模型问题、高维临界 Bose-Einstein 凝聚型方

程等;

4) Morse理论和指标理论的进一步发展 ( 应用
于辛几何、测地线、多体问题等) ． 利用非线性泛函
分析方法，尤其是变分方法、临界点理论、Morse 理
论和指标理论等，研究辛几何与哈密顿系统等领域

中的若干著名猜测，包括关于 Hamilton 系统在给定
能量面上周期解的存在性的 Weinstein猜测;关于闸
轨道多重性的 Seifert 猜测; 紧流型上的闭测地线猜
测;研究非线性哈密顿系统周期解及其相关的某些

边值问题( 开弦问题，Lagrange 边值问题) ; 研究 N-
体问题等［3］;

5) 非线性泛函分析与微分几何、几何分析的结
合． 这方面有太多的结合点，比如极小曲面问题;常
平均曲率曲面和常平均曲率超曲面( 保持曲面围成

体积不变的曲面面积变分的临界点) ，它的研究是

微分几何学的重要课题; 黎曼流形之间的调和映射

是黎曼流形之间映射的能量泛函的临界点，它是极

小子流形的推广; 高维 Willmore 猜想的研究，它是
微分几何中重要问题［3］;

6) 应用于其它学科分支: 控制论、金融数学、变
分方法在图像处理方面的应用等，发现并解决新的

交叉学科中的问题．

1 变分法的若干基本思想

假设 ( E，‖·‖) 是 Banach空间，E'是它的对
偶空间．
定义 1 称非线性泛函 G: E→Ｒ在 u∈ E点具

有 Fréchet导数 F∈ E'，若

lim
h∈E，h→0

G( u + h) － G( u) － F( h)
‖h‖

= 0，

记为 G'( u) = F．通常 G'(·) 是非线性的．元素 u被
称为是G的临界点，若G'( u) = 0．当 Fréchet导数存
在时，有如下计算公式:

G'( u) h = dG( u + th)
dt t = 0

．

该泛函的临界点对应微分方程的 ( 弱) 解． 如
Dirichlet边值问题、薛定谔方程、哈密顿系统等，此
时称该类微分方程具有变分结构．
定义 2 称 非 线 性 泛 函 G: E → Ｒ 满 足

Palais-Smale( 简称( PS) ) 条件，若{ G( un ) } 有界且

G'( un ) → 0( n→+ ∞ ) 能够推出{ un} 有收敛子列．
Palais-Smale条件是一种紧性条件，往往和泛函

的工作空间的嵌入紧性密切相连． 它的定义有各种
变形和推广［4］．例如
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定义 3 若给定序列{ un} 满足

sup
n

J( un ) ＜ ∞，( 1 + ‖un‖) J'( un ) → 0， ( 1)

则称其为弱 Palais-Smale( 简称弱( PS) ，或 w-PS) 序
列．若 J的任何弱( PS) 序列有收敛子序列，则称 J满
足 w-PS条件．若( 1) 式中的上确界改为 J( un ) → c，
n→∞，则称 J在 c处满足弱( PS) 条件，记( w-PS) c ．
定义4 假设A，BE是2个闭子集．称A和 B

环绕，若

( i) A∩ B = ;

( ii) 对于任何连续映射h∈C( E，E) ，满足h B =

id都有 h( B) ∩ A≠．

环绕的基本思想粗略地讲就是: 假设 G ∈
C1 ( E) 满足( PS) 条件且 A和 B环绕，满足值分离
条件: α = infAF( u) ＞ supBF( u) = α0，则可定义

β: = inf
h∈Γ

sup
B

G( h( u) ) ，

这里 Γ: = { h∈ C( E，E) : h B = id} ，则 β是 G的
1 个临界值，且 β≥ α．
其它变形的环绕，可参见文献［5-7］．

1． 1 Ｒabinowitz的鞍点定理

假设 E是一个 Hilbert空间，具有内积〈·，·〉及
其诱导的范数‖·‖．假设E具有正交分解E = Y
M，这里 dim Y ＜ ∞ ．有以下形式的 Ｒabinowitz 的鞍
点定理( Saddle Point Theorem) ．这个鞍点定理可以
在 P． H． Ｒabinowitz著名的小册子［8］中找到．

定理 1［8］ 若泛函 G ∈ C1 ( E，Ｒ) 满足
Palais-Smale条件，存在常数 α以及零点的有界邻域
D满足

G D ≤ α，inf
M

G≥ β ＞ α，

则 G有 1 个临界值≥ β．
它在变分法中有着广泛而又基本的应用［8-10］．

它的各种推广或者变形可以参见文献［11-12］．下面
的推广形式是 E． A． B． Silva［13］获得的，也可以参见
文献［14-15］．
定理 2［13］ 假设 G∈ C1 ( E，Ｒ) 满足弱形式的

Palais-Smale条件．如果
a0 : = sup

Y
G≠ ∞，b0 : = inf

M
G≠－ ∞，

则 G有 1 个临界点．
遗憾的是，上面的定理没有获得关于临界点、临

界值的更多信息，尤其不能排除临界点的平凡性．所
以，要得到非平凡的临界点，另外的假设是必须的，

参见文献［14］( 早期的形式也参见文献［12］) ．

G∈ C2 ( E，Ｒ) ，G'( 0) = 0，
G″( 0) 是一个 Fredholm算子;
要么 dim Y ＜ m( G，0) 或者
m( G，0) ＜ dim Y










，

( 2)

这里 m( G，0) ( m( G，0) ) 是 G在 0点的 Morse Index
和补偿的( augmented) Morse指标．在这些条件下，G
有非平凡的临界点． 条件 ( 2) 由 A． C． Lazer-S．
Solimini［12］引进．在定理 2和定理 1 的假设下，文献
［12］也获得了非平凡解，包括Morse Index的估计．
所有这些文章，即使在条件( 2) 下，无更多的关于临
界点的信息．另外，条件( 2) 通常是难于验证的．

1． 2 变号临界点定理

问题是双重的:若 G'( 0) = 0，则什么时候鞍点
是非平凡的?另外，能否获得临界点的进一步性质，

比如变号临界点?关于后一问题，实际应用当中也是

需要获得更多的几何或拓扑性质的．比如，考虑如下
半线性椭圆方程:

－ Δu = f( x，u) ，x∈ Ω
u = 0， x∈ { Ω

以及非线性 Schrdinger方程
－ Δu + Vλ ( x) u = f( x，u) ，x∈ ＲN，

u( x) → 0， x → ∞{ ，

这里ΩＲN是一个有界光滑区域．这些方程的解是
一个多元函数 u，那么，这样的函数什么时候是正
的，什么时候是变号的函数?由此而产生了变号临界

点理论．下面介绍这方面的 2 个重要定理．
假设 E是一个 Hilbert空间，内积和范数分别是

〈·，·〉和‖·‖．考虑如下形式的泛函 G∈ C1 ( E，
Ｒ) ．它的梯度 G' 具有以下形式

G'( u) = κ( u) u － ΘGu， ( 3)
这里 κ( u) : E →［1 /2，1］是局部 Lipschits 连续函
数; ΘG : E→ E是一个连续算子． 令K: = { u ∈ E:

G'( u) = 0} 和 E
～
: = E \K．

假设 P是一个闭凸锥，且是一个弱闭子集满足
( P ) \ { 0} ≠．δ ＞ 0，定义

± D( δ) : = { u∈ E: dist( u，± P ) ＜ δ} ，

D* : = D( δ) ∪ ( － D( δ) ) ，S = E \D* ，

则 ± D( δ) 都是开凸的，D* 是开集， ± P 
D ( δ /2) ± D( δ) ) ，S是闭集．还要如下假设:
( A1)δ ＞ 0使得ΘG( ± D( δ) ) ± D( δ /2) ．

通常P就是由 Sobolev空间的全体非负函数构成，它

就是一个闭凸锥．从而，在 E \ ( － P∪ P ) 里面的临

界点就是变号的临界点，从而得到变号解 ( 也称
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Nodal解) ．
定理 3［16］ 假设( 3) 式和( A1 ) 成立且假设紧

集 A E和闭集 B S是环绕的，而且
a0 : = sup

A
G≤ b0 : = inf

B
G．

定义 d* : = inf
Γ∈Φ*

sup
Γ( ［0，1］，A)∩S

G( u) ，则 d* ∈［b0，

sup
( t，u) ∈［0，1］×A

G( ( 1 － t) u) ］．进一步，若 G满足( w-PS) c

条件，这里 c∈［b0， sup
( t，u) ∈［0，1］×A

G( ( 1 － t) u) ］，则

K［d* － ε，d* + ε］∩ ( E \ ( － P∪ P ) ) ≠，

这里 ε ＞ 0 很小．进一步，如果 d* = b0，则K［d
* ，

d*］ B．
定理 4［16］ 假设( 3) 式和( A1 ) 成立，ΘG : E →

E是一个紧算子．假设 E = Y M，1 ＜ dim Y ＜ ∞
并且

( i) G( v) ≤ α，v∈ Y，这里 α是一个正常数;
( ii) G( w) ≥ α对所有 w ∈ B: = { w: w ∈ M，

‖w‖ = ρ}  S 成立，这里 ρ ＞ 0;
( iii) G( sw0 + v) ≤ T0，s ≥ 0，v ∈ Y; w0 ∈

M \ { 0} 是一个固定元素，T0 是常数，

若 G满足( w-PS) c ( c ＞ 0) 条件，则存在序列{ un} 

E \ ( － P∪ P ) 满足

G'( un ) → 0，G'( un ) = Tnun n，G( un ) → c，

这里{ Tn} 是一个有界序列，c∈［α /2，2T0］．
注 1 关于变号解，更多的理论和应用可以参

见文献［4，16-19］．

1． 3 喷泉定理

当偏微分方程的非线性项是奇函数时，它对应

的能量泛函是偶的，称它具有对称性． 此时，通常比
较容易地获得无穷多个临界点．比如，利用对称的山
路引理［2，8，10］．下面，介绍“喷泉定理”，意思是临界
点像喷泉一样喷出来［4］．
假设 E是一个 Banach空间，具有范数‖·‖．

令{ Xj} 是 E的一个子空间序列满足 dim Xj ＜ ∞，

j∈N．进一步，E = j∈NXj．记

Wk =k
j = 0Xj，Zk = ∞

j = kXj，Bk : = { u ∈ Wk :

‖u‖≤ρk} ，Sk : = { u∈Zk :‖u‖ = rk} ，ρk ＞ rk ＞ 0．

考虑一族 C 1泛函 Φλ : E → Ｒ 满足 Φλ ( u) : =
I( u) － λJ( u) ，λ∈［1，2］．作如下假设:
( A1 ) Φλ 对 λ∈［1，2］一致地将有界集映成有

界集．更多地，Φλ( － u) = Φλ( u) ，( λ，u) ∈［1，2］× E;
( A2 ) J( u) ≥ 0，u∈ E; I( u) →∞ 或者 J( u) →

∞ ( ‖u‖→ ∞ ) 或

( A3) J( u) ≤0，u∈E; J( u) →－∞ (‖u‖→∞ ) ．
令 ak ( λ) : = max

u∈Wk，‖u‖ = ρk
Φλ ( u) ，bk ( λ) : =

inf
u∈Zk，‖u‖ = rk

Φλ( u) ．定义 ck ( λ) : = inf
γ∈Γk

max
u∈Bk

Φλ( γ( u) ) ，

这里 Γk : = { γ ∈ C( Bk，E) : γ 是奇映射，γ Bk
=

id} ，k≥ 2．
定理 5［4］ 假设( A1 ) 并且( A2 ) 或者( A3 ) 成

立．如果 bk ( λ) ＞ ak ( λ) ，λ∈［1，2］，则 ck ( λ) ≥
bk ( λ) ，λ∈［1，2］． 进一步，对几乎所有的 λ ∈
［1，2］，都存在序列{ uk

n( λ) } ∞n =1 满足supn ‖uk
n( λ)‖ ＜

∞，Φ'λ( u
k
n( λ) ) → 0和Φλ( u

k
n( λ) ) → ck ( λ) ，n→∞ ．

定理 6［4］ 假设
( B1 ) Φλ 对所有 λ∈［1，2］一致地将有界集映

到有界集．进一步，Φλ ( － u) = Φλ ( u) ，( λ，u) ∈
［1，2］× E;
( B2 ) J( u) ≥ 0 且在 E的任意有限维子空间上

J( u) → ∞，‖u‖→ ∞ ;
( B3)ρk ＞ rk ＞ 0满足ak( λ) : = inf

u∈Zk，‖u‖=ρk
Φλ( u) ≥

0，bk ( λ) : = max
u∈Wk，‖u‖ = rk

Φλ ( u) ＜ 0对所有 λ∈［1，

2］成立，并且 dk ( λ) : = inf
u∈Zk，‖u‖≤ρk

Φλ ( u) → 0，k→

∞ 对所有λ∈［1，2］一致成立，则λn→1，u( λn) ∈
Wn 满足Φ'λn Wn

( u( λn ) ) = 0，Φλn ( u( λn ) ) → ck，

n→ ∞，这里 ck ∈［dk ( 2) ，bk ( 1) ］． 特别地，如果
{ u( λn ) } 对每个 k有收敛子序列，则Φ1有无穷多非

平凡临界点{ uk} ∈ E \{ 0} 满足Φ1( uk ) →0－，k→∞ ．

2 若干重要的非线性 PDE问题

2． 1 Ｒabinowitz 公开问题

1988 年，A． Bahri和 P． L． Lions( 1994年 Fields
奖获得者) 研究了以下对称扰动的椭圆方程:

－ Δu = u p－2u + f( x，u) ，u∈ H1
0 ( Ω) ，

这里ΩＲN ( N≥2) 是1个有界光滑区域，2 ＜ p ＜
2N ( N － 2) ［20］，f( x，u) 不必是 u的奇函数．当 f( x，
u) 是 u的奇函数时，方程对应的能量泛函是

J( u) = 1
2 ∫Ω u 2dx － 1

p ∫Ω u pdx － ∫
Ω
F( x，u) dx，

它是一个偶泛函，此时有一些工具，例如对称的山路

引理或者利用亏格指标，能够比较容易获得无穷多

解的存在性．但是，当 f( x，u) 不是 u的奇函数时，方
程对应的能量泛函不再是偶泛函，要获得无穷多解

异常困难． 此时，A． Bahri 和 P． L． Lions［20］ 证明: 当
2 ＜ p ＜ p0 ＜ 2* = 2N / ( N － 2) ( 临界指数) ，该方程
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具有无穷多解． 该结果一直没有获得突破． 在 A．
Bahri和 P． L． Lions 的上述工作之前，P． Ｒabinowitz
等［8］也研究过这类问题．
文献［21］证明了在 A． Bahri和 P． L． Lions的条

件下，该方程具有无穷多变号的函数解{ uk} ，而且

获得了能量的近似估计，即

J( ukn ) ～ k2p / ( N( p－2) )n ，kn → ∞ ．
这是关于这一问题到目前为止的最好结果．

Ｒabinowitz公开问题: 若非线性项 g( x，u) 不
是 u的奇函数，且在次临界条件下，方程 － Δu =
g( x，u) ，u∈ H1

0 ( Ω) 是否有无穷多解存在
［8］?这个

问题还没有最终解决．部分结果请参见文献［22］．

2． 2 Brézis-Nirenberg 临界指数方程

考虑如下的 H． Brézis-L． Nirenberg 临界指数
方程:

－ Δu = λu + u 2* －2u，u∈ H1
0 ( Ω) ， ( 4)

这里 Ω是 ＲN ( N ≥ 3) 的一个有界光滑区域; 2* =
2N / ( N － 2) 是临界 Sobolev 指数; λ ＞ 0． 记( 0 ＜ )
λ1 ＜ λ2 ≤λ3≤…为 － Δ在Dirichlet零边值条件下
的特征值．
方程( 4) 出现在几何领域 Yamabe 猜想的研究

中． Yamabe猜想的基本内容是:给定流形M上的度
量 D，具有数量曲率( scalar curvature) μ，是否可以
共形形变( conformally deformed) 到度量 D0 具有常

数量曲率．令 D0 = u4 / ( N－2) D，这里 u 是一个共形因
子( conformal factor) ，D0的常数曲率 μ0由以下方程

给出:

－ 4( N － 1)
N － 2 ΔMu + μu = μ0u u 2* －2，

这里 ΔM 是 流 形 M 上 相 对 于 度 量 D 的
Laplace-Beltrami算子．

H． Yamabe在 1960 年的文献［23］中给出了一
个解答，但是 N． Trudinger在 1968年的文献［24］里
发现 H． Yamabe 的证明是错的! 主要问题就是默认
紧性是成立的，但实际上该问题不满足大范围的紧

性条件．遗憾的是N． Trudinger在他的论文里也未能
给出正确的证明． T． Aubin 在 1976 年的文献［25］
中给出了该问题的本质性进展，证明了当维数大于

5 时，猜想成立． Yamabe 猜想的最终解决是由 Ｒ．
Schoen［26］给出的． 但在此之前，H． Brézis-L． Nirenberg
为了更好地理解 Yamabe 猜想，提出了以上临界指
数方程( 4) ．该问题对应于以下泛函的临界点:

F( u) = 1
2 ∫Ω ( u 2 － λu2 ) dx － 1

2* ∫
Ω

u 2* dx，

由于 2* 是 Sobolev嵌入 H1
0 ( Ω) → Lp ( Ω) 的临界指

数，泛函 F不满足全局的( PS) 条件．注意到，次临界
的方程

－ Δu = λu + u pu，p ＜ 2* ，u∈ H1
0 ( Ω) ，

当 λ∈ ( － ∞，λ1 ) 时是可解的．但当 p = 2* 且Ω是
星型区域时，方程对所有 λ∈ ( － ∞，0］是仅有平凡
解的．这说明临界和次临界有本质的区别．

H． Brézis-L． Nirenberg在文献［27］中证明，当
N≥4时，方程( 4) 对于 λ∈ ( 0，λ1 ) 是可解的．但当
N = 3 时，情况变得更加复杂． 他们证明当 λ ∈
( λ1 /4，λ1 ) 且区域 Ω是一个球时方程是可解的． 这
也表明 Yamabe猜想的解决可能与流形的整体性质有
关． Yamabe猜想的最终解决恰恰证明了这一点［26］．

Capozzi-Fortunato-Palmieri［28］ 和 Zhang Dong［29］

证明当 N≥ 4且 λ≠ λ i，i∈ N时，方程( 4) 至少
有一个非平凡解; Zhang Dong［29］证明在λ = λi，i∈
N，且N≥5时，方程( 4) 有一个非平凡解．关于多解
性的结果参见文献［30］，该文证明当区域 Ω有对称
性时，方程有无穷多解． Cerami-Solimini-Struwe［31］

证明当 N≥ 6时，方程( 4) 有 2个非平凡解且其中 1
个是变号的． 当 N ≥ 4 且 λ∈( 0，λ1 ) 时，M．
Lazzo［32］ 用 Lusternik-Schnirelmann 范 畴 理 论
( category) 获 得 了 正 解 个 数 的 下 界 估 计．
Devillanova-Solimini［33］证明: 若 N≥ 7，则方程( 4)
有无穷多对解( 一般区域，不需要更多条件) ． 进一
步，文献［34］将文献［33］的结果推广到了
p-Laplace 的情形． 笔者和美国著名数学家 M．
Schechter合作证明如下定理．
定理 7［35］ 若 N≥ 7，则 Brézis-Nirenberg临界

指数方程( 4) 具有无穷多变号解，并且，当 λ ≥ Λ1

时，方程只有变号解( 零除外) ．
进一步，G． Devillanova等［36］证明:若 N≥ 4 且

λ∈ ( 0，λ1 ) ，则方程至少有「( N + 2) 2? 对非平
凡解，这里「a ?表示最小自然数 n满足 n≥ a，a ＞ 0．
Clapp-Weth［37］推广了 Devillanova-Solimini［36］的后
一个结果，获得以下定理．
定理 8［37］ 假设 N≥ 4，则
( i) 若 λ∈ ( 0，λ1 ) ，则方程( 4) 至少有「( N +

2) /2? 对非平凡解;
( ii) 若 λ∈ ( λn，λn+1 ) ，n∈N，则方程( 4) 至少

有「( N + 1) /2? 对非平凡解;
( iii) 若 λ = λk+1 = … = λk+l 和 λ ∈ ( λk+1，

λk+l+1) ，k∈ N和重数 l∈ N，则方程( 4) 至少有「( N +
1 －l) /2? 对非平凡解．

511第 2 期 邹文明:变分方法及其在非线性偏微分方程应用方面的进展和未决问题



在以上( iii) 中，若 l足够大，则实际上没有获得
解．目前最好的结果是以下定理，由笔者和陈志杰
以及日本数学家 Shioji合作获得的．
定理 9［38］ 令 N≥ 5且 λ≥ λ1，则方程( 4) 至

少有「( N + 1) /2? 对非平凡解．
迄今为止，以上定理7和定理9是方程( 4) 多解

问题的最好结果．
问题 1 当维数小于 7 维( 即低维情形) 时，方

程是否也有无穷多( 变号) 解?

2． 3 Berestycki-Lions理论及奇异扰动椭圆方程

考虑如下定义在全空间 ＲN 上的薛定谔方程:

－ Δu = g( u) ，u∈ H1 ( ＲN ) ， ( 5)
这里 g: Ｒ→ Ｒ是一个连续函数．方程( 5) 有深刻的
物理背景．它的一个解 ω( x) 称为极小能量解( 或基
态解) ，如果 I( ω) = m，这里

m: = inf{ I( u) : u ∈ H1 ( ＲN ) \ { 0} 是( 5) 式的
一个非平凡解} ，

I( u) = 1
2 ∫ＲN

u 2dx － ∫ＲN
G( u) dx，u∈ H1 ( ＲN ) ．

1983年，H． Berestycki和P． L． Lions证明了如下
关于基态解存在性的著名定理．
定理 10［39-40］ 假设
( H1 ) g( s) ∈ C( Ｒ，Ｒ) 是连续和奇的;

( H2 ) － ∞ ＜ lim
s→0

inf g( s)s ≤ lim
s→0

sup g( s)
s =

－ a ＜ 0;

( H3 ) lims→∞
sup g( s)

s ( N+2) / ( N－2) ≤ 0;

( H4 ) ξ0 ＞ 0 使得 G( ξ0 ) ＞ 0，
则方程( 5) 拥有一个基态解．
进一步，他们证明，当N≥3时，为使得方程( 5)

存在基态解，条件 ( H1 ) ～ ( H4 ) 几乎是充分必要

的．但是当N = 2时，文献［41］获得了径向对称正解
的存在性． H． Brezis等［42］也研究了以下椭圆系统:
－ Δui = gi ( u) in Ｒd，i = 1，2，…，n，该文在适当条
件下获得了非零解的存在性．文献［43］考虑了条件
( H2 ) 的更弱形式．这个定理后来有很多的应用，此
后的很多研究都离不开这个基态解的存在性．但是，
当非线性项是临界增长时，基态解的存在性及其特

征没有解决．特别地，以下特例
－ Δu + λu = u 2* －2u，x∈ ＲN，λ≠ 0

没有非平凡解．那么，什么情况下临界方程能有基态
解存在?这也是一个非常重要的问题．因为这时的基
态解不知道存在与否，这类临界方程的进一步研究

( 尤其是研究奇异扰动的临界薛定谔方程的解及其

集中现象) 也很难推进． 因为这个方程通常作为其
它方程的极限方程，所以必须从这个极限方程的基

态解出发来研究其它的临界方程． 笔者和张建军在
文献［44］里考虑临界增长的方程，再加上一个次临
界项，例如

－ Δu + u = u 2* －2u + u q－2u，x∈ ＲN．

更一般地，引进如下条件:

( g1 ) g( s) ∈ C( Ｒ，Ｒ) 是奇函数;
( g2 ) lims→0

g( s) / s = － a ＜ 0;

( g3 ) lims→+∞
g( s) / s2* －1 = μ ＞ 0;

( g4 ) C ＞ 0和 q ＜ 2* 使得g( s) － μs2* －1 + as≥
Csq－1 对所有 s ＞ 0 成立．
定理 11［44］ 假设 q ＞ 2，N ≥ 4 或者 q ＞ 4，

N = 3 且 ( g1 ) ～ ( g4 ) ，则 ( 5) 式用于正的径向解

ω∈C2 ( ＲN ) ∩ H1
r ( Ｒ

N ) 满足

( i) ω是( 5) 式的极小能量解;
( ii) ω满足 Pohozǎev型等式:

N － 2
2 ∫ＲN

ω 2 = N∫ＲN
G( ω) ;

( iii) 存在道路 γ∈ Γ使得 ω( x) ∈ γ( ［0，1］)
且 max

t∈［0，1］
I( γ( t) ) = I( ω) ;

( iv) c = m，即山路值和极小能量值是相等的;
( v) ( a) ω是 r ＞ 0 的严格递减函数，即ω'( r) ＜

0，r ＞ 0;
( b) ω以及它的1阶导数是指数衰减的，即C ＞

0 和 δ ＞ 0 使得 Dαω( x) ≤ Ce －δ x ， α = 0，1．

对于基态解的存在性，( g4 ) 起了重要作用． 没
有条件( g4) ，方程( 5) 可以没有解． 例如，令 g( s) =
μ s 2* －1 s － as，利用 Pohozǎev 等式可知方程( 5) 无
解．下面考虑这一结果的应用．
假设 Ω是 ＲN ( N≥ 3) 的一个有界光滑区域，具

有 C2 边界 Ω． 考虑如下的奇异摄动 ( singularly
perturbed) 椭圆问题:
－ ε2Δv + v = f( v) ，v ＞ 0 in Ω，v = 0 on Ω． ( 6)
关于这一方程的次临界情形，已有很多研

究［45-51］．文献［49］证明了极小能量解的存在性和它
唯一 spike xε 的性质． 在文献［45，52］中，M． D．
Pino，P． L． Felmer和 T． Byeon 分别证明了 xε 的渐
近行为．后来，在文献［53］中，J． Byeon发展了一种
变分方法构造这类解，但需要如下条件:

( f1 ) f∈ C( Ｒ，Ｒ) 满足 f( t) = 0，t≤ 0，且
lim
t→0

f( t) t = 0;
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( f2 ) p∈ ( 1，( N + 2) / ( N － 2) ) 使得
lim
t→∞

sup f( t) tp ＜ ∞ ;

( f3 ) T ＞ 0使得 T22 ＜ F( T) : ≡ ∫
T

0
f( t) dt．

定理 12［53］ 假设( f1 ) ～ ( f3 ) ，则对充分小的
ε ＞ 0，方程 ( 6) 有一个正解 vε 以及它的最大值点
xε ∈Ω满足

( i) vε ( x) ≤ Cexp( － c
ε x － xε ) ，c，C ＞ 0;

( ii) lim
ε→0

dist( xε，Ω) = max
x∈Ω

dist( x，Ω) ;

( iii) wε ( x) ≡ vε ( ε( x － xε ) ) 一致收敛到以下
方程的基态解:

－ Δu + u = f( u) ，u ＞ 0，u∈ H1 ( ＲN ) ． ( 7)
条件( f1 ) ～ ( f3 ) 在次临界情形下是几乎最优

的，它们首次出现在经典文献［39-40］中．条件( f1) ～
( f3 ) 现在称为 Berestycki-Lions条件，由 Pohozǎev等
式［54］，条件( f3 ) 是必须的．当 f( u) = up，p ≥ ( N +
2) / ( N － 2) 时，方程在H1 ( ＲN ) 中没有非平凡解．特
别地，C． O． Alves等［55］证明了方程( 7) 的基态解的
存在性，而且 f可以是临界增长的．假设
( G1 ) lim

t→0 +
f( t) t = 0;

( G2 ) limt→∞
sup f( t) t2* －1 ≤ 1;

( G3 ) 2F( t) ≤ tf( t) ，t≥ 0;
( G4 ) λ ＞ 0和 2 ＜ p ＜ 2* 使得 f( t) ≥ λtp－1，

t≥ 0．
该文的结果要求 λ ＞ λ0 ( 足够大) ．当所有 λ ＞

0时，文献［44］解决了方程( 7) 的基态解的存在性，
需要的条件是:

( F1) 当 t ＜ 0时，f( t) = 0．进一步，lim
t→0

f( t) / t = 0;

( F2 ) limt→∞
f( t) / t2* －1 = κ ＞ 0;

( F3 ) C ＞ 0 和 p ＜ 2* 使 得 f( t) ≥
κt( N+2) ( N－2) + Ctp－1，t≥ 0．
自然的问题是，以上 J． Byeon 的定理在临界非

线性条件下是否成立?下面定理是由文献［56］给出
的肯定回答．
定理13［56］ 假设 p ＞ 2且N≥ 4或者 p ＞ 4且

N = 3．如果 f∈ C( Ｒ) 满足( F1 ) ～ ( F3 ) ，则对充分

小的 ε ＞ 0，方程( 5) 有正解 vε 以及它的最大值点
xε ∈Ω满足:

( a) vε ( x) ≤ Cexp( － c
ε x － xε ) ，c，C ＞ 0;

( b) lim
ε→0

dist( xε，Ω) = max
x∈Ω

dist( x，Ω) ;

( c) wε ( x) ≡ vε ( εx + xε ) ( 子列意义下) 一致收

敛到如下方程的基态解:

－ Δu + u = f( u) ，u ＞ 0，u∈ H1 ( ＲN ) ．
一个特例是以下形式的方程:

－ ε2Δu + u = κu2* －1 + up－1，x∈ ＲN．
对于临界情形，问题( 6) 的基态解及其解的集

中现象以前是没有被解决的．临界非线性问题，由于
( PS) -条件不在大范围成立，使得很多工具不能够
直接应用，问题变得很困难［27，57-59］． 文献［53］的方
法也不能用于这类问题．
问题 2 关于奇异扰动的薛定谔方程，以前的

大量次临界条件下获得的结果，如何发展到临界条件?

2． 4 Sobolev-Hardy 临界方程以及 Li-Lin 公开
问题

1984年，L． Caffarelli，Ｒ． Kohn和 L． Nirenberg
在文献［60］中建立了下面一族插值不等式，如今被
称为 Caffarelli-Kohn-Nirenberg 不等式或者简称为
CKN不等式．
注 2 美国数学家 L． Nirenberg 获得过瑞典

Crafoord奖( 1982) 、美国国家科学奖( 1995) 、陈省身
奖 ( 2010) 、Abel 奖 ( 2015) ． 美 国 数 学 家 L．
Caffarelli获得了沃尔夫奖( 2012) ．
定理 14［60］ 假设 p，q，r，α，β，σ和 a 为固定的

实数( 称为参数) 满足

p≥ 1，q≥ 1，r ＞ 0，0 ≤ a≤ 1; ( 8)
1
p + α

N ＞ 0，1q + β
N ＞ 0，1r + γ

N ＞ 0， ( 9)

其中 γ = aσ + ( 1 － a) β，则存在一个正的常数 C使
得下面不等式成立

x γu Lr≤ C x α Du a
Lp x βu 1－a

Lq
，u∈

C∞
0 ( Ｒ

N )

当且仅当下面的关系成立:

1
r + γ

N = a 1
p + α － 1( )N

+ ( 1 － a) 1
q + β( )N
， ( 10)

( 这是维数平衡条件) 0 ≤ α － σ，如果 a ＞ 0 和 α －
σ≤ 1，如果 a ＞ 0且 1 p + ( α － 1) N = 1 r + γ N．

在由( 8) ～ ( 10) 式和 0≤ α － σ≤ 1所决定的
参数空间的任意紧集上，常数 C是有界的．一些高阶
情形的 CKN不等式由林长寿［61］给出． CKN 不等式
以及它的高阶情形包含了众多经典的著名不等式，

在泛函分析、椭圆偏微分方程中扮演着非常关键的
角色．因此自从 CKN 不等式提出以来，关于等号是
否可以取到、最佳常数为多少、达到函数又满足什么
样的性质等问题，一直是数学家们关注的焦点．特别
地，在最近十几年来，与这个不等式相关的一些非线
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性椭圆偏微分方程的研究成为本专业方向的一个研

究热点．
令 Ω ＲN，s∈［0，2］，定义

μs ( Ω) : = inf ∫
Ω

u 2dx: u∈ D1，2
0 ( Ω){ 且

∫
Ω

u 2* ( s)

x s dx = }1 ，
则这个最佳常数的达到函数往往对应某个欧拉方程

( 微分方程) 的基态解．当0∈Ω时，这类带0为奇异
点的欧拉方程往往可以看做是一些揭示某种物理现

象的非线性退化椭圆方程的更一般化． 特别地，当
0 ∈Ω具有一定的光滑性时，随着 N． Ghoussoub 和
F． Ｒobert的开拓性文献［62］的出现，揭示了曲率对
最佳常数的影响．从此，这类问题逐渐变成一个很重
要的热点研究问题．
假设 Ω是 ＲN ( N≥ 3) 的 C1 的有界光滑区域，

0 ∈Ω或者 0 ∈ Ω．研究以下的带有 Hardy-Sobolev
指数的 PDE:

Δu + λ up

x s1
+ u2* ( s2) －1

x s2
= 0，x∈ Ω，

u( x) ＞ 0， x∈ Ω，
u( x) = 0， x∈ Ω

{
，

( 11)

这里 s1，s2∈［0，2) ，2
* ( s2 ) = 2( N － s2 ) ( N － 2) ，

0≠ λ∈Ｒ，1≤ p≤2* ( s1 ) － 1．对于特殊情形 s1 =
s2 = 0，方程( 11) 成为

Δu + λup + u2* －1 = 0，x∈ Ω，
u( x) ＞ 0， x∈ Ω，
u( x) = 0， x∈ Ω

{
，

( 12)

这里1≤ p ＜ 2* － 1，此时2* : = 2N ( N － 2) ．方程
( 12) 变成了 Brézis和 Nirenberg临界指数方程［27］．
这里关心的是 s21 + s22 ≠ 0． 李岩岩和林长寿在文献
［63］中提出以下公开问题．

Li-Lin(李岩岩 -林长寿) 公开问题:当 s1 ＜ s2
和 λ ＜ 0时，以下方程正解的存在性是完全未知的:

Δu + λ u2* ( s1) －1

x s1
+ u2* ( s2) －1

x s2
= 0，x∈ Ω，

u( x) ＞ 0， x∈ Ω，
u( x) = 0 x∈ Ω

{
．

特别地，即使是如下方程

Δu － up + u2* ( s) －1 / x s = 0，x∈ Ω，

这里 0 ＜ s ＜ 2和 2* ( s) － 1 ＜ p ＜ ( N + 2) / ( N －
2) ，它的解的存在性问题依然是有趣的公开问题．
实际上，前人研究工作的前提都是最高幂方项

的系数是正的( 包括文献［63］) ． Li-Lin 公开问题恰

好就是不满足这个前提． 还可以考虑下面比 Li-Lin
提出的更广泛的一类问题．
广义的 Li-Lin公开问题:在 0 ≤ s1 ＜ s2 ＜ 2，

2* ( s2 ) － 1 ＜ p≤2* ( s1 ) － 1且 λ ＜ 0的前提下，以
下方程的正解是否存在?

Δu + λup

x s1
+ u2* ( s2) －1

x s2
= 0，x∈ Ω，

u( x) ＞ 0， x∈ Ω，
u( x) = 0， x∈ Ω

{
，

( 13)

其中ΩＲN ( N≥3) 为一个有界开集且0∈Ω，平
均曲率 H( 0) ＜ 0．
如果应用常规的研究方法，会有一些困难:标准

的 Nehari流形不再是一个好的定义．考虑A( u) : =

{ tu t ＞ 0} ∩{〈I'λ ( u) ，u〉= 0 u≠ 0} ，则对某个

u≠ 0 来说A( u) 可能是空集，也可能不止一个元
素;找不到一条合适的山路路径对所有的 λ ＜ 0 均
适用;泛函 Iλ的( PS) c序列{ un} 在H1

0 ( Ω) 中可能是
无界的了，即能量的有限性导不出序列自身的有界

性．因此通常的 Nehari 流形方法不再适用，可以容
易验证泛函具有山路结构，因此( PS) c 序列的存在
性是没有问题的，但是正如上面所讲的无法保证这

个序列是有界的．因此发现了这个问题的关键在于
如何找到一个适当的有界的( PS) c 序列． 自然就想
到了单调性技巧或者约束在某个有界集或者紧集附

近来找( PS) c 序列． 笔者和 G． Cerami( 意大利女数
学家，曾提出著名的 Cerami紧性条件: ( PS) c 条件)
以及钟学秀在文献［64］中首次研究了这个 Li-Lin
公开问题，得到下面定理．
定理 15［64］ 考虑 Ω为 ＲN 中的一个 C1 的有界

开集，0 ∈ Ω且边界 Ω在 x = 0 处是 C2 的同时平

均曲率 H( 0) ＜ 0．如果更进一步，0 ≤ s1 ＜ s2 ＜ 2，

λ ＜ 0且 2* ( s2 ) － 1 ＜ p≤ 2* ( s1 ) － 1，则存在某个
λ0 ＜ 0使得对所有的 λ0 ＜ λ ＜ 0，方程( 13) 都至少
有 1 个正解．
利用单调性技巧，得到下面定理．
定理 16［64］ 考虑 Ω为 ＲN 中的一个 C1 的有界

开集，0 ∈ Ω且边界 Ω在 x = 0 处是 C2 的同时平

均曲率 H( 0) ＜ 0．如果更进一步，0 ≤ s1 ＜ s2 ＜ 2，

λ ＜ 0且 2* ( s2 ) － 1 ＜ p ＜ ( N － 2s1 ) ( N － 2) ，则
对几乎处处的 λ ＜ 0，方程( 13) 都至少有 1个正解．
问题3 文献［64］是关于 Li-Lin公开问题迄今

为止的唯一一个工作．从定理16可以看出，Li-Lin公
开问题的解决还差一个零测度集合． 但离 Li-Lin 公
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开问题的彻底解决还有很大难度，值得彻底解决该

公开问题．
2． 5 Bose-Einstein凝聚薛定谔系统 ———Sirakov
猜想

印度物理学家 S． N． Bose( 玻色) 提出了早期的
凝聚的思想，当然是在“纸上谈兵”． 可能是由于当
初玻色的论文被当时主流的物理学家认为是奇谈怪

论，使得他的文章遭到退稿．他随后将论文寄给爱因
斯坦，爱因斯坦以深邃的学术洞察力意识到玻色工

作的重要性，亲自将 S． N． Bose 的文章由英文翻译
成德文，并提交发表在 1924 年的德国刊物上． 他还
立即着手开始这一问题的进一步研究，推广了 S． N．
Bose的想法，将玻色对光子( 粒子数不守恒) 的统计
方法推广到原子( 粒子数守恒) ，预言当这类原子在

一定条件下( 如温度足够低时) ，会有新的物质状态

产生，所有的原子会突然“统一”聚集在一种尽可能
低的能量状态( 极小能量态，或称基态) ，这就是现

在所说的玻色 - 爱因斯坦凝聚 ( Bose-Einstein
Condensate，简称 BEC) ． 这一物质形态具有的奇特
性质，在当今的许多高科技 ( 如芯片技术、精密测
量、纳米技术、激光技术等) 领域都有极其重要的应
用．现在全世界已经有数10个室验室实现了BEC的
实验验证． 20世纪90年代以来，由于大家所熟知的3
位物理学家( 朱棣文，Cohen，Phillips) 的杰出工作，
为玻色 -爱因斯坦凝聚的实现提供了条件． 1995 年
实验观察原子的玻色 -爱因斯坦凝聚终于实现． 第
一批实现 BEC的几个研究小组分别来自美国科罗
拉多大学实验天体物理联合研究所( JILA) 、美国莱
斯大学( Bradley 小组)、麻省理工学院( MIT) ( Davis)
等．这3个实验宣告了实验观察玻色 -爱因斯坦凝聚
的实现． 这项工作获得 2001 年的诺贝尔物理学奖．
关于 BEC物理背景的论文，可以参见文献［65-66］．
大约从 20 世纪 90 年代中期开始，BEC 当中的

数学模型受到数学家的关注和研究． 玻色 -爱因斯
坦凝聚态理论当中的一个重要数学模型是以下的

Schrdinger方程组:

－
iΦ1

t
= ΔΦ1 + μ1 Φ1

2Φ1 + β Φ2
2Φ1，

x∈ Ω，t ＞ 0，

－
iΦ2

t
= ΔΦ2 + μ2 Φ2

2Φ2 + β Φ1
2Φ2，

x∈ Ω，t ＞ 0，
Φ j = Φ j ( x，t) ∈ C，j = 1，2，

Φ j ( x，t) = 0，x∈ Ω，t ＞ 0，j = 1，2

















，

( 14)

这里 Ω = ＲN ( N≤4) 或者ΩＲN是光滑区域，i是
虚数单位，μ1，μ2 ＞ 0，β ≠ 0 是耦合常数． 当 N ≤ 3
时，系统( 14) 出现在很多物理问题中，尤其在非线
性光学物理上，方程的解 Φ j 表示光束的物理性态．
正常数 μ j 代表光束的第 j 个分量的自聚焦． 耦合常
数 β表示 2 种物质态的相互作用．方程( 14) 也出现
在双物质态凝聚的Hartree-Fock理论中，即2种超精
细态 1〉和 2〉的Bose-Einstein凝聚的2元混合［67］．

耦合系数 β的符号决定了2种物质态 1〉和 2〉之间
的相互关系:当 β ＞ 0 时，说明它们是相吸引的，否
则就是相排斥的．
为了获得孤立波解( solitary wave solutions) ，作

变换Φ1 ( x，t) = eiλ1tu( x) 和Φ2 ( x，t) = eiλ2t v( x) ，则
系统( 14) 转变为

－ Δu + λ1u = μ1u
3 + βuv2，x∈ Ω，

－ Δv + λ2v = μ2v
3 + βvu2，x∈ Ω，

u≥ 0，v≥ 0， x∈ Ω，
u = v = 0， x∈ Ω










，

( 15)

当维数 N≤ 3时，方程( 15) 的非线性项都是次临界
的 ( 即 4 ＜ 2N / ( N － 2) ) ，这方面有大量的结
果［68-83］．
称解( u，v) 为非平凡，如果 u 0和 v 0;称解

( u，v) 为半平凡，如果( u，v) 是( u，0) 或者( 0，v) ．称
解( u，v) 是正的，如果 u ＞ 0 且 v ＞ 0． 注意到方程
( 15) 具有半平凡解( ω1，0) 和( 0，ω2 ) ，这里 ωi 是以

下方程的唯一径向正解:

－ Δu + λ iu = μiu
3，u ＞ 0，u∈ H1 ( ＲN ) ，( 16)

它的能量是

Bi : =
1
2 ∫ＲN
( ωi

2 + λ iω
2
i ) －

1
4 ∫ＲN

μiω
4
i ． ( 17)

并且∫ＲN
( u 2 + λiu

2) dx ≥ 2 B槡 i ∫ＲN
μiu

4d( )x 1 /2
，

u∈H1 ( ＲN ) ．
定义 H: = H1 ( ＲN ) × H1 ( ＲN ) ．方程( 15) 的解

对应于 C2-泛函 Eβ : H→ Ｒ:

Eβ ( u，v) = 1
2 ∫ＲN
( u 2 + λ1u

2 + v 2 +

λ2v
2 ) － 1

4 ∫ＲN
( μ1u

4 + 2βu2v2 + μ2v
4 ) ．

记

Nβ = { ( u，v) ∈ H，u 0，v 0，

∫ＲN
( u 2 + λ1u

2 ) = ∫ＲN
( μ1u

4 + βu2v2 ) ，

∫ＲN
( v 2 + λ2v

2 ) = ∫ＲN
( μ2v

4 + βu2v2 ) } ．
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则方程( 15) 的任何非平凡解都属于 Nβ ．记

Aβ : = inf
( u，v) ∈Nβ

Eβ ( u，v) = inf
( u，v) ∈Nβ

1
4 ∫ＲN
( u 2 +

λ1u
2 + v 2 + λ2v

2 ) ．

由 Sobolev不等式知，Aβ ＞ 0，β．称解( u，v) 是极小
能量解，如果( u，v) 是非平凡的且满足 Eβ ( u，v) =
Aβ ．称 Aβ 可以达到，如果 Aβ = Eβ ( u，v) ，( u，v) ∈
Nβ ．方程 ( 15) 解的存在性可以参见文献［68-74，
84-87］．下面的结果属于 B． Sirakov［73］．
定理 17［73］ 假设 λ1 = λ2 = λ．

( i) 若 β∈ ( 0，min{ μ1，μ2 } ) ∪ ( max{ μ1，μ2 } ，

+ ∞ ) ，则 Aβ是可以被( k槡 β Ω0， l槡β ω0 ) 所达到的，这

里( kβ，lβ ) 满足 μ1k + βl = 1，μ2 l + βk = 1，ω0是方程

( 16) 的唯一正解且满足 μi = 1;
( ii) 若 β ∈ ［min{ μ1，μ2} ，max{ μ1，μ2} ］ 且

μ1 ≠μ2，则方程( 15) 有非平凡的非负解．

Sirakov 猜想:在平移意义下，( k槡 β ω0， l槡β ω0 )

是方程( 15) 的唯一正解．
文献［88］在一定条件下证明了该猜测，所需

要的条件是 β ＞ max{ μ1，μ2 } ，文献［88］要求 0 ＜
β ＜ β'，这里 β' 是一个小的常数． 后来笔者和陈志

杰在文献［89］中证明( k槡 β ω0， l槡β ω0 ) 是唯一极小

能量，条件是 0 ＜ β ＜ min{ μ1，μ2 }
［89］． 这里有下面

的解的唯一存在性结果．
定理18［90］ 假设 λ1 = λ2且 μ1≠ μ2，则δ ＞

0 使得 min{ μ1，μ2 } － δ ＜ β ＜ min{ μ1，μ2 } ，且

( k槡 β ω0， l槡β ω0 ) 是方程( 15) 的唯一正解．
对于一般情形 λ1，λ2 ＞ 0，回忆起( 16) ～ ( 17)

式中的 ωi，定义

β1 : = inf
∈H1( ＲN) \ { 0} ∫ＲN

(  2 + λ2
2 ) ∫ＲN

ω2
1

2，

β2 : = inf
∈H1( ＲN) \ { 0} ∫ＲN

(  2 + λ1
2 ) ∫ＲN

ω2
2

2 ．

下面的结论来自A． Ambrosetti和E． Colorado．
定理 19［68］ ( i) β，0 ＜ β ＜ min{ β1，β2 } ，系

统( 15) 有正的径向解( Uβ，Vβ ) ;

( ii) β，β ＞ max{ β1，β2 } ，系统( 15) 有正的径
向对称极小能量解( Uβ，Vβ ) 且满足

Eβ ( Uβ，Vβ ) = Aβ ＜ min{ B1，B2 } ．
同时，A． Ambrosetti 和 E． Colorado 猜测定理

17 中( ii) 的解也是径向对称极小能量解［68，Ｒemark 5］．
后来，N． Ikoma等［87］部分回答了这个问题．
定理 20［87，Propositions 2． 3 and 2． 5，Ｒemark 2． 6］ β，0 ＜ β ＜

min{ β1，β2， μ1μ槡 2 } ，定理 19中( i) 的( Uβ，Vβ ) 是极

小能量解且满足

Eβ ( Uβ，Vβ ) = Aβ ＞ max{ B1，B2 } ．
Sirakov的问题［73，Ｒemark 4］: 使得系统 ( 15) 存在

非平凡非负解的最佳常数是什么?

当 λ1 = λ2时，这个问题由定理17完全解决了．
因为 β1 = μ1 且 β2 = μ2，悉知 βi 是 λ1 = λ2 情形下

使得极小能量解存在的最佳常数． 对一般的情形
λ1 ≠λ2，必须定义

β1 : = sup{ β' ＞ 0，( 15) 式对所有0 ＜ β ＜ β'有
极小能量解} ，

β2 : = inf{ β' ＞ 0，( 15) 式对所有 β ＞ β'有极小
能量解} ，

那么，问题是否像 λ1 = λ2 的情形一样，β1 = min{ β1，

β2 } 或者 β2 = max{ β1，β2 } ?如果这是对的，则 βi 是

使得极小能量解存在的最佳常数．定义
Hr : = { ( u，v) ∈ H: u，v是径向对称的} ，

N *
β : = Nβ ∩ Hr，A

*
β : = inf

( u，v) ∈N *β

Eβ ( u，v) ．

不失一般性，假设 λ1 ＜ λ2 ． B． Sirakov［73］获得
了以下结果．
定理 21［73，Propositions 1． 1］ 如果 Aβ ( 或 A*

β ) 可以被

( u，v) ∈Nβ ( 或( u，v) ∈N
*
β ) 达到，且 β ＜ μ1μ槡 2，

则( u，v) 是 Eβ 的临界点．
定理 22［73］ 假设 λ1 ＜ λ2 ．
( i) β' ＞ 0 使得当 β ∈ ( 0，β') 时，方程( 15)

有正的极小能量解( u，v) 满足 Eβ ( u，v) = Aβ = A*
β ;

( ii) 当 β∈［μ2，μ1］时，系统( 15) 没有非负的
非平凡解;

( iii) 当 β∈［μ2， μ1μ槡 2 ) 时，Aβ和A*
β 都是不可

达到的．

定理 21 隐含着，对于 β ＜ μ1μ槡 2，极小能量解

的存在性等价于 Aβ 是可达的． 对上面的 Sirakov 的
问题，笔者和陈志杰在文献［89］中给出了部分的
结果．
定理 23［89］ 假设 λ1 ＜ λ2 且 μ1 ≥ μ2，则 β2 ＜

μ2 ≤ μ1 ＜ β1，并且
( i) δ ＞ 0，β∈ ( μ2 － δ，μ1 + δ) ，系统( 15)

没有非负的非平凡解;

( ii) β∈［β2， μ1μ槡 2 ) ，极小能量 Aβ 和 A*
β 均

不可达到，即系统( 15) 无极小能量解．由定理 20 可
知，β2 是极小能量解存在的最佳常数．
由定理 23 中( i) 和( ii) 可以看出:当 β∈［β2，

μ1 + δ) 时，系统( 15) 没有极小能量解．若λ1 ＞ λ2且

021 江西师范大学学报( 自然科学版) 2018 年



μ1 ≤ μ2，则能获得类似的结果． 这样的话，若 λ1 ≠

λ2 且( λ2 － λ1 ) ( μ2 － μ1 ) ≤ 0，则 β1 = min{ β1，β2 }

和 β2 = max{ β1，β2 } 是极小能量解存在的最佳常
数．这是这个方面的第一个结果［89］．
问题 4 在一般情形 λ1 ＜ λ2 和 μ1 ≥ μ2 中，以

下问题至今没有解决:

1) 仅仅能够证明 β2 是最佳常数，则 β1 是最佳
常数吗?

2) 当 β∈［β2，μ1 + δ) 时，证明极小能量解的不
存在性，这里 δ ＞ 0．若 β∈［β2，β1］，则猜测同样的
结论也是对的，正如λ1 = λ2和 μ1≠ μ2的情形一样;

3) 仅仅能够证明当 β∈ ( μ2 － δ，μ1 + δ) 时非平
凡非负解的不存在性． 猜测，当 β ∈［β2，β1］时，结
论同样成立． 如果这个猜测是对的，则 βi ( i = 1，2)
是存在非平凡非负解的最佳常数;

4) 一般情形下的另一方面，即当λ1 ＜ λ2和 μ1 ＜
μ2 时，迄今没有关于最佳常数的任何结果． 该问题
值得研究!

2． 6 Bose-Einstein凝聚薛定谔系统———4 维情形
注意到2． 5节提到的文献都是研究N≤3( 即次

临界) 的情形．对于 N = 4( 即临界情形) ，之前没有
结果．第1个关于N = 4的结果由笔者和陈志杰在文
献［89］中获得，考虑

－ Δu + λ1u = μ1u
3 + βuv2，x∈ Ω，

－ Δv + λ2v = μ2v
3 + βvu2，x∈ Ω，

u≥ 0，v≥ 0， x∈ Ω，
u = v = 0， x∈ Ω










，

( 18)

当N = 4时，Sobolev临界指数恰好是2* = 2N / ( N －
2) = 4．故上述方程系统( 18) 里的非线性项和耦合
项都是临界增长的，从而求解带来极大的困难．
令 λ1 ( Ω) 为 － Δ满足Dirichlet边界条件的第一

特征值，1 ＞ 0 为对应的第一特征函数． 系统( 18)
可认为是扰动的 4 维 Brezis-Nirenberg 临界指数方
程．记 H: = H1

0 ( Ω) × H1
0 ( Ω) ． 系统( 18) 的能量泛

函是

E( u，v) = 1
2 ∫Ω( u 2 + λ1u

2) + 1
2 ∫Ω ( v 2 +

λ2v
2 ) － 1

4 ∫Ω ( μ1u
4 + 2βu2v2 + μ2v

4 ) ．

定义

M = { ( u，v) ∈ H，u 0，v 0，

∫
Ω
( u 2 + λ1u

2 ) = ∫
Ω
( μ1u

4 + βu2v2 ) ，

∫
Ω
( v 2 + λ2v

2 ) = ∫
Ω
( μ2v

4 + βu2v2 ) } ．

则M≠． 定义

B: = inf
( u，v) ∈M

E( u，v) = inf
( u，v) ∈M

1
4 ∫Ω ( u 2 +

λ1u
2 + v 2 + λ2v

2 ) dx．
当 － λ1 ( Ω) ＜ λ1 = λ2 = λ ＜ 0 时，由著名的文献
［27］知，Brezis-Nirenberg临界指数问题

－ Δu + λu = u3，u≥ 0，u∈ H1
0 ( Ω) ( 19)

有极小能量正解 ω，它的能量是

B1 : =
1
4 ∫Ω ( ω 2 + λω2 ) dx = 1

4 ∫Ωω4dx．

进一步地

∫
Ω
( u 2 + λu2 ) dx≥ 2 B槡 1 ∫

Ω
u4d( )x 1 /2
，

u∈ H1
0 ( Ω) ．
笔者和陈志杰在文献［89］中获得
定理 24［89］ 假设 － λ1( Ω) ＜ λ1 = λ2 = λ ＜ 0．
( i) 如果 0 ＜ β ＜ min{ μ1，μ2 } 或者 β ＞

max{ μ1，μ2 } ，则 B 可以被(槡kω，槡lω) 达到，这里 k，
l ＞ 0 满足

μ1k + βl = 1，

βk + μ2 l = 1{ ，
( 20)

即(槡kω，槡lω) 是方程( 18) 的正的极小能量解;
( ii) 如果β∈［min{ μ1，μ2} ，max{ μ1，μ2} ］且μ1≠

μ2，则方程( 18) 没有非平凡的非负解．
当维数 N≤ 3 时，关于解的唯一性结果和解的

分类结果可以参见文献［88］．对于4维临界情形，有
定理 25［89］ 假设 － λ1 ( Ω) ＜ λ1 = λ2 = λ ＜

0 且 0 ＜ β ＜ min{ μ1，μ2 } 或者 β ＞ max{ μ1，μ2 } ．如
果( u，v) 是( 18) 式的任意极小能量解，则( u，v) =

(槡kU，槡lU) ，这里( k，l) 满足( 20) 式，U是( 19) 式的
正的极小能量解．特别地，如果Ω是Ｒ4的一个球，则

方程( 18) 的解是唯一的．
进一步考虑更一般的情形: － λ1 ( Ω) ＜ λ1，

λ2 ＜ 0．不失一般性，假设 λ1 ≤ λ2 ．定义

α: = min μ －1
i 1 +

λ i

λ1 ( Ω
( ))

2

，i = 1，{ }2 ． ( 21)

定理 26［89］ 假设 － λ1 ( Ω) ＜ λ1 ≤ λ2 ＜ 0．
( i) β ＜ 0，系统( 18) 有正的极小能量解( u，

v) 满足 E( u，v) = B;
( ii) β1∈ ( 0，min{ μ1，μ2 } ］，使得( 18) 式有正

的极小能量解( u，v) 满足 E( u，v) = B，β ∈ ( 0，
β1 ) ;
( iii) 令 β2 为以下方程的最大根:

β2 － 2
α β

+
μ1 + μ2

α
－ μ1μ2 = 0，
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这里 α由( 21) 式定义，则 β2≥max{ μ1，μ2 } ，且对所

有 β ＞ β2，系统( 18) 有正的极小能量解( u，v) 满足
E( u，v) = B;
( iv) 如果 μ2 ≤ β≤ μ1 且 μ2 ＜ μ1，则方程( 18)

没有非平凡的非负解．
当 β→－ ∞ 时，也可以研究基态解的极限行为．

物理上通常期待 2 个分量在区域 Ω是分离的． 这种
现象称为相位分离( phase separation) ． 当维数 N =
2，3 时，这类现象在文献［82，91-95］中有过研究．记
{ u ＞ 0} : = { x∈ Ω: u( x) ＞ 0} ．
定理 27［89］ 假设 － λ1 ( Ω) ＜ λ1 ≤ λ2 ＜ 0．令

βn ＜ 0，n∈N满足 βn→－∞ ( n→∞ ) ，且( un，vn ) 是

方程( 18) 的极小能量解，则∫
Ω
βnu

2
nv

2
ndx→ 0，n→∞ ．

进一步，下列结论之一成立:

( i) un → u∞ 在 H1
0 ( Ω) 中强收敛且 vn 0 在

H1
0 ( Ω) 中弱收敛，这里 u∞ 是以下方程的极小能量

解: － Δu + λ1μ = μ1u
3，u∈ H1

0 ( Ω) ;
( ii) vn → v∞ 在 H1

0 ( Ω) 中强收敛且 un 0 在
H1

0 ( Ω) 中弱收敛，这里 v∞ 是以下方程的极小能量
解: － Δv + λ2v = μ2v

3，v∈ H1
0 ( Ω) ;

( iii) ( un，vn ) → ( u∞，v∞ ) 在H1
0 ( Ω) × H1

0 ( Ω) 中

强收敛且 u∞ v∞ ≡0，这里 u∞ ∈C( Ω) 是以下方程的
极小能量解: － Δu + λ1u = μ1u

3，u∈H1
0 ( { u∞ ＞ 0} )

和 v∞ ∈ C( Ω) 是以下方程的极小能量解:
－ Δv +λ2v = μ2v

3，v ∈ H1
0 ( { v∞ ＞ 0} ) ． 更多地，

{ v∞ ＞0} 和{ u∞ ＞ 0} 是连通的区域满足{ v∞ ＞ 0} =

Ω \ { u∞ ＞ 0} ．

注 3 如果 Bλ1，μ1 + μ－1
2 S24 ＜ ( 或 ＞ ) Bλ2，μ2 +

μ －1
1 S24，则定理 27 中的 ( ii) ( 或 ( i) ) 不成立，即
( i) ( 或( ii) ) 或者( iii) 成立．
方程( 18) 非平凡解的存在性依赖于以下极限

方程( 定义在全空间上) 的基态解． 所以，要先研究
以下方程:

－ Δu = μ1u
3 + βuv2，x∈ Ｒ4，

－ Δv = μ2v
3 + βvu2，x∈ Ｒ4，

u，v∈ D1，2 ( Ｒ4
{

) ，

( 22)

这里D1，2 ( Ｒ4 ) : = { u∈ L2 ( Ｒ4 ) : u ∈ L2 ( Ｒ4 ) } ，

范数为‖u‖D1，2 : = ∫Ｒ4
u 2d( )x 1 /2

．

令 S是 D1，2 ( Ｒ4 ) L4 ( Ｒ4 ) 的最佳常数，从而

∫Ｒ4
u 2dx≥ S ∫Ｒ4

u 4d( )x 1 /2
．

对于 ε ＞ 0，y ∈ Ｒ4，考虑 Aubin-Talenti 瞬
子［96-97］Uε，y ∈ D1，2 ( Ｒ4 ) ，

Uε，y ( x) : = 槡2 2 ε
ε2 + x － y 2

，

则 Uε，y 在 Ｒ4 中满足 － Δu = u3 并且

∫Ｒ4
Uε，y

2dx = ∫Ｒ4
Uε，y

4dx = S2 ．

进一步，{ Uε，y : ε ＞ 0，y∈ Ｒ4 } 包含方程 － Δu = u3

在 Ｒ4 中的全部正解．
明显地，方程( 22) 有半平凡解( μ －1 /2

1 Uε，y，0) 和
( 0，μ －1 /2

2 Uε，y ) ．定义D: = D1，2 ( Ｒ4 ) × D1，2 ( Ｒ4 ) 和 I:
D→ Ｒ ，

I( u，v) = 1
2 ∫Ｒ4

u 2 + 1
2 ∫Ｒ4

v 2 －

1
4 ∫Ｒ4
( μ1u

4 + 2βu2v2 + μ2v
4 ) ．

类似于文献［71］，定义

N = { ( u，v) ∈ D，u 0，v 0，∫Ｒ4
u 2 =

∫Ｒ4
( μ1u

4 + βu2v2 ) ，∫Ｒ4
v 2 = ∫Ｒ4
( μ2v

4 + βu2v2 ) } ，

A: = inf
( u，v)∈N

I( u，v) = inf
( u，v)∈N

1
4 ∫Ｒ4( u 2 + v 2) dx．

下面的结论是证明定理 26 的基础．
定理 28［89］ ( i) 若 β ＜ 0，则 A无法达到;
( ii) 若 0 ＜ β ＜ min{ μ1，μ2 } 或者 β ＞ max{ μ1，

μ2 } ，则 A 可以由 (槡kUε，y，槡lUε，y ) 达到，这里 k，l 由

( 20) 式所定义． 也就是说，(槡kUε，y，槡lUε，y ) 是方程

( 22) 的极小能量解;
( iii) 若 β∈［min{ μ1，μ2} ，max{ μ1，μ 2} ］和 μ1≠

μ2，则方程( 22) 没有非平凡的非负解．
问题 5 对于 4 维情形，相位分离是不是一定

会发生?

2． 7 5 维及其以上的薛定谔系统

考虑非线性 Schrdinger方程:
－ Δu + λ1u = μ1u

2p－1 + βup－1vp，x∈ Ω，

－ Δv + λ2v = μ2v
2p－1 + βvp－1up，x∈ Ω，

u≥ 0，v≥ 0， x∈ Ω，
u = v = 0， x∈ Ω










，

( 23)

这里Ω = ＲN或者ΩＲN是一个有界光滑区域，p ＞
1 和 p≤ 2* /2如果 N≥ 3，μ1，μ2 ＞ 0，β≠ 0是耦合
常数．这里考虑高维临界的情形:

N≥ 5 且 2p = 2* ．
如果 Ω = ＲN 并且 ( u，v) 是 ( 23) 式的任意解，由
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Pohozaev等式容易证明∫Ｒ4
( λ1u

2 + λ2v
2 ) dx = 0，所

以当 λ1λ2 ＞ 0时，有( u，v) ≡ ( 0，0) ．希望弄清楚高
维情形与低维情形有没有区别． 以下结果由笔者和
陈志杰证明．
定理 29［98］ 假设 － λ1 ( Ω) ＜ λ1，λ2 ＜ 0，则

β≠ 0，系统( 23) 都有正的极小能量解( u，v) ．
注 4 当N = 4并且2p = 2* 时，前面的定理表

明，若 β∈［min{ μ1，μ2 } ，max{ μ1，μ2 } ］，μ1 ≠ μ2，则

方程( 23) 没有非平凡解．但对于N≥5，这样的区间
不再存在了．这就说明 4 维和 5 维及其以上维数的
情形是有本质区别的．
同样可以研究相位分离现象( phase separation) ．
定理30［98］ 假设 － λ1( Ω) ＜ λ1，λ2 ＜ 0．令 βn ＜

0，n∈ N满足 βn →－ ∞ ( n → ∞ ) ，并且( un，vn ) 是

( 23) 的正的极小能量解，则∫
Ω
βnu

p
nv

p
ndx → 0，并且下

列结论之一成立．
( i) un → u∞ 在 H1

0 ( Ω) 中强收敛; vn 0 在
H1

0 ( Ω) 中弱收敛; u∞ 是以下方程的极小能量解:

－ Δu +λ1u = μ1 u 2* －2u，u∈ H1
0 ( Ω) ;

( ii) vn → v∞ 在 H1
0 ( Ω) 中强收敛; u n 0 在

H1
0 ( Ω) 中弱收敛; v∞ 是以下方程的极小能量解:

－ Δv +λ2v = μ2 v 2* －2v，v∈ H1
0 ( Ω) ;

( iii) ( un，vn) → ( u∞，v∞ ) 在H中强收敛; u∞ v∞ ≡

0，这里 u∞ ∈ C( Ω) 是以下方程的极小能量解:
－ Δu + λ1u = μ1 u 2* －2u，u ∈ H1

0 ( { u∞ ＞ 0} ) 和

v∞ ∈C( Ω) 是以下方程的极小能量解: － Δv + λ2v =
μ2 v 2* －2v，v∈H1

0 ( { v∞ ＞ 0} ) ．进一步，{ v∞ ＞ 0} 和
{ u∞ ＞ 0} 都是连通域且满足 { v∞ ＞ 0} = Ω \

{ u∞ ＞ 0} ;
( iv) 若 N≥ 6，则只有以上结论( iii) 成立．
注 5 定理30表明，当维数N≥6时，相位分离

一定会发生．
作为定理 30 的应用，还可以进一步研究

Brezis-Nirenberg临界指数问题:
－ Δu + λ1u = μ1 u 2* －2u，u∈ H1

0 ( Ω) ， ( 24)

这里 － λ1 ( Ω) ＜ λ1 ＜ 0，能量泛函是

J( u) : = 1
2 ∫Ω ( u 2 + λ1u

2 ) dx －

1
2* ∫

Ω
μ1 u 2* dx，u∈ H1

0 ( Ω) ．

定理31［98］ 假设N≥6．令( u∞，v∞ ) 为定理30
获得的解，满足 λ2 = λ1和 μ2 = μ1，则 u∞ － v∞ 是方

程( 24) 的极小能量变号解，并且

J( u∞ － v∞ ) ＜ Bμ1 + 1
N μ

－ ( N－2) /2
1 SN/2，

这里 S 为以下嵌入的最佳常数: D1，2 ( ＲN )

L2* ( ＲN ) ，

∫Ｒ4
u 2dx≥ S ∫Ｒ4

u 2* d( )x 2 /2*

，

且 Bμ1是方程( 24) 的极小能量．
问题 6 当维数 N = 4，5时，定理 30结论( iii)

是否一定成立，即相位分离是否一定发生?

以上方程的结果，也依赖于以下高维薛定谔方

程的研究:

－ Δu = μ1 u 2p－2u + β u p－2u v p，x∈ ＲN，

－ Δv = μ2 v 2p－2v + β v p－2v u p，x∈ ＲN，

u，v∈ D1，2 ( ＲN
{

)

( 25)

这里 D1，2( ＲN) : = { u∈ L2* ( ＲN) : u ∈ L2( ＲN) } ，

具有范数‖u‖D1，2 : = ∫ＲN
u 2d( )x 1 /2

．对于 ε ＞ 0和

y ∈ ＲN，令 Uε，y ∈ D1，2 ( ＲN ) 是 Aubin-Talenti 瞬
子［96-97］，

Uε，y ( x) : = ［N( N － 2) ］( N－2) /4 ( ε( ε2 +
x － y 2 ) ) ( N－2) /2，

则 Uε，y 在 ＲN 中满足方程 － Δu = u 2* －2u，并且

∫ＲN
Uε，y

2dx = ∫ＲN
Uε，y

2* dx = SN/2 ．

进一步，{ Uε，y : ε ＞ 0，y ∈ ＲN} 包含方程 － Δu =
u 2* －2u，x∈ ＲN 的全部正解．定义 D: = D1，2( ＲN) ×

D1，2 ( ＲN ) ．以上方程组的能量泛函为 I: = D→ Ｒ，

I( u，v) : = 1
2 ∫ＲN
( u 2 + v 2 ) －

1
2p∫ＲN
( μ1 u 2p + 2β u p v p + μ2 v 2p ) ．

记

N = { ( u，v) ∈ D: u 0，v 0，I'( u，v) ( u，0) =
I'( u，v) ( 0，v) = 0} ，

A: = inf
( u，v)∈N

I( u，v) = inf
( u，v)∈N

1
N∫ＲN
( u 2 + v 2) dx．

有以下结果．
定理32［98］ 若 β ＜ 0，则 A是不可达到的．如果

β ＞ 0，则 ( 25) 式有正的极小能量解 ( U，V) 满足
I( U，V) = A，而且是径向对称递减的． 更多地，若

β≥2max{ μ1，μ2} / ( N － 2) ，则 I( k槡0Uε，y， l槡0Uε，y ) =
A，这里( k0，l0 ) 满足以下方程组:

μ1k
p－1 + βkp/2－1 lp /2 = 1，

βkp/2 lp /2－1 + μ2 l
p－1 = 1，

k ＞ 0，l ＞ 0
{

，

( 26)
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即( k槡 0 Uε，y， l槡0 Uε，y ) 是方程( 25) 的正的极小能量
解． 另一方面，β1，0 ＜ β1 ≤ 2max{ μ1，μ2 } / ( N －
2) ，并且 β，0 ＜ β ＜ β1，在 ( 26) 式中 ( k( β) ，

l( β) ) ，满足 I( k( β槡 ) Uε，y， l( β槡 ) Uε，y ) ＞ A =

I( U，V) ．也就是说，( k( β槡 ) Uε，y， l( β槡 ) Uε，y ) 是方

程( 25) 的与( U，V) 不同的解．
注 6 当维数N = 4并且2p = 2* 时，前面已经

知道，若 β∈［min{ μ1，μ2 } ，max{ μ1，μ2 } ］，μ1 ≠ μ2，

则方程( 25) 没有非平凡的正解; 但在高维情形下，

( k( β槡 ) Uε，y， l( β槡 ) Uε，y ) 是( 25) 式的正的极小能
量解，如果0 ＜ β≤min{ μ1，μ2 } ．这进一步说明高维
和低维的本质不同．
定理 33［98］ 存在常数 β0，假设 β ＞ β0 ． 如果

( u，v) 是方程 ( 25) 的任意正的极小能量解，则对

ε ＞ 0 和 y∈ ＲN，( u，v) = ( k槡 0 Uε，y， l槡0 Uε，y ) ．
注 7 关于 Schrdinger方程组的更多结果，可

参见文献［89-90，98-114］，包括无穷多变号解、半变
号解、变号的极小能量解的存在性［108］．

2． 8 Berestycki-Caffarelli-Nirenberg猜测

3 位著名数学家 H． Berestycki、L． Caffarelli和
L． Nirenberg在系列文献［115-118］中研究了以下
定义在半空间上的微分方程的非负有界解:

Δu + f( u) = 0，Ｒn
+ = { ( x'，xn )

x' ∈ Ｒn－1，xn ＞ 0} ，

u = 0，xn = 0
{

，

( 27)

获得了以下重要定理．
定理 34［115-118］ 如果 f( u) 是Lipschitz且 f( M) ≤

0，这里M = sup u，则 u仅仅是 xn 的函数，且当 xn ＞ 0
时，uxn ＞ 0．进一步，f( M) = 0．
对于文献［115，118］，笔者提出以下猜测:
BCN猜测:如果( 27) 式有正的有界解 u，则必

有 f( M) = 0．
文献［118］证明了当维数 n = 2，3时 BCN猜测

是成立的．随后，由 A． Farina等［119］证明了当 n≤ 5
时该猜测也成立． 其它维数情形，还没有解决．明显
地，如果该猜测是对的，则当 f( s) ＞ 0( s ＞ 0) 时，方
程( 27) 应该没有正解．反之，如果没有正解，则该猜
测自然是成立的．故下面研究该方程何时没有正解
存在． 假设

( f1 ) : f∈ C1 ( Ｒ + ) ∩ C2 ( Ｒ + ) 和 f ″( u) ≥ 0

( u ＞ 0) ．
一个典型的例子是 f( t) = λt + tp，这里 λ ∈ Ｒ

且 p ＞ 1，则 f满足( f1 ) ．笔者和陈志杰及林长寿合作
证明

定理 35［109］ 假设 f( 0) = 0以及( f1 ) 成立．如
果 u 是方程( 27) 的非负有界解，则 u( x) ≡ 0，( x，
xn ) ∈ Ｒn

+ ．
一个 非 常 重 要 的 模 型 是 Lane-Emden 系

统［120-121］:

Δu + vq = 0，( x'，xn ) ∈ Ｒn
+，

Δv + up = 0，( x'，xn ) ∈ Ｒn
+，

u( x'，0) = v( x'，0) = 0
{

．

( 28)

长期以来人们猜测，关于指数 p，q 使得刘维尔
型定理成立的最佳范围应该是 min{ p，q} ＞ 1，但一
直没有得到完全解决．在下面的定理中，给出了肯定
的回答．
定理 36［109］ 假设 min{ p，q} ＞ 1． 如果( u，v)

是 Lane-Emden系统( 28) 的非负有界解，则一定有
u≡v≡ 0，( x，xn ) ∈ Ｒn

+ ．
半空间的椭圆系统有大量的未解决问题．

Lane-Emden系统本身也有很多猜测没有解决．

2． 9 Lane-Emden猜测

过去 40 年来，著名的 Lane-Emden方程
－ Δu = up ( 29)

及相应的抛物方程形式 ut － Δu = up 在非线性 PDE
的发展中发挥了重要作用．关于方程( 29) 的一个基
本结果是由 B． Gidas和 J． Spruck给出的如下形式
的 Liouville型定理．
定理 37［122］ 如果

0 ＜ p ＜ ps : =
∞， N≤ 2，
( N + 2) / ( N － 2) ，N≥ 3{ ，

则方程 － Δu = up，x∈ ＲN 不存在正古典解．
此外，Sobolev指数 ps扮演了关键角色:若N≥3

且 p ＞ ps，则方程( 29) 没有正的( 径向有界) 古典
解． 该定理在椭圆方程和抛物方程中有很多应
用［121］．与方程( 29) 相对应的是椭圆系统，即如下形
式的 Lane-Emden系统:

－ Δu = vp，x∈ ＲN，

－ Δv = up，x∈ ＲN{ ．
( 30)

在考虑解的存在性与非存在性问题时，单个方

程( 29) 中的 Sobolev指数 ps 替换为如下的 Sobolev
双曲线［123-124］:

1
p + 1 + 1

q + 1 = 1 － 2
N ．

在过去几十年中，很多学者对系统( 30) 提出了
类似于定理 37 的 Liouville型猜想［123-133］．
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Lane-Emden猜测 设 p，q ＞ 0，若( p，q) 满足
次临界条件，即

1
p + 1 + 1

q + 1 ＞ 1 － 2
N， ( 31)

则系统( 30) 不存在正古典解．
Lane-Emden猜想是超线性椭圆系统研究中的

重要问题． 对于径向解，Lane-Emden 猜想已由 E．
Mitidieri证得［124］，并且在此情形下条件( 31) 最优，
即当( p，q) 是临界或超临界时，系统( 30) 存在正的
径向古典解［134-135］．对于非径向解，Lane-Emden猜想
只有部分结果．文献［132，135-136］均得到，当

pq ≤ 1 或 pq ＞ 1 且 max{ α，β} ≥ N － 2 ( 32)
时，系统( 30) 不存在正的古典上解，并且对于上解，
条件( 32) 最优［137］．这也就意味着 Lane-Emden猜想
对于 N = 1，2成立．注意到，当 N≥ 3 时，条件( 32)
比条件( 31) 强．记

α = 2( p + 1)
pq － 1 ，β = 2( q + 1)

pq － 1 ( pq ＞ 1) ．

当维数 N = 3时，文献［132］证得:若考虑多项
式有界解，则 Lane-Emden 猜想成立． 之后，文献
［130］证明: 去掉解的多项式有界性，Lane-Emden
猜想也成立．
当维数 N ≥ 4 时，D． G． de Figueiredo 和 P．

Felmer［129］以及W． Ｒeichel和Zou Henghui［131］均得
到:在次临界情形 max{ α，β} ≤ ps，( p，q) ≠ ( ps，ps )

下，系统 ( 30) 不存在正古典解． J． Busca 等［126］ 得
到，当

min{ α，β} ≥ N － 2
2 ，( α，β) ≠

N － 2
2 ，

N － 2( )2
( 33)

时，系统( 30) 不存在正古典解．
Lin Changshou［138］得到，对于双调和情形:

q = 1，p ＜ N + 4
( N － 4) +

， ( 34)

系统( 30) 不存在正古典解． 注意到( 34) 式包括了
指数为次临界情形 max{ p，q} ≤ ps ．注意到，( 33) 式
和( 34) 式均比 ( 31) 式强． P． Souplet［137］ 得到，当
N = 3，4 时 Lane-Emden猜想成立．同时，文献［137］
中也得到，当 N≥ 5且 p，q ＞ 0，pq ＞ 1满足( 31) 式以
及 max{ α，β} ＞ N － 3时，系统( 30) 不存在正古典解．
问题7 当N≥5，p，q ＞ 0，pq ＞ 1，满足( 31) 式

以及max{ α，β} ≤N － 3时，系统( 30) 是否存在正古
典解?
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2． School of Business Administration，Nanchang Institute of Technology，Nanchang Jiangxi 330099，China)

Abstract: Based on the background of low carbon economy，according to the different mode of supply chain deci-
sions，the supply chain coordination under the influence of the low carbon consciousness is studied． The overconfi-
dence is introduced into a supply chain decision model which is made up of one manufacturer and one retailer． The
studies show that the ratio of carbon reduction and total profit of the supply chain of centralized decision-making is
higher than decentralized decision-making． Overconfidence can increase the ratio of carbon emissions，wholesale
price，retail price，and manufacturers expect profits，but the real profit of the supply chain decreases continuously
with the increase of overconfidence level．
Key words: ratio of carbon reduction; overconfidence; supply chain coordination
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Ｒesults and Open Problems of the Variational Method with
Applications to Nonlinear Partial Differential Equations

ZOU Wenming
( Department of Mathematical Sciences，Tsinghua University，Beijing 100084，China)

Abstract: The brief history and the development trend of the variational method are introduced． Then the fundamen-
tal ideas and the latest achievements of the variational method with applications to nonlinear partial differential e-
quations are summarized． The critical point theory and its applications are briefly reviewed，including the perturbed
equation from symmetry，Ｒabinowitz' s open problem，Brezis-Nirenberg' s critical exponent equation，Li-Lin' s open
problem，Bose-Einstein condensation，Berestycki-Caffarelli-Nirenberg's conjecture and Lane-Emden's equation and
conjecture．
Key words: variational method; nonlinear partial differential equations; linking theory; critical exponent; critical
point theory; Schrdinger equations
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