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摘要:基于认知诊断的 Q矩阵理论，由潜在 Q矩阵向量的累赘表达式的分解，给出一种简便的 Q矩阵标
定方法，并且给出这种方法的证明．
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0 引言

Q矩阵在认知诊断中的重要性是不言而喻的．
要得到准确的认知诊断分类结果，影响因素较多，比

如准确确定认知模型，即属性数目和属性层级结构，

选择和数据拟合的并且判准率高的认知诊断模型，

设计优良的测验蓝图，精心打造试题和试卷等，还有

一点不容忽视，即 Q 矩阵必须标定准确． Q 矩阵标
定实质上是标定题目属性向量，题目属性向量标定

不准确，比如对于 2 值( 0-1 ) Q 矩阵而言，可以分成
3 种情况: 1) “过度标定”:题目没有涉及的属性但是
却认为涉及，即本来为 0 的元素标注为 1，这样可能
认为刚好可以答对这道题目的被试( 其知识状态和

题目属性向量刚好相等) 是猜测正确，因此这种题

目猜测参数高; 2) “不足标定”: 本来涉及的属性却
认为没有涉及，即 Q矩阵的元素本来应该为 1 却标
定为 0，这样从题目属性向量来看，应该答对的题目
却答不对，显示这个题目的失误率很高; 3 ) 同一个
题目的属性向量既有“过度”标定、又有“不足”标
定，很可能这一类题目猜测和失误参数均比较高．题
目猜测或者失误参数高，则题目质量不太好;题目质

量不太好，就难以准确评定被试的知识状态．
因此，Q矩阵的准确标定，是认知诊断评估是否

成功的一个关键因素． 然而准确标定 Q 矩阵，却不
是轻而易举的工作，它是一个比较复杂的过程．

若按照 J． P． Leighton 等［1］推荐的方案，先认知
诊断测验设计，再命题，这个过程有许多环节: 1 ) 必
须确定认知诊断的范围，比如准备诊断某一门课程

的某一个章节的某一个具体的内容，理清这个诊断

内容的所有属性及其层级关系，包括考虑属性的粒

度的大小; 2) 计算这个属性及其层级关系对应的邻
接矩阵、可达阵，基于可达阵，使用扩张算法计算潜
在 Q矩阵［2-3］，潜在 Q矩阵也就是简化 Q 矩阵［4-5］;
3) 根据认知诊断测验设计的原理，选择潜在 Q 矩阵
的一个子矩阵作为测验 Q矩阵，再根据测验 Q矩阵
命题，命题以后要对每一个题目标注题目属性向量．
问题:编制好认知诊断测验的题目后，题目的属性向

量是不是标注正确? 这个环节往往争论最多．
若采用 K． K． Tatsuoka［4-5］的方案，可以使用以

往为别的目的( 而不是以认知诊断为目的) 进行测

验的数据进行认知诊断分析 ( 这个方案称为“翻
新”) ，则 Q矩阵标定的工作或许更加困难． 因为这
时候属性及其层级关系的认定更加困难，题目属性

向量不像 J． P． Leighton等［1］的方案那样存在初始的
“值”，从而如何标定的争论更多，并且由于这时试
卷缺乏认知诊断测验设计，对其提供数据诊断分析

结果的准确性如何，也难以预料． 因此，根据实测数
据进行数据挖掘以获得题目属性向量的做法可能更

加困难．
对于 K． K． Tatsuoka［6］的测验数据和测验 Q 矩

阵，往后有多位学者对其进行研究，发现 Q 矩阵的
标注存在一些问题［7-8］． 这个例子说明 Q 矩阵正确
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标定是较困难的．
因此，Q矩阵标定的研究引起很多学者的关注．

de la Torre提出 δ方法［7］，涂冬波等［9］提出 γ 方法，
汪文义等［10］提出新颖的交差方法，喻晓锋等［11］在

Liu Jingchen等［12］的基础上提出联合估计方法，该
方法计算量大，完全是数据驱动方法，陈平等［13］也

对 Q矩阵标定进行了探索．这些探索很多和认知诊
断模型有关，即在给定认知诊断模型的前提下，考察

Q矩阵标定的方法． 以上方法都是借助被试知识状
态的估计值来校正项目的属性向量，显然被试知识

状态估计精度会影响 Q 矩阵标定方法的表现［10］．
特别在测验长度较短时，知识状态估计精度难以保

证，这个问题尤为突出．
Q矩阵中非零列的累赘表达式和简洁表达

式［14］的概念能否用于 Q 矩阵进行标定，并且避免
上述问题，这是本文欲探讨的问题; 特别地，若能够

使用 Q矩阵理论对二值 Q矩阵进行标定，能否将其
解决多值 Q矩阵［15-17］的标定问题? 而据笔者所知，
多值 Q矩阵的标注的研究目前尚属阙如．
本文首先介绍一种基于 Q矩阵理论基础上的 2

值 Q矩阵标定的新方法及其理论，再指出这种方法
也可用于多值 Q矩阵的标定，然后是讨论．

1 关于 Q矩阵标定新方法的理论
1． 1 Q矩阵中非零列的不同表达方式
丁树良等［14］从非零知识状态 x 均可表示为可

达阵的列的布尔并，但是表示方法不唯一入手，研究

了 x的 2 种表示，即累赘表达式和简洁表达式．所谓
累赘表达式是先定义一个集合: 令 Sx = { r ( r 是 Ｒ
的列，Ｒ 是可达阵) 并且( r≤x) } ． 这里 w≤y 表示
y － w的每一个分量均为非负，称 w≤y; 若w≤y，并
且 y中至少有一个元素大于 w 中相应的元素，则称
w ＜ y．
定义 1 Sx 中所有向量的布尔并称为 x 的“累

赘”( redundant) 表达式，并且 Sx 中每一个列均称为

x的构成向量．而 Sx 就是 x构成向量的集合．
假设 w是 Sx 中的任意一个分量，将 w 和 x 的

其他构成向量分别进行比较，若 w 小于某一个构成
向量，则从 Sx 中删除 w，并且将所得到的集合记为
S'x ．将这个过程称之为比较删除步骤．将 Sx 中每一

个向量都作上述的比较删除步骤，最后所得到的集

合仍然记为 S'x ． S'x中的元素的布尔并称为 x 的简
洁表达式．

Q矩阵中非零列不仅可以表示非零知识状态，
还可以表示题目属性向量，所以知识状态的 2 种不
同表示也可以说是题目属性向量的 2 种不同表示，
即累赘表达式和简洁表达式．显然，有如下的引理．
引理 1 Q矩阵中任何一列的累赘表达式是唯

一确定的，从而简洁表达式也是唯一确定的．
事实上，假设 x 是潜在 Q 矩阵的列，那么 x 的

构成向量集合是唯一的，因此对应的累赘表达式唯

一．而根据简洁表达式的定义，简洁表达式也唯一．
由引理 1 可知，若获得潜在 Q 矩阵列的累赘表达式
构成向量的集合，这一列就应该视为已知．引理 1 表
明潜在 Q矩阵的任何 1 列的累赘表达式是唯一的，
所以如果约定使用累赘表达式进行讨论，那么可达

阵的列就相当于“基底 ( base) ”，由扩张算法［2-3］得
知 Q矩阵中任何一个非零向量都可以由这个“基
底”唯一表示．当然如果约定仅仅使用简洁表达式，
也可以得到相仿结论．

1． 2 定理及其证明

假设 x为潜在 Q矩阵的 1 列，但是 x未知，x作
为一个题目的属性向量，要对 x的元素进行标注．设
b是任意一个满足下述条件的知识状态: b是潜在 Q
矩阵的 1 列，在理想反应情况下，x≤b 则具有知识
状态 b 的被试在题目 x 上正确反应，即 x≤b，记
Sb ( x) = { x r∈Ｒ) ∧( r≤b) ∧( x≤b) } ，Sb ( x) 表示
对 x的理想反应正确的知识状态的累赘表达式的构
成向量的集合，则有

定理 1 ∩
b∈Qp

Sb ( x) = { r ( r∈Ｒ) ∧ ( r≤x) } ，

并且 x = ∨r
r∈{ r ( r∈Ｒ) ∧( r≤x) }

．

证 若 x≤b，则 Sx ( x) Sb ( x) ，所以 Sx ( x) 

∩
b∈Qp

Sb ( x) ．注意 x∈Qp 并且由偏序关系的自反性，

有 x≤x，从而∩
b∈Qp

Sb ( x) Sx ( x) ．由于( x≤x) 总是

为真，所以 Sx ( x ) = { r ( r∈Ｒ) ∧ ( r≤x ) ∧ ( x≤
x) } ．根据 x的累赘表达式的定义以及引理 1，即累
赘表达式唯一，故 x = ∨r

r∈Sx( x)
．

定理 1 的条件是严格的，因为给定测验 Q 矩
阵，它在测验 Q 矩阵上所有反应均为理想反应模
式;而且要求潜在 Q矩阵对应的所有知识状态都要
对测验 Q矩阵反应，缺一不可; 然后挑选那些在 x
上正确反应的被试的知识状态的累赘表达式构成向

量的集合作交集．这个交集对应 x 的累赘表达式的
构成向量．悉知，一般观察反应模式不一定和理想反
应模式重合．
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2 新的题目属性标定方法
假设 x是潜在 Q 矩阵中的 1 列，其元素未知．

潜在 Q 矩阵包含 n 列，可达阵 Ｒ 是 K 阶方阵，Ｒ =
( r1，r2，…，rK ) ．为了标注潜在 Q 矩阵中未知列，不
妨采取一列一列标注的方式进行．令 Qt = ( Ｒ x) 为
测验 Q矩阵，x为未知向量． 在理想反应条件下，进
行标注的步骤如下:

( i) j = 1;
( ii) 对于潜在 Q 矩阵的列 ( 即非零知识状态)

q j，若 q j在 x上的理想反应为正确，则收集 q j 在 Ｒ的
所有列上的反应; 构造集合 Sqj ( x) = { r ( r∈Ｒ) ∧
( r≤q j ) ∧( x≤q j ) } ;

( iii) j = j + 1;
( iv) 若 j ＜ n + 1，转 ( i ) ，否则令 Sx ( x ) =

{ r ( r∈Ｒ) ∧( r≤x) ∧( x≤x) } ，则 x = ∨r
r∈Sx( x)

．

例 1 假设独立属性层级结构，属性数目 K =
3，又设 x = ( 1 0 1) T未知;此时，可达阵是 3 阶单
位阵，潜在 Q 矩阵包含 7 列，Qp = ( q1，q2，…，q7 ) ，

而测验 Q矩阵是除单位阵之外，增加未知向量 x，x
取自潜在 Q矩阵，Qt = ( Ｒ x) ，
( i) Qp 中所有列对 x理想反应:除 q5 = ( 1 0 1) T，

q7 = ( 111)
T对 x正确反应之外，其他均错误;

( ii) q5 对应的累赘表达式分量的集合 S1 =
{ r1，r3 } ，q7 对应的累赘表达式分量的集合为 S2 =
{ r1，r2，r3 } ，则 x对应的累赘表达式的分量的集合是
S1 与 S2 的交集，它等于 S1，由于累赘表达式的唯一

性，所以x = ( 1 0 1) T ．

3 多值 Q矩阵的标注
多值 Q 矩阵中属性的水平可以是非负整

数［15-16］．给出 K个属性，假设第 j个属性的水平数为
wj，丁树良等

［17］讨论在 K 阶 0-1 可达阵 Ｒ 的基础
上，结合属性的水平数，使用“膨胀算法”，获得一个
w阶( w = w1 +… + wK ) 的 0-1 方阵 S，然后在 S的行
的方向上使用“压缩算法”，将 S压缩成为 K行 w列
的矩阵，称之为“拟可达阵”，记之为 Ｒp ．将扩张算法
中计算 2 个元素布尔并的方法，修改为求 2 个元素
的最大值，即对扩张算法进行修改，在 Ｒp 的基础上，

使用修改过的扩张算法，就可以获得所有的多值知

识状态，即获得多值潜在 Q矩阵．
将 1． 2 节中的可达阵 Ｒ改为拟可达阵 Ｒp，假设

x、y是多值潜在 Q 矩阵的列，x 是测验 Q 矩阵的未
知列，若 x≤y，则 y在 x上的理想反应正确．

例 2 3 个属性 A1、A2、A3，A1 是根节点，A2、A3

是叶节点( 如图 1 所示) ，它们的最高水平数分别为
3、2、2，

图 1 3 属性多水平的例子

Ｒ2 =
111
010









001
→Ｒp =

1231111
0001200









0000012
= ( r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 ) ，

Ｒp 是 3 × 7 矩阵．

Q( p)p =
1231111
0001200
0000012

j =2
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0012

j =3
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1200
0012

j =4
112233
111111
121212

j =5
112223331
222222222
120120122

j =6
j












=7

，

Qp 是 3 × 30 矩阵．
取 x = ( 2 1 2 ) T，Qt = ( Ｒx x) ，在 x 上理想

反应正确的 Q( p)p 中的列有 y1 = ( 2 1 2 ) T，y2 =
( 3 1 2) T，y3 = ( 2 2 2) T，y4 = ( 3 2 2 ) T，且
Sy1 = { r1，r2，r4，r6，r7 } ，Sy2 = { r1，r2，r3，r4，r6，r7 } ，
Sy3 = { r1，r2，r4，r5，r6，r7 } ，Sy4 = { r1，r2，r3，r4，r5，r6，

r7}且∩
4

h = 1
Syh = Sy1，所以 x = r1∨ r2∨ r4∨ r6∨ r7 =

( 2 1 2) T ．

4 小结与讨论

本文应用 Q 矩阵理论中潜在 Q 矩阵的列的累
赘表达式，证明在理想反应模式下，可以标定二值和

多值 Q 矩阵中未知元素．对于多值 Q 矩阵的标定，
以前未见报道． 对于“翻新”数据，本文新方法不一
定可以使用，因为“翻新”数据无法保证测验 Q矩阵
中包含可达阵，也就是说，此时的测验 Q 矩阵不一
定是必要 Q矩阵，而可达阵是使用新方法的前提．
如上所述，定理 1 的条件很苛严，面对一般的观

察反应模式，如何能够应用这个定理对 Q 矩阵进行
标注? 是否使用修改以后层级相合性指标 ( MH-
CI) ［18］对观察反应模式进行筛选? 试验将 MHCI 等
于 0． 95 作为分界点，只有大于 0． 95 的观察反应模
式才能够入选，但是效果不太稳定． 究其原因，可能
和题目的猜测、失误参数，即题目质量息息相关． 当
然上述测验 Q 矩阵是由已知的可达阵和未知的潜
在 Q矩阵的 1 列构成，命题专家可以好好打造可达
阵的列对应的题目，使它们的质量比较好，但是这个
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未知列对应的题目的质量很难保证，因此使用这种

方法标注很难成功． 因此，寻找一种解决方案，能够
使定理 1 从理想状态扩展到实际应用状态，是十分
有意义的．
另外，由于定理中要求使用质量好的可达阵

( 每 1 列不仅标定准确而且对应的题目猜测和失误
参数都很小) ，而每一次标定新题属性向量都要使

用可达阵作为“基准”，所以可达阵会频繁使用，这
在实际使用中必定会面临可达阵对应的题目频频曝

光问题．解决的方案是命制足够多的可达阵的列备
用．至于潜在 Q矩阵中列的累赘表达式的其他应用
以及简洁表达式的应用，值得进一步研究．
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A Simple Method to Specify Q Matrix

DING Shuliang，LUO Fen，WANG Wenyi，XIONG Jianhua
( College of Computer Information Engineering，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Based on the Q matrix theory，using the decomposing of the redundant expression of a column of the po-
tential Q matrix，it can offered a simple method to calibrate attribute vector，and the method is proved mathematically．
Key words: cognitive diagnosis; specification of Q matrix; redundant expression; Q matrix theory
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