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摘要:简单回顾一些有关 Caffarelli-Kohn-Nirenberg 不等式相关方面的成果，并利用 Emden-Fowler 变换对
特殊的 CKN不等式
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给出一个简单的证明，其中 2 ≤ p ＜ ∞，p(1 + t) ＜ N，(p /(N － p － pt)) p 为最佳常数．
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0 引言

1984 年 L． Caffarelli等［1］建立了下面一族插值
不等式，如今被称为 Caffarelli-Kohn-Nirenberg 不等
式或者简称为 CKN不等式．
定理 A［1］ 假设 p，q，r，α，β，σ和 a为固定的实

数(称为参数)，满足

p≥ 1，q≥ 1，r ＞ 0，0 ≤ a≤ 1; (1)
1
p + α

N ＞ 0，1q + β
N ＞ 0，1r + γ

N ＞ 0， (2)

其中 γ = aσ + (1 － a)β，则存在 1个正的常数 C使
得不等式

x γu Lr≤ C x α Du a
Lp x βu 1－a

Lq
，u∈

C∞
0 (Ｒ

N) (3)
成立当且仅当关系

1 / r + γ /N = a(1 / p + (α － 1) /N) +
(1 － a)(1 / q + β /N) (4)

(这是维数平衡条件) 成立，0≤ α － σ，如果 a ＞ 0;
α － σ≤ 1，如果 a ＞ 0且 1 / p + (α － 1) /N = 1 / r +
γ /N．
特别地，由(1)，(2)，(4) 式和0≤ α － σ≤1所

决定的参数空间的任意紧集上，常数 C 是有界的．

一些高阶版本的 CKN不等式由 Lin Changshou
在文献［2］中给出． CKN 不等式以及它的高阶版本
包含了众多经典的著名不等式，如 Hardy-Sobolev不
等式(见下面(5) 式)、Gagliardo-Nirenberg 不等式
等．它们在泛函分析、椭圆偏微分方程中扮演着重要
角色．因此自 CKN 不等式被提出以来，关于等号是
否可以取到、最佳常数为多少、达到函数又是什么样
子或者满足什么样的一些性质等问题一直是数学家

们关注的焦点．特别地，在最近十几年来，与这个不
等式相关的一些非线性椭圆偏微分方程的研究成为

本专业研究的热点
［2-11］． 值得一提的是变分法在这

些泛函不等式的研究方面是一个非常强大的工具．
比如在最近的综述性文献［12］中，邹文明对变分法
的发展历史和将来的发展趋势做了简单的介绍，并

综述了变分法在非线性偏微分方程应用方面的基本

思想和众多最新成果．
在(3) 式中考虑 a = 1，则可得到下面的

Hardy-Sobolev不等式(无插值):
‖ x γu‖Lr ≤ C‖ x α Du ‖Lp，u∈ C∞

0 (Ｒ
N)，(5)

其中 p≥ 1，1 / r + γ /N ＞ 0，

r ≤ p* : = Np /(N － p)，N ＞ p
＜ ∞， N≤{ p

且满足维数平衡条件
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1 / r + γ /N = 1 / p + (α － 1) /N．
特别地，考虑 α = 0，p = 2，可得一个特例:

C ＞ 0 使得

C ∫ＲN

u 2* ( s)

x d( )x 2 /(2* ( s))

≤ ∫ＲN
u 2dx

对所有的 u∈ D1，2
0 (Ｒ

N) 都成立，其中 s = γr∈［0，
2］．也称(5) 式为一般的 Hardy-Sobolev 不等式，这
是由于当 γ = α = 0 时，(5) 式即为经典的 Sobolev
不等式:

u r ≤ C u p，其中 r = p* ，N ＞ p， (6)

同时当 α = － t，γ = － t － 1 时，(5) 式变成了

∫ＲN

u p

x p(1+t) dx≤ C(N，p，t)∫ＲN

u p

x p dx (7)

(u∈C∞
0 (Ｒ

N \{0})) 成立，其中 p(1 + t) ＜ N．称

不等式(7) 为一般的带位势 Hardy不等式．
在 Hardy-Sobolev不等式(5) 中的极值函数为

下面 Euler方程的解:
－ div( x pα u p－2 u) = x rγur－1，u≥0，in ＲN． (8)

这类方程可以看做来自物理现象中更一般的退

化椭圆方程的原型
［13-14］．

在哪些参数指标范围内，方程(8) 只有唯一的
正解?这个也是大家所关心的一个研究热点问题．当
唯一性成立时可直接导出它是 Euler 方程(8) 的基
态解，并且它是一个径向对称递减的函数．因此常用
的基本方法为移动平面法，往证它的正解一定是径

向递减的，从而把问题转化成一个常微分方程来得

到解的唯一性．这种对正解的分类性结果是非常重
要的，它对先验估计、爆破分析、解的渐近行为刻画
等方面都是基础性的定理结论．退而求其次，如果仅
仅考虑基态解(或极值函数)，则它是否存在(最佳

常数可达)，如果可达，则达到函数是否具有对称性

等也是大家非常感兴趣的问题． 此时常用的一个理
论工具就是重排不等式，在某些适当的指标范围下

可通过重排不等式证明基态解是径向对称的，进而

可转化成一个常微分方程来研究． 另外当最佳常数
可达时，对应极值函数表达式的寻找也是大家非常

关心的，还有最佳常数的计算也是一个非常难的数

学问题．总体来看，在数学处理上 p = 2比 p≠2相对
容易，不带位势的情形比带位势相对容易． 因此在
p = 2 时已经涌现出了更多的成果．
比如T． Aubin［15］和G． Talenti［16］利用 Schwarz

对称和 Bliss不等式［17］，给出了 Sobolev 不等式(6)
的达到函数的具体表达式以及最佳常数的数值． 对
于 p = 2，利用移动平面法可以证明 － Δu = u2* in

ＲN，2* = 2N /(N － 2) 的正解的唯一性，从而完整得

到了正解的分类结论，这个结论在对往后几十年的

相关问题研究中起到了基础性作用． 而对于 p ≠ 2，
在运用移动平面法的数学处理上会碰到很大的困

难，直到 2014年，L． Damascelli等［18］解决了当 1 ＜
p ＜ 2 且 p* : = Np (N － p)≥ 2 时的情形，即

－ Δpu = up* in ＲN，p* = pN (N － p) ．

这个问题，它们也是基于移动平面法证明了正

解的唯一性以及径向对称性，不过在数学处理上显

然复杂了很多，而其他的情形至今仍然是完全公开

的问题，亟待更多的学者进一步研究． E． H． Lieb［10］

应用类似的对称技巧研究了(5) 式中参数 α = 0，
p = 2，－ 1 ＜ γ ＜ 0 的情形． 这个结果之后被 K． S．
Chou［7］ 推广到了 α － 1 ＜ γ≤ α≤0，p = 2的情形．
他们的基本方法仍旧是移动平面法，不过此时带位

势使得在数学处理上变得复杂了很多，而且他们的

方法对 α ＞ 0不适用．之后王志强等［19］对 p = 2的
情形做了更进一步的推广．特别地，文献［5］不同于
以往相关文献依赖于移动平面法，F． Catrina等［5］引
入 Emden-Fowler变换对 p = 2且 α ＞ 0的情形转换
到柱体 C = Ｒ × SN－1

上展开了深刻地研究讨论．当
p≠ 2 但是 Ω ＲN

为各种各样的几何体时，相关研

究可以参见文献［3］;更多这方面的研究进展可参
见文献［11，20-23］．
在文献［24］中，． Mitidieri 证明了在不等式

(7) 中的最佳常数为 C(N，p，t) = (p /(N － p －
pt)) p ．他的方法是在一些特殊选择的向量场中利用
散度定理，即 ． Mitidieri 引入一个向量场 h =
x x θ，其中 θ 是一个待定的常数． 考虑 u ∈

C∞
0 (Ｒ

N \{0})，对向量场h | u | p
运用散度定理，并结

合 Hlder不等式可得不等式(7) ．特别地，这个最佳
常数可以选取适当的 u 满足(1 | x | θ) (p－1) / pup－1

和

(1 | x | θ－p) 1 / p u 在平行的意义下逼近，这个方

法关键依赖于向量场的选取． 值得一提的是对于
Hardy型的不等式，最佳常数不可达．另涉及一些带
有余项的一类相关问题，也是学者们感兴趣的问题，

比如文献［20］等．
下面将利用 Emden-Fowler变换技巧，对某些指

标范围内的不等式(7) 给出一个相对简单的新证
明． 遗憾的是，此方法仅仅对 p ≥ 2 有效，貌似当
1 ＜ p ＜ 2 时此文的证明技巧并不适用． 准确来说，
对定理 1 给出了一个新的证明．
定理 1 令 2 ≤ p ＜ ∞，p(1 + t) ＜ N，则存在
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一个最佳常数 C(N，p，t) 使得

∫ＲN

u p

x p(1+t) dx≤ C(N，p，t)∫ＲN

u p

x pt dx，u∈

D1，p
t (Ｒ

N)，

其中 D1，p
t (Ｒ

N): = u:∫ＲN
u p x ptdx ＜{ }∞ ，

C(N，p，t) = (p /(N － p － pt)) p ．

1 最佳常数的计算

1． 1 径向情形

下面先给出 1 维的 Hardy不等式［25-26］．
引理 1 令 p≥ 1，β ＞ － 1，则

∫
∞

0
u prβdr≤ p

β +( )1
p

∫
∞

0
u' prβ+pdr，u∈D(Ｒ+)，(9)

其中(p (β + 1)) p 是最佳的．
证 由于 β ＞ － 1，有 u prβ+1 r = 0 = 0．注意到

u∈D(Ｒ+)，有 u prβ+1 r =∞ = 0．于是，利用分部积
分并结合 Hlder不等式可得

∫
∞

0
u prβdr = － ∫

∞

0

p
β + 1 u p－2uu'rβ+1dr≤

∫
∞

0

p
β + 1 u p－1 u' rβ+1dr≤

p
β + 1 ∫

∞

0
u prβd( )r (p－1) / p ∫

∞

0
u' prβ+pd( )r 1 / p

．

进而可得不等式(9) ．记 Cβ，p 为最佳常数，则 Cβ，p ≤
(p /(β + 1)) p ．另一方面，当 r≤ 1时，取 uε( r) = 0;
当 r≥ 1时，取 uε( r) = － pr －(β+1+ε) / p(β + 1 + ε)，
则 uε( r) ∈ D(Ｒ+) 并且

∫
∞

0
u'ε

p rβ+pdr = ∫
∞

1
r －1－εdr;

∫
∞

0
uε

p rβdr = p
β + 1 + ε

p

∫
∞

1
r －1－εdr．

为保证上面的积分有意义，只需 ε ＞ 0．于是得到

∫
∞

0
uε

p rβdr = p
β + 1 +( )ε

p

∫
∞

0
u'ε

p rβ+pdr．

从而可得 Cβ，p ≥ (p /(β + 1 + ε)) p ．最后根据 ε ＞ 0
的任意性，令 ε→0 +

可得Cβ，p≥ (p /(β + 1)) p ．因此
(p /(β + 1)) p是最佳常数．
当 1 ≤ p ＜ ∞，p(1 + t) ＜ N且 u为一个径向函

数时，不等式(7) 为引理 1 的一个直接推论．
定理 2 令 1 ≤ p ＜ ∞，p(1 + t) ＜ N，则存在

一个最佳常数 C* (N，p，t) 使得

∫ＲN

u p

x p(1+t)dx≤ C* (N，p，t)∫ＲN

u p

x pt dx，u∈

D1，p
t，r (Ｒ

N)，

其中D1，p
t，r (Ｒ

N)D1，p
t (Ｒ

N) 为D1，p
t (Ｒ

N) 的径向子空

间．特别地，最佳常数
C* (N，p，t) = (p /(N － p － pt)) p ．

证 当 u(x) = u( | x | ) ∈ D1，p
t，r (Ｒ

N) 时，利用

极坐标变换有

∫ＲN

u p

x p(1+t) dx

∫ＲN

u p

x pt dx
=
∫
∞

0
u prN－p－pt－1dr

∫
∞

0
u' prN－1－ptdr

．

由于 N － p － pt ＞ 0，根据稠密性定理只需考虑

u( | x | ) ∈C∞
c (Ｒ

N \{0}) ．令 β = N － p － pt － 1，则

β ＞ － 1．因此由引理 1 有

sup
u∈D1，pt，r (ＲN \{0})

∫ＲN

u p

x p(1+t) dx∫ＲN

u p

x pt dx =

(p /(β + 1)) p = (p /(N － p － pt)) p ．
注 1 由 D1，p

t，r (Ｒ
N) D1，p

t (Ｒ
N) 可得当 N － p －

pt ＞ 0 时，有
C(N，p，t)≥C* (N，p，t) = (p /(N － p － pt)) p ．

1． 2 一般 u的情形: p = 2
采用记号C = Ｒ × SN－1 ．对每个光滑函数 u满足

其支集落在ＲN \{0}，利用 Emden-Fowler变换，可假设
u(x) = x －(N－2－2t) /2v(y)，

y = ( r，θ): = ( － log | x |，x | x | ) ∈ C．

于是有

∫ＲN

u 2

x 2(1+t) dx = ∫ v dy，
θ j
xi

=
δij
x =

xixj

x 3 ．

注意到 0 = θv·x = ∑
N

j = 1

xj

x
v
θ j
，通过直接计

算可得

u
x

= － N － 2 － 2t
2 x －(N－2t) /2 xi

x v －

x －(N－2－2t) /2 1
x

xi

x vr +

x －(N－2－2t) /2∑
N

j = 1

v
θ j

δij
x －

xixj

x( )3
=

x －(N－2t) /2 v
θi

－ θi vr －
N － 2 － 2t

2 vθ( )i ．

进而可得

∫ＲN

u 2

x 2t dx = ∫ＲN
∑
N

i = 1
x －t u

x( )
i

2
dx =

∫ＲN
∑
N

i = 1
x －N( 

v
θi

－ θi vr －
N － 2 － 2t

2 vθi)
2
dx =

∫C∑
N

i =1
( 

v
θi

－ θi vr －
N － 2 － 2t

2 vθi)
2
dy = ∫C∑

N

i =1
( vθ( )

i

2
+
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θ2i v
2
r + N － 2 － 2t( )2

2
v2θ2i － 2θi

v
θi

vr －

2 N － 2 －2t( )2
vθi
v
θi

+ 2 N － 2 － 2t( )2
vvrθ

2
i )dy =

∫C{(∑
N

i = 1

v
θ( )

i

2

) + v2r + N － 2 － 2t( )2
2
v2 +

(N － 2 － 2t)vvr}dy≥ ∫C N － 2 － 2t( )2
2
v2dy．

其中上面用到了事实

∑
N

i =1
θ2i = 1，∫Cvvrdy = ∫Cdθ∫Cvvrdr = ∫Cdθ∫C

d
dr

v2
2 dr = 0．

于是u∈ C∞
c (Ｒ

N \{0}) \{0}，都有

∫ＲN

u 2

x 2(1+t)dx

∫ＲN

u 2

x 2t dx
≤
∫C v 2dy

∫C(
N － 2 － 2t

2 )
2v2dy

= 2
N － 2 － 2( )t

2
．

利用稠密性讨论，易见 C(N，2，t) ≤ (2 /(N － 2 －
2t)) 2 ． 结合引理 1，可得最佳常数 C(N，2，t) =
(2 /(N － 2 － 2t)) 2，这样就对 p = 2 的情形完成了
证明．
1． 3 p ＞ 2 的情形
记 Ω: = ＲN \{0}，对所有的 u ∈ C∞

c (Ω) 以及
ε ＞ 0，有 0 ≤ uε: = ( u 2 + ε2) p /4 － εp /2 ∈

C∞
c (Ω) 并且 uε 与 u有相同的支集．通过直接计算

u2
ε = (u2 + ε2) p /2 + εp － 2εp /2( | u | 2 + ε2) p /4，

uε = p( | u | 2 + ε2) (p－4) /4u u /2．

于是 uε
2 = p2u2( | u | 2 + ε2) (p－4) /2 u 2 /4，易

见当 0 ＜ ε ＜ 1 时有一致的控制函数 p2( | u | 2 +

1) p /2 u 2 /4．由于 u具有紧支集，运用 Lebesgue控
制收敛定理，可得

lim
ε→0∫ＲN

uε
2 x p+pt－2dx =

∫ＲN
p2 x －p－pt+2 u p－2 u 2 /4dx． (10)

另一方面 u2
ε 被函数(u

2 + 1) p /2 + 1 所控制，同样有

lim
ε→0∫ＲN

uε
2

x p(1+t) dx = ∫ＲN

u p

x p(1+t) dx． (11)

取 t
～

= (p + pt － 2) /2，则 N － p － pt ＞ 0 当且仅当

N － 2 － 2 t
～

＞ 0．于是采取1．2节中 p = 2时的讨论，有

∫ＲN

uε
2

x p(1+t) dx = ∫ＲN

uε
2

x 2(1+ t～ )
dx≤

2

N － 2 － 2 t( )～

2

∫ＲN

uε
2

x 2 t～
dx =

2( )N － p － pt
2

∫ＲN

uε
2

x p+pt－2dx． (12)

由(10 ～ (12) 式，令 ε→ 0 +
可得

∫ＲN

u p

x p(1+t) dx≤
2( )N － p － pt

2
·

∫ＲN

p2
4 x －p－pt+2 u p－2 u 2dx =

p( )N － p － pt
2

∫ＲN

u p－2 u 2

x p+pt－2 dx．

利用 Hlder's不等式，有

∫ＲN

u p

x p(1+t) dx≤
p( )N － p － pt

2

∫ＲN

u p－2 u 2

x p+pt－2 dx =

p( )N － p － pt
2

∫ＲN

u p－2

x (p－2)(1+t)
u 2

x 2t dx≤

p( )N － p － pt
2

∫ＲN

u p

x p(1+t)d( )x (p－2) / p ∫ＲN

u p

x pt d( )x 2 / p

．

进而得到

∫ＲN

u p

x p(1+t) dx ≤
p( )N － p － pt

p

∫ＲN

u p

x pt dx，

u∈ C∞
c (Ｒ

N \{0}) ．
最后利用稠密性讨论并结合引理 1，可得最佳

常数 C(N，p，t) = (p /(N － p － pt)) p ．
定理 1 的证明 结合 1． 2 ～ 1． 3这 2节可得最

佳常数的数值，并且最佳常数是不可达的．
注 2 事实上，对于 1 ＜ p ＜ 2 的情形，最佳常

数 C(N，p，t) = (p /(N － p － pt)) p 仍然成立［23］．不
过很遗憾，此证明方法貌似对 1 ＜ p ＜ 2 并不适用．

2 Pohozaev 恒等式及其运用

定理3 令ΩＲN，假设 u∈C2(Ω)∩C1(Ω)

为下面方程的解

－ div( x pα u －2 u) = C x rγ u －2u in Ω，

Ω Ω = 0{ ，
(13)

则下面 Pohozaev恒等式成立．
p － 1
p ∫Ω x pα u 〈x，n〉dσ + N － p + pα

p ∫
Ω

x pα·

u dx = C N + rγ
r ∫Ω x rγ u dx． (14)

证 记 Hu 为 u的 Hessian矩阵，则有

〈| x | pα | u | －2
u，(〈 u，x〉)〉=

| x | pα | u | －2
uHux +| x | pα | u | －2

uHx u =

| x | pα | u | －2
uHux +| x | pα | u | p

， (15)

〈 (| x | pα | u | p)，x〉= | x | pα〈 (| u | p)，x〉+
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| u | p
〈 ( | x | pα

)，x〉= p | x | pα | u | p－2
uHux +

pα x pα u p， (16)
div( x pα u px) =〈 ( x pα u p)，x〉+

N x pα u p; (17)
div( x pα u p－2 u〈 u，x〉) =
div( x pα u p－2 u)〈 u，x〉+
〈 x pα u p－2 u，(〈 u，x〉)〉， (18)

由(15) ～ (18) 式，可得
div( x pα u p－2 u)〈 u，x〉=

div( x pα u p－2 u〈 u，x〉) －
1
p div( x pα u px) + N － p + pα

p x pα u p，

进而利用散度定理可得

∫
Ω
div( x pα u p－2 u)〈 u，x〉dx =

(p － 1)∫
Ω

x pα u p〈x，n〉/ pdσ +

(N － p + pα)∫
Ω

x pα u p /pdx． (19)

另一方面有

div( x rγ u rx / r) = x rγ u r－2u〈 u，x〉+
(N + rγ) x rγ u r / r，

于是利用散度定理结合u Ω = 0 可得

∫
Ω

x rγ u r－2u〈 u，x〉dx =

∫
Ω
(div(

1
r x rγ u rx) － N + rγ

r x rγ u r)dx =

－ ∫
Ω

1
r x rγ u r〈x，n〉dσ － ∫

Ω

N + rγ
r x rγ u rdx =

－ ∫
Ω

N + rγ
r x rγ u rdx． (20)

因此当 u为方程(13) 的解时，结合(19) ～ (20) 式
可得恒等式(14) 式．
推论1 假设(N － p + pα) / p = (N + rγ) / r，则

当 Ω≠ ＲN
为一个星形区域时，问题(13) 非负解只

有平凡解．
证 采取反证法，假设 0≤ u 0为解，则恒等

式(14) 式成立．同时在方程(13) 同乘试验函数 u并
积分可得

∫
Ω

x pα u pdx = C∫
Ω

x rγ u rdx． (21)

所以当(N － p + pα) / p = (N + rγ) / r时，由(14) 式
和(21) 式可得

∫
Ω

x pα u p〈x，n〉dσ = 0．

由于Ω为星形区域，在边界 x∈Ω上有〈x，n〉＞

0，所以可得在边界 Ω上成立着 u = 0． 于是由散
度定理有

0 = ∫
Ω
－ div( x pα u p－2 u)dx =

C∫
Ω

x rγ u r－2udx，

与 u 0 矛盾．
推论 2 若(N － p + pα) / p ≠ (N + rγ) / r，则

方程

－ div( x pα u p－2 u) = C x rγ u r－2u in
ＲN，u∈ D1，p

α (Ｒ
N) (22)

只有零解．
证 假设 u∈ D1，p

α (Ｒ
N) 为方程(22) 的解，则

由 Pohozaev恒等式有
N － p + pα

p ∫ＲN
x pα u pdx =

C N + rγ
r ∫ＲN

x rγ u rdx． (23)

另一方面，在方程(22) 两边同乘 u并积分可得

∫ＲN
x pα u pdx = C∫ＲN

x rγ u rdx． (24)

所以当(N － p + pα) / p≠ (N + rγ) / r时，由(23) ～
(24) 式可得 u≡ 0．
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The Simple Proof of a Special Class of Caffarelli-Kohn-Nirenberg Inequality

LIU Min1，2，ZHONG Xuexiu3*

(1． School of Sciences，Liaoning Shihua University，Fushun Liaoning 113001，China;
2． School of Mathematical Sciences，Beijing Normal University，Beijing 100084，China;

3． Department of Mathematics，Sun Yat-sen University，Guangzhou Guangdong 510275，China)

Abstract:Some results about the well known Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality are reviewed． And a simple proof
of the following special CKN inequality

∫ＲN

u p

x p(1+t) dx≤
p( )N － p － pt

p

∫ＲN

u p

x pt dx，u∈ C∞
c (Ｒ

N \{0})

is given by using the Emden-Fowler transformation，where 2≤ p ＜ ∞，p(1 + t) ＜ N，and (p /(N － p － pt))p is the best
constant．

Key words:Caffarelli-Kohn-Nirenberg inequality;best constant;Emden-Fowler transformation
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