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摘要:利用变分法和椭圆方程理论研究如下的非线性薛定谔方程组:

－ Δu + u = h(u) + λ 2uv2

1 + u2 v2
，x∈ ＲN，

－ Δv + v = g(v) + λ 2u2 v
1 + u2 v2
，x∈ ＲN，

u→ 0，v→ 0， x →+ ∞










．

假设 h和 g满足一定的条件，λ0 ∈ (0，1)，λ∈ (0，λ0) ，得到径向正解的存在性．
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0 引言和结果

薛定谔方程是量子力学中最重要的方程，最近

十几年来，对于与物理学密切相关的非线性薛定谔

方程解的存在性和解的各种性质的研究，一直是全

世界数学和物理工作者关注的焦点和研究热点．
考虑下面非线性薛定谔方程组:

－ Δu + u = h(u) + λ 2uv2

1 + u2v2
，x∈ ＲN，

－ Δv + v = g(v) + λ 2u2v
1 + u2v2
，x∈ ＲN，

u→ 0，v→ 0， x →+ ∞













，

(1)

其中N≥3，λ≥0，函数 h和 g是Carathéodary函数．
该系统来源于非线性光学

［1］．
近年来，此类方程组由于在非线性力学和

Bose-Einstein凝聚等物理中有着非常重要的作用，
引起了广大数学和物理工作者的极大关注． 大量杰
出的研究成果不断涌现． 下面简单介绍一下已有的
重要结果，然后给出该文的研究问题．
方程组(1) 的解(u，v)∈H1(ＲN) × H1(ＲN) 被

称为稳态解;若(u，v) ≠ (0，0)，则称之为非平凡稳
态解;若 u ＞ 0，v ＞ 0，则称之为正稳态解;若(u，
v) ≠(0，0) 且其能量是极小能量，则称(u，v) 是方

程组(1) 的基态解; 若基态解(u，v) 满足 u ＞ 0，v ＞
0，则称该解为正基态解． 方程组(1) 的解对应于 C2

泛函 Φλ:H
1(ＲN) × H1(ＲN) → Ｒ，

Φλ(u，v): =
1
2 ∫ＲN
( u 2 + u 2)dx +

1
2 ∫ＲN
( v 2 + v 2)dx － ∫ＲN

(H(u) + G(v))dx －

λ∫ＲN
ln(1 + u2v2)dx

的临界点，其中 H(u): = ∫
u

0
h( s)ds，G(v): =

∫
v

0
g( s)ds． 令 2* = 2N /(N － 2)，作如下假设:

(A1)h，g∈C(Ｒ，Ｒ)，lim
s→0

h(s) / s = lim
s→0

g(s) / s = 0;

(A2)p∈ (1，2* － 1) 满足
lim sup

s→+∞
h(s) / sp ＜ + ∞，lim sup

s→+∞
g(s) / sp ＜ + ∞;

(A3) sup
s ＞ 0

2H( s) / s2 ＞ 1，sup
s ＞ 0

2G( s) / s2 ＞ 1．

称条件(A1) ～ (A3) 为 Berestycki-Lions条件［2］，文
献［2］得到方程

－ Δu + u = h(u)，u∈ H1(ＲN)

基态解的存在性．其它结果参见文献［3-7］． 下面简
单回顾几个重要的研究成果． 当 N ≤ 3，h(u) =
g(u) = u3，对于充分小的 λ ＞ 0，A． Ambrosetti等［3］

得到了系统
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－ Δu + u = h(u) + λv，x∈ ＲN

－ Δv + v = g(v) + λu，x∈ ＲN

u→ 0，v→ 0， x →+
{

∞
(2)

孤立子解的存在性． 在方程(2) 中若函数 h(u) =
(1 + a(x)) u p－1u，g(v) = (1 + b(x)) v p－1v，则
当N≥1时，已有解的存在性结果［8-9］．当λ∈［0，1)

时，文献［10］得到了系统(2) 径向解 u，v∈H1(ＲN)∩
W2，p

loc (Ｒ
N) 的存在性． 邹文明等［11］ 得到了系统(2)

径向正对称正基态解的存在性． 从上面问题回顾中
可知，方程组(2) 解的研究已经取得了丰富成果．本
文主要研究一些与方程组(1) 密切相关的重要问
题，其中主要应用文献［12］给出的变分方法．
在本文中 C表示常数(不同地方取值可以不一

样)，定义 Lp(Ω) 的范数为 u p = (∫
Ω

u pdx)
1 / p
，

H1(ＲN) 的内积为〈u，v〉: = ∫ＲN
( u v + uv)dx，范

数为‖u‖2: =〈u，u〉．记H: = H1(ＲN) × H1(ＲN)，

其上的范数为 ‖(u，v)‖2
H: = ‖u‖2 + ‖v‖2 ． 定

义 Hr: = H1
r (Ｒ

N) × H1
r (Ｒ

N)，其中

H1
r (Ｒ

N): = {u∈ H1(ＲN):u径向对称} ．
本文主要考虑函数 Φλ 限制在空间 Hr 上，主要

结果如下．
定理 1 假设 N≥ 3，函数 h和 g满足(A1) ～

(A3)，则λ0 ∈ (0，1)，λ∈ (0，λ0)，方程组(1)
存在径向正解(uλ，vλ) ∈ C2(ＲN) × C2(ＲN) ．

1 主要结果的证明

方程组(1) 的解对应于 C2
泛函 Φλ:Hr → Ｒ，

Φλ(u，v): =
1
2 ∫ＲN
( u 2 + u 2)dx +

1
2 ∫ＲN
( v 2 + v 2)dx － ∫ＲN

(H(u) + G(v))dx －

λ∫ＲN
ln(1 + u2v2)dx

的临界点．考虑方程组(1) 的正解，不失一般性，假
设s≤ 0，

h( s) ≡ g( s) ≡ 0． (3)
由 Palais对称临界点理论可知，Φλ 的任意临界

点是方程组(1) 的径向对称解．考虑方程
－ Δu + u = h(u)，u∈ H1(ＲN)， (4)
－ Δv + v = g(v)，v∈ H1(ＲN)， (5)

相应的能量泛函记为

I(u) = 1
2 ∫ＲN
( u 2 + u 2)dx － ∫ＲN

H(u)dx，

u∈ H1(ＲN)，

J(v) = 1
2 ∫ＲN
( v 2 + v 2)dx － ∫ＲN

G(v)dx，

v∈H1(ＲN) ．
若 h和 g满足(A1) ～ (A3)，H． Berestycki等［2］

证明了方程(4) ～ (5) 正基态解的存在性，且方程
的解 u，v满足 Pohozaev等式:

∫ＲN
u 2dx + 2* ∫ＲN

(u2 /2 － H(u))dx = 0，(6)

∫ＲN
v 2dx + 2* ∫ＲN

(v2 /2 － G(v))dx = 0． (7)

文献［10］证明了方程(4) ～ (5) 的基态解经
过平移后是径向的． 由(3) 式可知，方程(4) ～ (5)
的任意非平凡解都是正的．定义
X1: = {u∈ H1

r (Ｒ
N):u是方程(4) 的正基态解}，

X2: = {v∈ H1
r (Ｒ

N):v是方程(5) 的正基态解}，
X: = X1 × X2 ．
由文献［12］可知 X1和 X2在空间 H1

r (Ｒ
N) 中是

紧的．u0 ∈ X1 和 v0 ∈ X2，记方程(4) 和(5) 的极
小能量泛函为 Ｒ1: = I(u0)，Ｒ2: = J(v0) ．不失一般
性，假设 Ｒ1 ≤ Ｒ2 ．由文献［2］可知，Ｒ1 ＞ 0，Ｒ2 ＞ 0，
则存在常数 c1 ＞ c2 ＞ 0 满足

c2 ≤‖u‖，‖v‖≤ c1，(u，v) ∈ X． (8)
由文献［13］可得

Ｒ1 = inf
u∈H1(ＲN) \{0}，I(u) = 0

I(u)，

Ｒ2 = inf
v∈H1(ＲN) \{0}，J(v) = 0

J(v)， (9)

对于 t，s ＞ 0，定义 ut
0: = u0(x / t)，v

s
0: =

v0(x / s)，由(6) 和(7) 式可知

I(ut
0) = ∫ＲN
(
tN－2
2 u0

2 + tN
2 u20 － tNH(u0))dx =

(
tN－2

2 － (N － 2) tN
2N )∫ＲN

u0
2dx． (10)

J(vs0) = ∫ＲN
(
sN－2
2 v0

2 + sN
2 v20 － sNG(v0))dx =

(
sN－2

2 － (N － 2) sN
2N )∫ＲN

v0
2dx． (11)

由于

I(u1
0) = max

t ＞ 0
I(ut

0) = I(u0) = Ｒ1， (12)

J(v10) = max
s ＞ 0

J(vs0) = J(v0) = Ｒ2， (13)

易证0 ＜ t0 ＜ 1 ＜ t1 和 0 ＜ s0 ＜ 1 ＜ s1，满足

I(ut
0) ≤ Ｒ1 /2，t∈ (0，t0］∪［t1，∞ )，(14)

J(vs0) ≤ Ｒ1 /2，s∈ (0，s0］∪［s1，∞ )，(15)
定义

π1( t): = ut
0，t∈ (0，t1］，π1(0): = 0;

π2( s): = vs0，s∈ (0，s1］，π2(0): = 0;
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π( t，s): = (π1( t)，π2( s)) ．
定义 T: =［0，t1］×［0，s1］，存在常数 c ＞ 0，满

足 max
( t，s)∈T

‖π( t，s)‖≤ c．

定义 Mλ: = inf
π～∈Π

max
( t，s)∈T

Φλ( π
～
( t，s))，Nλ: =

max
( t，s)∈T

Φλ(π( t，s))，其中

Π: = { π
～
∈ C(T，Hr): max

( t，s)∈T
‖π

～
( t，s)‖ ≤

2c1 + c，π
～
( t，s) = π( t，s)，( t，s) ∈ T ( t0，t1) ×

( s0，s1)} ． (16)
引理1 lim

λ→0
Mλ = lim

λ→0
Nλ = M0 = N0 = Ｒ1 + Ｒ2 ．

证 由 λ≥ 0 可知，Φλ(π( t，s)) ≤ Φ0(π( t，
s))，因此

Nλ ≤N0 = max
(t，s)∈T

Φ0(π(t，s)) = max
t∈［0，t1］

I(π1(t)) +

max
s∈［0，s1］

J(π2(s)) = I(π1(1)) + J(π2(1)) = I(u0) +

J(v0) = Ｒ1 + Ｒ2 ． (17)
由于 π∈ Π，则 Mλ ≤ Nλ，即

limsup
λ→0

Mλ ≤ liminf
λ→0

Nλ ≤ limsup
λ→0

Nλ ≤ N0 ． (18)

定义

H～ (u): =

2* ∫ＲN
H(u)dx

∫ＲN
( u 2 + 2* u2 /2)dx

，u≠ 0

0， u = 0










，

G～ (v): =

2* ∫ＲN
G(v)dx

∫ＲN
( v 2 + 2* v2 /2)dx

，v≠ 0

0， v = 0










．

π
～
( t，s) = ( π

～
1( t，s)，π

～
2( t，s)) ∈ Π，定义

Γ( π
～
):［t0，t1］×［s1，s1］→ Ｒ2

为

Γ( π
～
)( t，s): = ( H

～
( π
～

1( t，s)) － G
～
( π
～

2( t，

s))，H
～
( π
～

1( t，s)) + G
～
( π
～

2( t，s)) － 2) ．
由 (A1) ～ (A2) 和 Sobolev 不等式 u p+1

p+1 ≤

C‖u‖p+1
易证 H

～
，G
～
是连续函数．类似于(10) 式和

(11) 式易证

Γ(π)( t，s) = (
2* t2∫ＲN

H(u0)dx

∫ＲN
( u0

2 + 2* t2u2
0 /2)dx

－

2* s2∫ＲNG(v0)dx
∫ＲN( v0

2 + 2* s2v20 /2)dx
，

2* t2∫ＲNH(u0)dx
∫ＲN( u0

2 + 2* t2u20 /2)dx
+

2* s2∫ＲN
G(v0)dx

∫ＲN
( v0

2 + 2* s2v20 /2)dx
－ 2) ．

由(6) ～ (7) 式可知Γ(π)(1，1) = (0，0)，则
deg(Γ(π)，［t0，t1］×［s0，s1］，(0，0)) = 1．(t，s) ∈

［t0，t1］×［s0，s1］，由(16) 式可知 Γ( π
～
)( t，s) =

Γ(π)( t，s) ≠ (0，0) ． 由此可知，deg(Γ( π
～
)，［t0，

t1］×［s0，s1］，(0，0)) 有定义，且有

deg(Γ( π
～
)，［t0，t1］ × ［s0，s1］，(0，0)) =

deg(Γ(π)，［t0，t1］×［s0，s1］，(0，0)) = 1，

则( t* ，s* ) ∈［t0，t1］×［s0，s1］满足 Γ( π
～
)( t* ，

s* ) = (0，0)，即 H
～
( π
～

1( t
* ，s* )) = G

～
( π
～

2( t
* ，

s* )) = 1．从而，π
～

1( t
* ，s* )，π

～
2( t

* ，s* ) 分别满足

(6)，(7)式，且有 π
～

1(t
* ，s* )≠0，π

～
2(t

* ，s* )≠0，则
由(9) 式可知

max
(t，s)∈T

Φ0(π
～
(t，s))≥Φ0(π

～
(t* ，s* ))≥ I(π

～
1(t

* ，

s* )) + J( π
～

2( t
* ，s* )) ≥ Ｒ1 + Ｒ2 = N0 ． (19)

所以 M0 ≥ N0 ．由(18) 式可知 M0 = N0 ．

假设 lim
λ→0

Mλ ＜ N0，则ε ＞ 0，λn→ 0和 π
～

n =

( π
～

n，1，π
～

n，2) ∈ Π满足

max
( t，s)∈T

Φλn( π
～

n( t，s)) ≤ N0 － 2ε．

由 Π定义可知，存在充分大的自然数 N，使得

max
( t，s)∈T

λn ∫ＲN
ln(1 + π

～ 2
n，1( t，s) π

～ 2
n，2( t，s))dx ≤

cλn ≤ ε，n≥ N，
则有

max
(t，s)∈T

Φ0(π
～

n(t，s)) ≤ max
(t，s)∈T

Φλn(π
～
(t，s)) + ε≤

N0 － ε，n≥ N，
与(19) 式矛盾．故 lim

λ→0
Mλ ≥ N0 ．证毕．

由 X: = X1 + X2 可定义

Xd: = {(u，v) ∈ Hr:dist((u，v)，X) ≤ d}，
Φρ

λ: = {(u，v) ∈ Hr:Φλ(u，v) ≤ ρ} ．
引理 2 对于充分小的 d ∈ (0，c2 /2)，存在常

数 δ ∈ (0，1) 和 λ0 ∈ (0，1)，(u，v) ∈ ΦNλ
λn ∩

(Xd \Xd/2) 和 λ∈ (0，λ0)，满足‖Φ'λ(u，v)‖≥ δ．

证 假设 λn → 0 和(un，vn) ∈ ΦNλn
λn ∩

(Xd \Xd/2) 满足‖Φ'λn(un，vn)‖→ 0，其中 ΦNλn
λn : =

{(u，v) ∈ Hr:Φλn(u，v) ≤ Nλn} ． 由引理 1 可知，
{(un，vn)} n≥1 在空间 Hr 中一致有界．p ∈ (2，
2* )，由于 Sobolev 嵌入 H1

r (Ｒ
N) Lp(ＲN) 是紧嵌
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入，选取子序列，假定

(un，vn)(u0，v0)，弱收敛于 Hr，

(un，vn)→(u0，v0)，强收敛于Lp(ＲN)，p∈(2，2* )，
则有 Φ'0(u0，v0) = 0，即 u0，v0 分别是方程(4)，(5)
的解．进一步，由(A1) ～ (A2) 可知

lim
n→∞∫ＲN

h(un)undx = ∫ＲN
h(u0)u0dx．

由 Φ'λn(un，vn)(un，0) → 0 可知

‖un‖
2 = ∫ＲN

h(un)undx + o(1) =

∫ＲN
h(u0)u0dx + o(1) = ‖u0‖

2 + o(1)，

因此，un → u0 强收敛于 H1
r (Ｒ

N)，类似地，vn → v0 强
收敛于 H1

r (Ｒ
N)，所以(u0，v0) ∈ Xd，且有 u0，v0 不恒

为 0，u0 ＞ 0，v0 ＞ 0．由引理 1 可知
Ｒ1 + Ｒ2 ≤ I(u0) + J(v0) = Φ0(u0，v0) =
lim
n→∞

Φλn(un，vn) ≤ lim
n→∞

Nλn = Ｒ1 + Ｒ2，

即 I(u0) = Ｒ1，J(v0) = Ｒ2，u0 ∈ X1，v0 ∈ X2 ． 所以
(u0，v0) ∈ X，与(un，vn) ∈ Xd/2 矛盾．证毕．
引理 3 存在常数λ* ∈ (0，λ0］和 θ ＞ 0，λ∈

(0，λ* )，若 Φλ(π( t，s)) ≥ Mλ － θ，则有 π( t，s) ∈
Xd/2，其中 d∈ (0，min{c /2，c2 /2}) ．
证 假设λn→0，θn→0和( tn，sn)∈T，满足

Φλn(π( tn，sn)) ≥ Mλn － θn，π( tn，sn) ∈ Xd/2 ． (20)
适当选取子序列，假定( tn，sn) → ( t0，s0) ∈ T，则由
引理 1 可知

Φ0(π( t0，s0)) ≥ lim
n→∞

Mλn = Ｒ1 + Ｒ2 ． (21)

由(19) ～ (21) 和(17) 式可知( t0，s0) = (1，1) ．所
以lim

n→∞
‖π( tn，sn) － π(1，1)‖ = 0．

然而，π(1，1) = (u0，v0) ∈ X，矛盾．证毕．
令

θ* : = min{θ /2，Ｒ1 /2，dδ
2 /8} ． (22)

由引理 1 知，λ
∧
∈ (0，λ*］满足

Mλ － Nλ ＜ θ* ， Mλ － (Ｒ1 + Ｒ2) ＜ θ* ，λ ∈

(0，λ
∧
) ． (23)

引理 4 λ∈ (0，λ
∧
)，{(un，vn)}n≥1 ΦNλ

λ ∩
Xd，满足 Φ'λ(un，vn) → 0，n→ ∞，在 Hr 中．

证 对于固定的 λ∈ (0，λ
∧
)，假设cλ∈ (0，

1)，满足‖Φ'λ(u，v)‖≥ cλ，在Φ
Nλ
λ ∩Xd中，则存在

定义在 ΦNλ
λ ∩ Xd 的某邻域 Uλ 上的伪梯度向量场

Vλ，(u，v) ∈ Uλ，满足

‖Vλ(u，v)‖≤ 2 min{1，‖Φ'λ(u，v)‖}，
〈Φ'λ(u，v)，Vλ(u，v)〉≥ min{1，‖Φ'λ(u，

v)‖}‖Φ'λ(u，v)‖．
令 φλ 是定义在 Hr 上的 Lipschitz 连续函数，满

足 φλ∈［0，1］，在Hr \Uλ上，φλ≡0;在ΦNλ
λ ∩ Xd上

φλ ≡ 1．令 ψλ 是定义在 Ｒ上的 Lipschitz连续函数，
满足ψλ ∈［0，1］，在 x － Mλ ≥ θ上，φλ(x) ≡ 0;在

x － Mλ ≤ θ /2 上，φλ(x) ≡ 1．令
fλ(u，v): =

－ φλ(u，v)ψλ(Фλ(u，v))Vλ(u，v)，(u，v) ∈ Uλ，

0， (u，v) ∈ Hr \Uλ
{

，

则对如下初值问题存在全局解Ψλ:Hr ×［0，∞)→Hr，

d
dyΨλ(u，v，y) = fλ(Ψλ(u，v，y))，

Ψλ(u，v，0) = (u，v)
{

．
易证 Ψλ 满足如下性质:

( i) 若 y = 0 或者 (u，v) ∈ Hr \Uλ 或者

Φλ(u，v) － Mλ ≥ θ，则有 Ψλ(u，v，y) = (u，v);

( ii)‖ d
dyΨλ(u，v，y)‖≤ 2;

( iii) d
dyФλ(Ψλ(u，v，y)) = 〈Φ'λ(Ψλ(u，v，y))，

fλ(Ψλ(u，v，y))〉≤ 0．
下证(t，s)∈ T，yt，s ∈［0，∞) 满足Φλ(π(t，

s)，yt，s) ∈ ΦMλ－θ*
λ ．

假设( t，s) ∈ T，y≥ 0，满足 Φλ(Φλ(π( t，
s)，y)) ＞ Mλ － θ* ． 由于 θ* ＜ θ，则由引理 3 可知
π( t，s)∈ Xd/2 ．由于Φλ(π( t，s))≤ Nλ ＜ Mλ + θ* ，
由性质( iii) 可知

Mλ － θ* ＜ Φλ(Ψλ(π( t，s)，yt，s)) ≤ Nλ ＜
Mλ +θ* ，y≥ 0．
由此可见，ψλ(Φλ(Ψλ(π( t，s)，y))) ≡ 1． 若

y ＞ 0，Ψλ(π(t，s)，y) ∈ Xd，则有 φλ(Ψλ(π(t，s)，
y))≡1，且y ＞ 0，‖Φ'λ(Ψλ(π(t，s)，y))‖≥ cλ，则

Φλ(Ψλ(π(t，s)，
θ
c2λ
))≤Mλ +

θ
2 － ∫

θ / c2λ

0
c2λdt≤Mλ －

θ
2，

矛盾．所以yt，s∈［0，∞ ) 满足Φλ(π( t，s)，yt，s)
Xd． 由于π( t，s)∈ Xd/2，则0 ＜ y1t，s ＜ y2t，s≤ yt，s，使

得 Φλ(π( t，s)，y
1
t，s) ∈ Xd/2，Φλ(π( t，s)，y

2
t，s) ∈

Xd，y∈ (y1t，s，y
2
t，s)，Φλ(π( t，s)，y) ∈ Xd \Xd/2 ．由

引理 2 可知，y ∈ (y1t，s，y
2
t，s)，‖Φ'λ(Ψλ(π( t，s)，

y))‖≥ δ，则由性质( ii) 可知
ε /2≤‖Φλ(π(t，s)，y

1
t，s) －Φλ(π(t，s)，y

2
t，s)‖≤

2 y1t，s － y2t，s ，

即有 y2t，s － y1t，s ≥ ε /4．由此可见
Φλ(Ψλ(π(t，s)，y

2
t，s))≤Φλ(Ψλ(π(t，s)，y

1
t，s)) +
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∫
y2t，s

y1t，s

d
dyΦλ(Ψλ(u，v，y))dy≤Mλ + θ

* － δ2(y2t，s － y
1
t，s)≤

Mλ + θ* － εδ2 /4 ≤ Mλ － θ* ，
矛盾．则由上述分析可定义 Q( t，s): = inf{y ≥ 0:

Φλ(Ψλ(π( t，s)，y)) ≤ Mλ － θ* } ． 令 π
～
( t，s): =

Ψλ(π( t，s)，Q( t，s))，则( t，s) ∈ T，有 Φλ( π
～
( t，

s)) ≤ Mλ － θ* ．

下证 π
～
( t，s) ∈ Π．

( t，s) ∈ T \( t0，t1) × ( s0，s1)，由 Ｒ1 ≤ Ｒ2，

(12) ～ (15)，(22) ～ (23) 式可知
Φλ(π( t，s)) ≤ Φ0(π( t，s)) = I(π1( t)) +

J(π2( s)) ≤Ｒ1 /4 + Ｒ2≤Ｒ1 + Ｒ2 － 3θ
* ＜ Mλ － θ

* ，

则有 Q( t，s) = 0，所以 π
～
( t，s) = π( t，s) ．

由(11) 式可知，只需证 ( t，s) ∈ T，‖π
～
( t，

s)‖≤ 2c1 + c，且有 Q( t，s) 关于( t，s) 是连续的．
( t，s)∈ T，若Φλ(π( t，s))≤Mλ － θ* ，则有Q( t，

s) = 0，故 π
～
( t，s) = π( t，s)，进一步，由(19) 式可

知‖π
～
( t，s)‖≤ c ＜ 2c1 + c．
若Φλ(π( t，s)) ＞ Mλ － θ

* ，则π( t，s)∈Xd/2和

Mλ － θ* ＜ Φλ(Ψλ(π( t，s)，y)) ≤
Nλ ＜ Mλ + θ* ，y∈［0，Q( t，s))，

则y∈［0，Q(t，s))，有 ψλ(Φλ(Ψλ(π(t，s)，y))) ≡
1．若Ψλ(π(t，s)，Q(t，s))Xd，则存在上述0 ＜ y1t，s ＜
y2t，s ＜ Q( t，s) ． 由上述证明可知 Φλ(Ψλ(π( t，s)，

y2t，s))≤Mλ － θ
* ，与Q( t，s) 的定义矛盾．所以 π

～
( t，

s) = Ψλ(π( t，s)，Q( t，s))∈ Xd．故(u，v)∈ X满

足‖π
～
( t，s) － (u，v)‖≤ ε≤ c /2．由(8) 式可知

‖π
～
( t，s)‖≤‖(u，v)‖ + c /2 ＜ 2c1 + c．

下证 Q( t，s) 关于( t，s) 是连续的． 选取 ( t0，

s0) ∈ T，Q( t0，s0) = 0，假定 Φλ( π
～
( t，s)) ＜ Mλ －

θ* ，则有 Φλ(π( t，s)) ＜ Mλ － θ* ．由 π的连续性可
知，a ＞ 0，(t，s) ∈ (t0 － a，t0 + a) × (s0 － a，s0 +

a) ∩ T，则有Φλ( π
～
( t，s)) ＜ Mλ － θ

* ，即Q( t，s) =

0 和 Q在( t0，s0) 是连续的． 假设 Φλ( π
～
( t0，s0)) =

Mλ － θ* ，则由以上证明可知 π
～
( t0，s0) = Ψλ(π( t0，

s0)，Q( t0，s0)) ∈ Xd，所以

‖Φ'λ(Ψλ(π( t0，s0)，Q( t0，s0)))‖≥ cλ ＞ 0，
则b ＞ 0，有Φλ(Ψλ(π( t0，s0)，Q( t0，s0) + b)) ＜
Mλ － θ* ．由Ψλ的连续性可知，a ＞ 0，( t，s) ∈
( t0 － a，t0 + a) × ( s0 － a，s0 + a) ∩ T，则有

Φλ(Ψλ(π( t，s)，Q( t0，s0) + a)) ＜ Mλ － θ* ，所以

Q( t，s) ≤ Q( t0，s0) + b．因此，
0 ≤ limsup
( t，s)→( t0，s0)

Q( t，s) ≤ Q( t0，s0) ．

若 Q( t0，s0) = 0，则有
limsup
( t，s)→( t0，s0)

Q( t，s) = Q( t0，s0) ．

若 Q( t0，s0) ＞ 0，则b∈ (0，Q( t0，s0))，同理
可得Φλ(Ψλ(π( t0，s0)，Q( t0，s0) － b)) ＞ Mλ － θ* ，
由 Ψλ 的连续性可知

liminf
( t，s)→( t0，s0)

Q( t，s) ≥ Q( t0，s0) ．

故 Q在( t0，s0) 是连续的．

由上证明过程可知，π
～
( t，s) ∈ Π，且有

max
( t，s)∈T

Φλ( π
～
( t，s)) ≤ Mλ － θ* ，则与 Mλ 的定义矛

盾．证毕．

定理 1的证明 λ∈ (0，λ
∧
)，由引理 4和(8)

式可知，{(un，vn)} n≥1  ΦNλ
λ ∩ Xd，满足

Φ'λ(un，vn) → 0，n→ ∞，在 Hr 中，

且有{(un，vn)} n≥1 在 Hr 中一致有界．适当选取子序
列可得

(un，vn)(u0，v0)，弱收敛于 Hr 中，(un，vn) →
(u0，v0)，强收敛于 Lp(ＲN) 中，p∈ (2，2* )，

则有Φ'λ(u0，v0) 和(u0，v0) 是方程组(1) 的一个解．
另一方面，由条件(A1) ～ (A2) 可得

lim
n→∞∫ＲN
(h(un)un + g(vn)vn)dx =

∫ＲN
(h(u0)u0 + g(v0)v0)dx．

由 Φ'λ(un，vn)(un，vn) = o(1) 可得

∫ＲN
( un

2 + un
2 + vn

2 + vn
2 －2λln(1 +

u2
nv

2
n))dx = ∫ＲN

(h(un)un + g(vn)vn)dx + o(1) =

∫ＲN
(h(u0)u0 + g(v0)v0)dx + o(1) = ∫ＲN

( u0
2 +

u0
2 + v0

2 + v0
2 － 2λln(1 + u2

0v
2
0))dx，

则(un，vn) → (u0，v0)，强收敛于 Hr 中，故

(u0，v0) ∈ Xd．
下证 u0，v0 ＞ 0． 事实上，由方程组(1) 可知

u0 0，v00．假设{x∈ＲN:u0(x) ＜ 0}≠．由标
准正则性理论知，p ＜ + ∞，u0，v0 ∈ W2，p

loc (Ｒ
N)，则

－ Δu0 + u0 = h(u0) + λ
2u0v

2
0

1 + u2
0v

2
0
，a． e． x∈ＲN，

且有 u0，v0 ∈ C1，α
loc (Ｒ

N)，α∈ (0，1)．故 Δu0 ∈ C(ＲN)．
令 u0(x0) = inf

x∈ＲN
u0(x) ＜ 0．下证Δu0(x0)≥0．

事实上，若 Δu0(x0) ＜ 0，则r ＞ 0 满足
u0(x) ＜ 0，Δu0(x) ＜ 0，x∈ B(x0，r)，

由最大值原则
［14］
可知 inf

B(x0，r)
u0(x) ≥ inf

B(x0，r)
u0(x) ．由
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u0(x0) = inf
x∈ＲN

u0(x) 和强最大值原则
［14］
可得，u0 在

B(x0，r) 中恒为常数，所以 Δu0(x0) = 0，矛盾．由此
可知 Δu0(x0) ≥ 0．若 h(u0(x0)) = 0，则

－ Δu0(x0) + u0(x0) = λ
2u0(x0)v

2
0(x0)

1 + u2
0(x0)v

2
0(x0)

≤

u0(x0) ＜ λu0(x0)，
即 v0(x0) ＜ u0(x0) = inf

x∈ＲN
u0(x) 或者 v0(x0) ＞

u0(x0) = inf
x∈ＲN

u0(x)，则得到 inf
x∈ＲN

v0(x) ＜ inf
x∈ＲN

u0(x)

或 inf
x∈ＲN

v0(x) ＞ inf
x∈ＲN

u0(x); 同理可得 inf
x∈ＲN

v0(x) ＞

inf
x∈ＲN

u0(x)，或者 inf
x∈ＲN

v0(x) ＜ inf
x∈ＲN

u0(x)，矛盾． 所以

{x∈ＲN:u0(x) ＜ 0} = ，u0≥0．同理，v0 ≥ 0．由强
最大值原则可得 u0，v0 ＞ 0．
因此，(u0，v0) 是方程组(1) 的一个径向对称正

解．由标准正则估计可得 u0，v0 ∈ C2(ＲN) ．进一步，
Φλ(u0，v0) ≤ Nλ ．

令 λn∈ (0，λ
∧
) 满足 λn→0．重复上述分析可得

(uλn，vλn) → (u* ，v* ) 强收敛于 Hr 中，其中 u* ∈
X1，v

* ∈X2，即 u* ，v* 分别为方程(4) 和(5) 径向基
态正解．证毕．
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The Existence of Positive Ｒadial Solutions for
a Class of Coupled Schrdinger System

ZHANG Jing
(Zeng Yuanrong Functional Analysis Ｒesearch Center，Harbin Normal University，Harbin Heilongjiang 150025，China)

Abstract:The following nonlinear Schrdinger system

－ Δu + u = h(u) + λ 2uv2

1 + u2v2
，x∈ ＲN

－ Δv + v = g(v) + λ 2u2v
1 + u2v2
，x∈ ＲN

u→ 0，v→ 0， x →+










∞

is studied． Under some assumptions on h and g，there is λ0∈(0，1)，such that，for any λ∈(0，λ0)，the existence of
positive radial solutions is obtained．
Key words:variational methods;coupled Schrdinger system;positive radial solutions (责任编辑:王金莲)
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