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摘要:借助半群序和理论，从一族给定的模糊蕴涵出发，定义了一种新的序和，给出了这种序和成为模糊

蕴涵的充要条件，研究表明这种新的序和推广并统一了当前 2 种模糊蕴涵序和的构造方法，最后讨论了

这种新序和的若干性质．
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0 引言

鉴于智能系统可以用类似于人类思考的方式得

出合情结论，模糊系统在智能系统中扮演着重要角

色，因此模糊蕴涵在诸多领域中有着广泛应用，如近

似推理、模糊关系方程、模糊形态学、图像处理．事实
上，模糊条件语句“若 p ，则 q”的处理是模糊推理中
的重要问题之一，这里 p和 q都是模糊命题．刻画模
糊条件语句最常用的方法就是利用模糊蕴涵进行描

述． M． Baczynski 等［1］已经总结了模糊蕴涵的重要
性．文献［2-4］提出了许多关于模糊蕴涵有意义的
性质．
由于实际应用的多样性，构造不同的模糊蕴涵

是非常有必要的．而由一族给定的模糊蕴涵出发，借
助半群序和理论构造新的模糊蕴涵是当前构造模糊

蕴涵的主要方法之一． 文献［5］给出了连续三角模
所诱导剩余蕴涵的序和结构．苏勇等［3］借助 IGD作为
分支的补，在单位区间互不相交的闭集族上定义了

一种模糊蕴涵序和，并给出了该序和是模糊蕴涵的

充要条件． M． Baczynski 等［6-7］对分支的补和单位区
间互不相交的子集族进行推广，提出了各种不同的

模糊蕴涵序和．特别地，P． Drygas 等［8］分别借助 IGD
和 IＲS作为分支的补，在单位区间互不相交的开(闭、

半开)子集族上定义了 2 种模糊蕴涵序和，并建立

了该序和是模糊蕴涵的充要条件． 本文将继续借助
半群序和理论，从一族给定的模糊蕴涵出发，定义一

种新的序和，刻画这种序和成为模糊蕴涵的充要条

件，推广并统一文献［8］中提出的 2 种模糊蕴涵序
和的构造方法，最后讨论这种新模糊蕴涵序和的若

干性质．

1 预备知识

首先回顾模糊蕴涵的定义
［1-2，9-15］． 本文引入的

模糊蕴涵的定义等价于文献［9］中的定义 1． 15．
定义 1 称 2 元函数 I:［0，1］2→［0，1］为模糊

蕴涵，若满足如下条件:

( I1) I在第 1 变元上单调递减;
( I2) I在第 2 变元上单调递增;
( I3) I(0，0) = 1;
( I4) I(1，1) = 1;
( I5) I(1，0) = 0．
由模糊蕴涵的定义知，x ∈［0，1］，每个模糊

蕴涵都满足 I(0，x) = I(x，1) = 1，因此每个模糊蕴
涵满足正规条件 I(0，1) = 1．
定义 2 设 I是一个模糊蕴涵，
( i) 若y∈［0，1］有 I(1，y) = y，则称 I满足

左单位性质，简记为(NP);
( ii) 若x∈［0，1］有 I(x，x) = 1，则称 I满足
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同一性，简记为( IP);
( iii) 若x，y∈［0，1］有 I(x，y) = 1x≤ y，

则称 I满足序原则，简记为(OP);
( iv) 若x，y∈［0，1］有 x≤ yI(x，y) = 1，

则称 I满足左序原则，简记为(LOP);
(v) 若x，y∈［0，1］有 I(x，y) = 1x≤ y，

则称 I满足右序原则，简记为(ＲOP);
(vi) 若x，y∈［0，1］有 I(x，y)≥ y，则称 I满

足后件边界条件，简记为(CB);
(vii) 若x，y∈［0，1］有 x≠0I(x，0) = 0，

则称 I满足强边界条件，简记为(SCB);
(viii) 若x，y∈［0，1］有 I(x，y) = 0x =

1 ∧y = 0，则称 I满足关于 0 的强顶点条件，简记为
(SCC0);
( ix) 若x，y∈［0，1］有 I(x，y) = 1x = 0∨

y = 1，则称 I 满足关于 1 的强顶点条件，简记为
(SCC1) ．
例 1［10］ 常见的模糊蕴涵有:

I'0(x，y) =
1，x = 0 或者 y = 1，
0，其它{
，

I'1(x，y) =
1，x = 0 或者 y = 1，
0，其它{
，

ILK(x，y) = min(1 － x + y，1)，

IGD(x，y) =
1，x≤ y，
y，其它{
，

IDN(x，y) = max(1 － x，y)，

IGG(x，y) =
1， x≤ y，
y /x，其它{

，

IＲS(x，y) =
1，x≤ y，
0，其它{
，

IYG(x，y) =
1，x≤ y，

yx，其它
{
，

IWG(x，y) =
1， x≤ y，
max(1 － x，y)，其它{

，

IWB(x，y) =
1，x≤ 1，
y，其它{
，

IDP(x，y) =
y， x = 1，
1 － x，y = 0，
1， 其它

{
．

注 1 I'0和 I'1分别是最小和最大模糊蕴涵，ILK、
IGD、IGG 和 IWG 可以分别看成由三角模 TLK、TM、TP 和

Tnm
所诱导的剩余蕴涵

［10］． 除 I'0和 IＲS 之外，所有模

糊蕴涵都满足(CB) ．这些模糊蕴涵可作为模糊蕴涵
序和的加数，生成若干新的模糊蕴涵．
例 2 令 α∈［0，1］，定义 2元函数 Iα:［0，1］2 →

［0，1］为

Iα(x，y) = 1，x≤ y，
αy，其它{ ．

容易验证:Iα 是模糊蕴涵． 当 α ∈［0，1) 时，不
满足性质(CB) ．当 α = 0 时，I0 = IＲS;当 α = 1 时，

I1 = IGD．

2 主要结论

从一族给定的模糊蕴涵出发，定义并研究一种

新的模糊蕴涵序和．为此需要引入记号 | ak，bk |，它
表示区间(ak，bk)、(ak，bk］、［ak，bk) 和［ak，bk］中

的任一情形．

定义 3 令 I0 是［0，1］上任一模糊蕴涵，
( Ik) k∈A 是一族模糊蕴涵，{ ak，bk } 是［0，1］的一

个子区间族并使得(ak，bk) 互不相交，这里 ak ＜ bk，

k∈ A，A是有限或可数指标集．定义 2 元函数 I:［0，
1］2 →［0，1］为

I(x，y) =

1，x≤ y，

ak + (bk － ak) Ik
x － ak

bk － ak
，
y － ak

bk － a( )
k

，

(x，y) ∈ ak，bk
2，x ＞ y，

min( I0(x，y)，y)，其它













．

(1)

称 | ak，bk | 为 I的生成区间，对应生成区间 | ak，bk |
的模糊蕴涵 Ik 被称为 I的一个加数．

引理 1 由方程(1) 所定义的 2 元算子 I 满足
( I2) ～ ( I5) ．

证 先证( I2) ．设 x，y1，y2∈［0，1］且 y1 ＜ y2 ．

若 x≤ y2，根据方程(1) 可知 I(x，y2) = 1，因此总有
I(x，y1) ≤ I(x，y2) ．若 x ＞ y2，则需要考虑如下 2种
情形:

(A) 若 x∪
k∈A

ak，bk ，则根据方程(1) 和 I0是

模糊蕴涵可知

I(x，y1) = I0(x，y1) ∧ y1 ≤ I0(x，y2) ∧ y1 ≤
I0(x，y2) ∧ y2 = I(x，y2);

(B) 若k0使得 x∈| ak0，bk0|，则需要考虑3种
情况:
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( i) 当 y2| ak0，bk0| 时，根据前面的假设 x ＞ y2

可知 y2≤ ak0，进一步可知 y1 ＜ ak0，即 y1 | ak0，bk0 |，
根据方程(1) 和 I0 是模糊蕴涵可知

I(x，y1) = I0(x，y1) ∧ y1 ≤ I0(x，y2) ∧ y1 ≤
I0(x，y2) ∧ y2 = I(x，y2);

( ii) 当 y1，y2 ∈| ak0，bk0| 时，根据方程(1) 和 Ik0
是模糊蕴涵可知

I(x，y1) = ak0 + (bk0 － ak0) Ik0(
x － ak0

bk0 － ak0

，

y1 － ak0

bk0 － ak0
) ≤ ak0 + (bk0 － ak0) Ik0(

x － ak0

bk0 － ak0

，

y2 － ak0

bk0 － ak0
) = I(x，y2);

( iii) 当 y1 | ak0，bk0|，y2 ∈| ak0，bk0| 时，根据方
程(1)，Ik0 是模糊蕴涵和 y1 ≤ ak0 可知

I(x，y2) = ak0 + (bk0 － ak0) Ik0(
x － ak0

bk0 － ak0

，

y2 － ak0

bk0 － ak0
) ≥ ak0 ≥ y1 ≥ y1 ∧ I0(x，y1) = I(x，y1)，

这样就证明了( I2) ．
根据定义显然有 I(0，0) = 1和 I(1，1) = 1，即

( I3) 和( I4) 成立． 下证( I5) ． 若 k0 使得 0，1 ∈

| ak0，bk0 |，即 ak0 = 0，bk0 = 1，由 Ik0 是模糊蕴涵知

I(1，0) = Ik0(1，0) = 0;若 0，1 不在同一生成区间

内，即 k，0 | ak0，bk0 |，或者 1 | ak0，bk0 |，则
I(1，0) = I0(1，0) ∧ 0 = 0，即( I5) 成立．

例 3［8］ 若方程(1) 中仅有生成区间［0，0． 5］
且其对应的加数为 IＲS，I0 = IGD，即

I(x，y) =
1， x≤ y，

0． 5IＲS(2x，2y)，(x，y) ∈［0，0． 5］
2，x ＞ y

y，
{

其它

=

1，x≤ y，

0，(x，y) ∈［0，0． 5］2，x ＞ y，
y，其它

{
．
下面说明 I不满足(I1)．事实上，取 x1 = 0．3，x2 =

0． 7，y = 0． 2，显然有 x1 ＜ x2，但 I(x1，y) = I(0． 3，
0． 2) = 0 ＜ 0． 2 = I(0． 7，0． 2) = I(x2，y) ．
接下来，给出方程(1) 定义的 2元函数 I是模糊

蕴涵的充要条件．

定理1 方程(1) 定义的2元算子 I是模糊蕴涵

当且仅当x，y，z∈［0，1］，x，y∈| ak，bk |，z≥ bk，

z| ak，bk |，有 Ik(φk(x)，φk(y))≥φk(( I0( z，y)∧

y))，这里 φk(x) = (x － ak) /(bk － ak) ．
证 根据引理 1，为证 I是模糊蕴涵，只需证明

( I1) 成立即可． 设 x1，x2，y ∈［0，1］且 x1 ＜ x2，若
x1 ≤y，根据方程(1) 可知 I(x1，y) = 1，因此总有
I(x1，y)≥ I(x2，y) ．若 x1 ＞ y ，则需要考虑如下2种
情形:

(A) 若 y∪
k∈A

| ak，bk|，则根据方程(1) 和 Ik0 是

模糊蕴涵可知

I(x1，y) = I0(x1，y)∧ y≥ I0(x2，y)∧ y = I(x2，y) ．

(B) 若k0使得 y∈| ak0，bk0|，则需要考虑3种
情况:

( i) 当 x1 | ak0，bk0 | 时，根据前面的假设 x1 ＞

y可知 x1 ≥ bk0，进一步地，x2 ＞ bk0，即 x2 | ak0，bk0 |，
再根据方程(1) 和 Ik0 是模糊蕴涵可知
I(x1，y) = I0(x1，y)∧ y≥ I0(x2，y)∧ y = I(x2，y);

( ii) 当 x1，x2∈| ak0，bk0 | 时，根据方程(1) 和 Ik0
是模糊蕴涵可知

I(x1，y) = ak0 + (bk0 － ak0)Ik0(
x1 － ak0

bk0 － ak0

，
y － ak0

bk0 － ak0
) ≥

ak0 + (bk0 － ak0) Ik0(
x2 － ak0

bk0 － ak0

，
y － ak0

bk0 － ak0
) = I(x2，y);

( iii) 当 x1∈| ak0，bk0 |，x2| ak0，bk0 | 时，根据
假设可知

I(x1，y) = ak + (bk － ak) Ik(
x1 － ak

bk － ak
，
y － ak

bk － ak
) =

ak + (bk － ak) Ik(φk(x1)，φk(y)) = ak + (bk －
ak)φk(y ∧ I0(x2，y)) ≥ ak + (bk － ak)(y∧ I0(x2，
y) － ak) /(bk － ak) = y∧ I0(x2，y) = I(x2，y) ．
这样就证明了( I1) ．
反之，若 I满足( I1)，则x，y，z∈［0，1］，当 x，

y∈| ak，bk |，z≥ bk，z| ak，bk | 时，有

ak + (bk － ak) Ik(
x － ak

bk － ak
，
y － ak

bk － ak
) = I(x，y) ≥

I( z，y) = I0( z，y) ∧ y．
令 φk(x) = (x － ak) /(bk － ak)，即可得 Ik(φk(x)，
φk(y)) ≥ φk( I0( z，y) ∧ y) ．
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注 2 显然，若 k∈ A，1 | ak，bk |，且 Ik 满足

(CB)，则可推出满足定理 1 的条件，即 x，y，z ∈

［0，1］，当 x，y∈| ak，bk |，z≥ bk，z| ak，bk | 时，有
Ik(φk(x)，φk(y)) ≥ φk(I0(z，y) ∧ y)，这里 φk(x) =
(x － ak) /(bk － ak) ． 这是因为 Ik(φ(x)，φ(y)) ≥
φ(y) ≥ φ( I0( z，y) ∧ y)，但逆命题不真，即当

k∈A，1| ak，bk |，Ik不满足(CB) 时，方程(1) 的2
元函数仍然是模糊蕴涵．进一步，可得如下推论．

推论1 当 k∈ A，1| ak，bk |，且 Ik满足(CB)

时，方程(1) 定义的 2 元算子 I是模糊蕴涵．

特别地，在方程(1) 中，令 I0 = Iα，这里 Iα为例2

所定义，则可获得如下命题．

命题 1 令( Ik) k∈A 是一族模糊蕴涵，当 1 

| ak，bk | 时，Ik 满足(CB)，{ | ak，bk | } 是［0，1］的一
个子区间族并使得(ak，bk) 互不相交，这里 ak ＜ bk，

k∈A，A是有限或可数指标集，则 2 元函数

I(x，y) =

1，x≤ y

ak + (bk － ak) Ik(
x － ak

bk － ak
，
y － ak

bk － ak
)，

(x，y) ∈| ak，bk | 2，x ＞ y

αy，












其它

是模糊蕴涵．

注 3 在方程(1) 中令 I0 = IGD，若 k∈ A，1

| ak，bk |，且 Ik 满足(CB)，则与定理 1 的条件等价．

这样可获得下面命题，即文献［8］中的定理 3．

命题 2［8］ 令( Ik) k∈A 是一族模糊蕴涵，{ | ak，

bk | } 是［0，1］的一个子区间族，并使得(ak，bk) 互不

相交，这里 ak ＜ bk，k∈ A，A是有限或可数指标集，

则 2 元函数

I(x，y) =

1，x≤ y

ak + (bk － ak) Ik(
x － ak

bk － ak
，
y － ak

bk － ak
)，

(x，y) ∈ ak，bk
2，x ＞ y

y，












其它

是模糊蕴涵的充要条件是:当 1 | ak，bk | 时，Ik 满
足(CB) ．
从一定意义上讲，命题 2可看成命题 1中 α = 1

的情形．

注 4 在方程(1) 中令 I0 = IＲS，则定理 1 的条
件自然成立． 这样可获得下面命题，即文献［8］中
的定理 5．

命题 3［8］ 令( Ik) k∈A 是一族模糊蕴涵，{ | ak，

bk | } 是［0，1］的一个子区间族，并使得(ak，bk) 互不

相交，这里 ak ＜ bk，k∈ A，A是有限或可数指标集，

则 2 元函数

I(x，y) =

1，x≤ y

ak + (bk － ak) Ik(
x － ak

bk － ak
，
y － ak

bk － ak
)，

(x，y) ∈ ak，bk
2，x ＞ y

0，












其它

是模糊蕴涵．

从一定意义上讲，命题 3可看成命题 1中 α = 0
的情形．下面的例子说明注 4 的逆命题不成立．

例 4 在方程(1) 中，令 I0 = IＲS，［0，0． 5］和
［0． 5，1］是 2 个生成区间，它们对应的模糊蕴涵分
别是 IＲS 和 ILK，即

I(x，y) =

1，x≤ y，
0． 5 + min(0． 5 － x + y，0． 5)，

(x，y) ∈［0． 5，1］2，x ＞ y，
0，其它










．

(2)

根据命题 3知，方程(2) 所定义 2元运算 I是模糊蕴
涵，但生成区间［0，0． 5］对应的加数 IＲS 显然不满
足(CB) ．
最后讨论定理 1 中模糊蕴涵的性质．

定理 2 令 I0 是任意模糊蕴涵，( Ik) k∈A 是一族

模糊蕴涵，{ | ak，bk| } 是［0，1］的一个子区间族并使
得(ak，bk) 互不相交，x，y，z ∈［0，1］，当 x，y ∈

| ak，bk|，z≥ bk，z| ak，bk| 时，有 Ik(φk(x)，φk(y))≥

φk( I0( z，y)∧ y)，I由方程(1) 所定义，这里 ak ＜ bk，

k ∈ A，A 是有限或可数指标集，φk(x) = (x －

ak) /(bk － ak)，则

( i) I满足( IP);
( ii) I满足(LOP);

( iii) 若k∈ A满足 bk ＜ 1，则 I满足(ＲOP);

若k0 ∈ A使得 bk0 = 1，则 I满足(ＲOP) 当且仅当

y ＜ x有 Ik0(x，y) ＜ 1;

( iv) 若1∪
k∈A

| ak，bk|，则 I满足(NP) 当且仅当
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I0 满足(CB);若 1 ∈∪
k∈A

| ak，bk | (即 k0 ∈ A 使得

bk0 = 1)，则 I满足(NP) 当且仅当 Ik0 满足(CB);当

y | ak0，1 | 时，有 I0(1，y) ≥ y;

(v) 若 1∪
k∈A

| ak，bk|，则 I满足(CB) 当且仅当

I0 和 Ik 满足(CB)，这里 k∈ A;

(vi) 若 0∪
k∈A

| ak，bk|，则 I满足(SCB);若0 ∈

∪
k∈A

| ak，bk | (即k0 ∈ A使得 ak0 = 0 )，则 I 满足

(SCB) 当且仅当 Ik0 满足(SCB);

(vii) I 满足(SCC0) 当且仅当 k0 ∈ A 使得

| ak0，bk0 | =［0，1］，并且若 | ak0，bk0 | =［0，1)，则x∈

(0，1) 有 Ik0(x，0) ≠ 0;若 | ak0，bk0 | =［0，1］，则 Ik0
满足(SCC0);
(viii) I不满足(SCC1) ．

证 由方程(1) 知，( i) 和( ii) 显然成立．

现证( iii)，即只需证明当 x ＞ y时，有 I(x，y) ＜
1．为此，需要考虑 2 种情形:
(A)k∈ A满足 bk ＜ 1，当 x，y不在同一生成

区间内时，由方程(1) 可知 I(x，y) = I0(x，y)∧ y≤

y ＜ 1;当 x，y在同一生成区间内时，不妨设在 | ak，bk |
中，由方程(1) 和假设可知

I(x，y) = ak + (bk － ak)Ik(
x － ak

bk － ak
，
y － ak

bk － ak
)≤ bk ＜ 1，

则 I满足(ＲOP) ．
(B) 若k0 ∈ A使得 bk0 = 1．由(A) 的证明过

程知，只需考虑 x，y在生成区间 | ak0，1 | 内的情形即
可，由方程(1) 可知 I(x，y) = ak0 + (1 － ak0)Ik0((x －

ak0) /(1 － ak0)，(y － ak0) /(1 － ak0)) ＜ 1 等价于
Ik0(u，v) ＜ 1，u ＞ v，这里 u = (x － ak0) /(1 － ak0)，

v = (y － ak0) /(1 － ak0) ．故 I满足(ＲOP) 当且仅当

y ＜ x有 Ik0(x，y) ＜ 1．

下证( iv)，考虑 2 种情形:

(A) 若 1 ∪
k∈A

| ak，bk |，则
I满足(NP)I(1，y) = yI0(1，y) ∧ y = y

I0(1，y) ≥ yI0 满足(CB) ．

(B) 若 1 ∈∪
k∈A

| ak，bk | (即 k0 ∈ A 使得

bk0 = 1)，则 I满足(NP) 当且仅当如下2种情况同时

成立:

当 y  ak0，1 时，I 满足 (NP)I(1，y) =

yI0(1，y) ∧ y = yI0(1，y) ≥ y;

当 y ∈ ak0，1 时，I 满足 (NP)I(1，y) =

yak0 + (1 － ak0) Ik0(
1 － ak0

1 － ak0

，
y － ak0

1 － ak0
) = yIk0(1，

u) = u，u∈［0，1］Ik0 满足(NP) ．

现在证明(v) ．若 I满足(CB)，即x，y有 I(x，
y) ≥ y．k∈ A，总存在 x，y ∈ ak，bk ，I(x，y) ≥

yak + (bk － ak) Ik((x － ak) /(bk － ak)，(y －
ak) /(bk － ak))≥ yIk(u，v)≥ vIk满足(CB) ．注

意到1∪
k∈A

| ak，bk |，因此当 y ∈［0，1］时，I(1，y) ≥

yI0(1，y) ∧ y≥ yI0(1，y) ≥ yI0 满足(CB) ．

反之，直接验证．

下证(vi) ．若 0∪
k∈A

| ak，bk |，当 x≠ 0时，I(x，

0) = I0(x，0) ∧ 0 = 0，所以 I 满足(SCB) ．若0 ∈

∪
k∈A

| ak，bk | (即k0 ∈ A使得 ak0 = 0)，则由 I满足

(SCB) 可知，当 x ∈ 0，bk0
时，有 I(x，0) =

0bk0 Ik0(x /bk0，0 / bk0) = 0Ik0(u，0) = 0，u∈ (0，

1］Ik0 满足(SCB) ．

(vii)和(viii)直接由定义可证．

3 总结与未来的工作

本文从一族给定的模糊蕴涵出发，定义并研究

了一种新的模糊蕴涵序和，推广并统一了当前几种

模糊蕴涵序和的构造方法． 在未来的工作中，将致
力于探究这种蕴涵在模糊推理中的应用．
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The Novel Method of Constructing Fuzzy Implications by Ordinal Sum

YANG Li1，QIN Feng2*

(1． College of Fundamental Teaching，Nanchang Institute of Science and Technology，Nanchang Jiangxi 330108，China;

2． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract:With the aid of the ordinal theory of semigroups，starting from the family of fuzzy implications，a novel or-
dinal sum of fuzzy implications is defined，and the necessary and sufficient conditions of this ordinal sum becoming
a fuzzy implication are given，then the current two methods of constructing fuzzy implications using the ordinal theory
are generalized and unified． Finally，some properties of the ordinal sum of fuzzy implications are discussed．
Key words:fuzzy connectives;fuzzy implications;ordinal sum implications
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