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关于 f -图及其补图的顶点可分解性质的研究
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摘要:从纯图论的角度对一类新型的代数图类———f-图展开研究，证明了所有 f-图都是顶点可分解的，并
给出了 f-图的补图是顶点可分解的一个等价刻画．
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0 引言

设 S = F［x1，x2，…，xn］为域 F上的多项式环，

S上由若干单项式生成的理想被称为单项式理想．
单项式理想与单纯复形之间存在 2 种常见的对应:
Stanley-Ｒeisner对应和极大面对应．这2种对应吸引
了许多学者的浓厚兴趣

［1-5］． G． Q． Abbasi等［6］定义
了一类特殊的单项式理想，称为 f-理想，该理想由
squarefree 单项式生成，且其极大面复形和其
Stanley-Ｒeisner复形有着相同的 f-向量．文献［6］使
用代数方法给出了齐 2 次 f-理想的等价刻画． I．
Anwar等［7］给出了任意齐 d次 unmixed f-理想的一
个等价描述．郭锦等［8］ 给出了任意齐 d次 f-理想的
一个组合描述，并给出了齐 2次 f-理想的分类刻画．
如果一个简单图的边理想是一个 f-理想，则该

图被称为 f-图． f-图的概念是由 H． Mahmood 等［9］

提出的．文献［9］给出了几种满足 Cohen-Macaulay
的 f-图的构造方法． Cohen-Macaulay 性质是一类重
要的代数性质．文献［8］通过研究 f-图的独立复形，
从纯shellable的角度证明了所有 f-图都是Cohen-
Macaulay的．
本文从纯图论的角度来证明 f-图具有顶点可分

解性质． 这一结果可看作文献［8］中相应结果的一
个推广，因为在纯复形中有下列推导关系:

顶点可分解shellableCohen-Macaulay．

1 预备知识

单纯复形 Δ是［n］ = {1，2，…，n} 的一个满足
遗传性的子集族，其元素称为面( face) ． 按照包含
关系，面中的极大者称为极大面( facet)，极大面的

全体记作F(Δ) ．设 x∈［n］，记Δ \x = {F∈Δ | x
F}，lkΔ(x) = {F∈ Δ | x F，F∪ {x} ∈ Δ} ．

定义 1 设 Δ是一个单纯复形，如果它满足下
列条件之一，则 Δ被称为顶点可分解的．
( i)Δ是单形;
( ii) 存在一个顶点 x，满足:Δ \x 和 lkΔ(x) 都是

顶点可分解的;lkΔ(x) 的极大面都不是 Δ \x 的极大
面，即 Δ \x = 〈{F x F∈ F(Δ)}〉．

设 G是一个简单图，其顶点集记作 V(G)，顶点
数记作 v(G) ． G 的独立点集( independent set)A 是
V(G) 的不同时包含任一条边的两端点的子集，以
独立点集作为面的复形称为图 G 的独立复形
( independence complex)［10-14］． 图 G 的边理想 I(G)
为其独立复形的 Stanley-Ｒeisner 理想． 若图 G 的独
立复形是顶点可分解的，则称图 G是顶点可分解的．
对于一个图 G的顶点 x，所有与 x相邻的点的集合记

作NG(x)，且记NG［x］ = NG(x)∪ {x} ．复形的顶点
可分解性质可以用如下的图论语言来等价描述．
引理 1［15］ 图 G是顶点可分解的，当且仅当下

列条件之一成立:
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( i)G由孤立点构成;
( ii)G中存在顶点 x满足:G \NG［x］和 G \x均是

顶点可分解的;对于 G \NG［x］中的任一独立点集 A，

均存在顶点 y∈ NG(x) 使得 A∪ {y} 为 G \x中的独

立点集．
满足上述第( ii) 条性质的点 x 被称为一个

shedding点．

2 f-图的顶点可分解性质
引理 2［15］ 一个图是顶点可分解的当且仅当

它的每一个连通分支都是顶点可分解的．
文献［8］对 f-图进行了分类刻画，即除了5点圈

图(记做 C5) 以外所有的顶点数为 n 的 f-图都是一
个二部图的补图，其边数等于 n(n － 1) /4．设 V1、V2

为 V(G) 的2个互不相交的子集，若一条边的一个顶
点属于V1，另一顶点属于V2，则称该边连接V1与V2 ．
在图 G中连接 V1与 V2的边数记作 eG(V1，V2) ． 在本
文中，若对于二部图 H，存在顶点集 V(H) 的子集

V1、V2，使得 V(H) = V1 ∪ V2，且 H的边数为 eH(V1，

V2)，则称 V(H) = V1 ∪ V2 为二部图 H顶点集的一

个划分．

引理3［8］ 设G为一个 f-图，且其补图G为一个

二部图．若 G的顶点集划分为 V1 与 V2 2 部分，则有
eG(V1，V2) ＜ min(v(V1)，v(V2)) ．
命题 1 完全图都是顶点可分解的．
证 记Kn为顶点数为 n的完全图，下面对顶点

数 n作归纳．显然，K1 是顶点可分解的．假设 Kn－1 是

顶点可分解的，下证 Kn 也是顶点可分解的． 任取
v1 ∈Kn，因为 Kn \NKn

［v1］ 为空集，所以任取

v∈Nkn(v1)，均有{v}∪构成一个独立点集．显然
Kn \NKn
［v1］是顶点可分解的，而 Kn \v1 即为 Kn－1，由

归纳假设可知其为顶点可分解的．由引理 1 可知，Kn

是顶点可分解的．
若图 G的顶点集为 V(G) = {v1，v2，…，vn}，而

边集 E(G) = {vivi+1 i = 1，2，…，n － 1}，这样的图
称为线性图( linear graph) ．
命题 2 线性图都是顶点可分解的．
证 将含 n个顶点的线性图记为 Pn，下面对顶

点数 n作归纳． 由命题 1可知，P1、P2 都是顶点可分

解的．假设k ＜ n，有 Pk 是顶点可分解的，下证 Pn

也是顶点可分解的．设 v1 ∈ Pn 为一侧端点．与 v1 相
邻的顶点记为 v2，显然有 v1 ∈ NPn

(v2) ． 对于

Pn \NPn
［v2］中任意的独立点集 S，S ∪ {v1} 也是 Pn

的一个独立点集． 注意到 Pn \NPn
［v2］即为 Pn－3，而

Pn \v2 的 2个连通分支为{v1} 和 Pn－2，由归纳假设可

知它们是顶点可分解的． 因此由引理 1 和引理 2 可
知 Pn 是顶点可分解的．

当 G的补图 G为一个二部图时，设 G 的顶点集
划分为 V1 与 V22部分．记 AV1 = {v∈ V1 u∈ V2，

使得 uv∈ E(G)}，称为 V1在 G中与 V2的相邻点集，

其所含顶点数 v(AV1) 称为 V1 在 G 中与 V2 的相邻

点数．

命题3 设G的补图G为一个二部图，且设G的
顶点集划分为 V1与 V22部分．若 v(AV1) ＜ v(V1)，则

G是顶点可分解的．
证 对 v(AV1) 作归纳．当 v(AV1) = 0 时，G的

2个连通分支都为完全图，由引理2和命题1可知，G
是顶点可分解的．假设当 v(AV1) = m － 1时G是顶点
可分解的，下证当 v(AV1) = m时，G也是顶点可分解
的．由于 v(AV1) ＜ v(V1)，可取 v1 ∈ V1 \AV1 ．v2 ∈
AV1，G \NG［v2］为 V2 的一个完全子图，由命题 1知其
是顶点可分解的． 对 G \NG［v2］中任意独立点集 B，

B∪［v1］仍然是G的独立点集．易见，G \v2的补图也

为二部图，顶点集划分的 2 部分分别为 V1 \{v2} 和
V2，且 v(AV1 \{v2} ) ＜ v(V1 \{v2}) ． 由于 V1 \{v2} 在
G \v2 中与 V2 的相邻点数 v(AV1 \{v2} ) = m － 1 ＜
v(V1 \{v2})，由归纳假设知 G \v2 是顶点可分解的．
由引理 1 知 G是顶点可分解的．
定理 1 所有 f-图都是顶点可分解的．
证 设G为一个顶点数为 n的 f-图．由文献［3］

中的分类定理可知，G 为一个 5 点圈图，或者其补图

G为一个二部图．下面分别考虑这 2 种情形．
情形 1 当 G是一个 5 点圈图 C5 时，任取 v∈

G(记为 v1) 并以顺时针将其它顶点编号． G \NG［v1］
的独立点集为{v3} 和{v4}，而{v2，v4} 与{v3，v5} 都
是独立点集，其中 v2、v5∈NG(v1) ．注意到G \NG［v1］
和 G \v1分别为 n = 2和 n = 4的线性图，由命题2和
引理 1 知 G是顶点可分解的．

情形2 当G的补图G为一个二部图时，设G的
顶点集划分为 V1与 V22部分． 由引理3可知，eG(V1，

V2) ＜ min(v(V1)，v(V2)) ．因此，v(AV1) ＜ v(V1) ．
由命题 3 可知 G是顶点可分解的．
显然 f-图的独立复形(即其补图的团复形) 是

一个 1 维的纯复形，所以由定理 1 得到
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推论 1 所有的 f-图都是纯 shellable 的，因而
是 Cohen-Macaulay的．

3 f-图的补图的顶点可分解性质
定义 2 设 G为一个二部图，顶点集可划分为

V1 与 V22部分．若 v∈ V1，且 v与 V2中的所有顶点都

相邻，则称 v为二部图 G相对于该划分的一个团点．
命题 4 设 G为一个二部图，顶点集可划分为

V1 与 V22 部分．若 V1、V2 中的团点数量均不小于 2，
则该图不是顶点可分解的．
证 只需证明V1中不含任何 shedding点．实际

上，v1 ∈ V1，至少存在 V1 中的一个团点 v2，满足
v2 ∈G \NG［v1］． 易见，NG(v1)  V2，且 V1 \{v1} 是
G \NG［v1］的一个独立点集． 由于 V1 中的一个团点

v2 ∈V1 \{v1}，因而V1 \{v1} 再添加上NG(v1) 中的任
意点都不再是 G 中独立点集． 因此，v1 不是 V1 中的

shedding点．由引理 1 可知，G不是顶点可分解的．

命题5 设 G为一个顶点数大于5的 f-图，则 G

为一个二部图，且 G 的顶点集划分的 2 个部分的团
点数量均不小于 2．
证 设 G的顶点数量为 n(n ＞ 5) ．由文献［8］

中分类定理可知，G为一个二部图，可设其顶点集划
分的 2 个部分分别为 V1 与 V2，其中 v(V1) = r ≤
n /2，则有

eG(V1，V2) = 1
2

n( )2 － r( )2 － n － r( )2
= － r2 +

rn －n2 /4 + n /4．
因而有 v(V1) － eG(V1，V2) = ( r － (n － 1) /2) 2 +
(n － 1) /4．
易见，当 n ＞ 5时，v(V2) － eG(V1，V2) ≥ v(V1) －

eG(V1，V2)≥2．因此，在G中，V1与 V2中的团点数量

均不小于 2．
定理 2 若 G为一个 f-图，则下列条件等价:

( i)G的补图 G是顶点可分解的;
( ii)G的顶点数为 4 或 5;
( iii)G同构于图 1(a) ～ (c) 中的一个．
证 注意到 f-图的顶点数不小于 4． 由命题 4

和命题 5可知，若 G为一个顶点数大于 5的 f-图，则

G不是顶点可分解的． 由文献［8］中的分类定理可
知，顶点数为4和5的 f-图如图1(a) ～ (c) 所示．图
1(d) ～ ( f) 分别为与之对应的补图．下面只需证明
图 1(d) ～ ( f) 都是顶点可分解的．

图 1 顶点数为 4 和 5 的 f-图及其补图

图 1(d) 为一个 5点圈图，由定理 2可知其为顶
点可分解的．图 1(e) 为一个线性图，由命题 3 可知

其为顶点可分解的．设图 1(c) 为 G，则图 1( f) 为 G．

G \NG［v1］为孤立点 v2，因而是顶点可分解的． 取

v5 ∈NG(v1)，{v2} ∪ {v5} 为 G 中的独立点集，且

G \v1 的 2个连通分支分别为一个线性图和一个孤立

点，由命题 3 和引理 2 可知，G \v1 也是顶点可分解

的．由引理 1 可知，G是顶点可分解的．
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