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具有较大 Ｒandic＇指数的 4 圈图
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摘要:研究了 4 圈图的 Ｒandic＇指数，得到 4 圈图中取得较大 Ｒandic＇指数的图的必要结构特征，并以 1 个特
殊 4 圈图的指数值为界，证明大多数 4 圈图的 Ｒandic＇指数均小于这一临界值，进而给出前 9 大 Ｒandic＇指数
和相应的极图，扩充了已有结果．
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0 引言

拓扑指数是分子结构数值化的一种方式，是一

种图的不变量，用于描述化学结构，反映化合物的结

构特征． Ｒandic＇指数是重要的拓扑指数之一，它是以
图中顶点的度为研究基础的拓扑指数． 一种物质的
分子结构图的 Ｒandic＇指数与其物理化学性质有很好
的联系，这些性质包括沸点、色谱保留时间、表面积、
水溶解度等

［1-3］．
1975 年 M． Ｒandic＇［4］提出了 Ｒandic＇指数，是为
定量地描述分子结构(特别是烷烃的碳原子骨架，

其代表物是由碳、氢原子组成的碳氢化合物，一般的
分子式为 CnH2n + 2)的分支程度构思了所谓的“分支
指数”．一个化学图是所有顶点度均小于 4 的图［5］，
它是化合物的分子图所特有的结构，这类图的 Ｒan-
dic＇指数的研究与化工应用更为贴近，因此它的结果
更具有实际意义．
设简单连通图 G(V(G)，E(G))，它的 Ｒandic＇指

数被定义为 Ｒ(G) = ∑
uv∈E(G)
( dG(u)dG(v槡 ) ) －1，其

中 V(G) 表示 G的顶点集，E(G) 为 G的边集，dG(u)
表示顶点 u的度(可简记为 d(u))［6］．

Du Zhibin等［7］ 研究了树、单圈图和双圈图的
Ｒandic＇ 指数的一些极值问题． T． Dehghan-Zadeh
等
［8-9］
分别给出了3圈图和4圈图的第1大和第2大

Ｒandic＇ 指数．本文以一个特殊 4圈图的指数值为界，
证明了大多数4圈图的Ｒandic＇指数均小于这一临界

值，最后给出前9大Ｒandic＇指数和相应的图结构，方
法更简单更具有推广性．关于 Ｒandic＇ 指数的一些结
果可参见文献［10］．
在图 G中，称度为 1的顶点为悬挂点，与悬挂点

相连的边被称为悬挂边． dG(u，v) 表示 G中 u、v 2个
顶点之间的距离． G 中 u 的邻点组成的集合记为
NG(u) ． G 中的最大度和最小度分别用 Δ(G) 和
δ(G) 表示． eij 表示 2端点的度分别为 i和 j的边，用
xij 表示 G中 eij 的数量． n为顶点数，边数为 n + 3 的
图被称为 4 圈图，用 Tn 表示所有 4 圈图构成的集
合
［11-14］，T'n表示所有不含悬挂点的 4 圈图的集合，

T ″n 表示所有含悬挂点的 4圈图的集合．其它的图论
概念和术语参见文献［15］．

1 一些引理

引理 1［8］ n 阶简单图 G 的 Ｒandic＇ 指数满足
Ｒ(G) = n /2 － f(G) /2，其中

f(G) = ∑
uv∈E(G)
(1 / d(u槡 ) － 1 / d(v槡 ) )

2 ．

由引理 1 可知，n阶简单图 G 的 Ｒandic＇ 指数随
f(G) 的增大而减小，因此任意 2 个 n 阶简单图的
Ｒandic＇ 指数的比较可以转化为对 f(G) 值大小的比

较． 令 f(eij) = (1 槡i － 1 槡j)
2，则 f(G) =

∑
i≤j

xij f(eij)，显然当 i = j 时 f(eij) = 0，故 f(G) =

∑
i ＜ j

xij f(eij) ．
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引理 2 ( i)5f(e23) /2 ＜ f(e24) ＜ 3f(e23);
( ii)2f(e34) ＜ f(e23) ＜ 3f(e34);(iii)f(e24) + f(e34) ＜
3f(e23) ．
证 因为 f(e23) = 1 槡2 － 1 槡( )3

2 = (5 －

槡2 6 ) /6，f(e24) = 1 槡2 － 1 槡( )4
2 = (3 －

槡2 2 ) /4，f(e34) = 1 槡3 － 1 槡( )4
2 = (7 －

槡4 3 ) /12，比较可得结论成立．
引理 3 设 G∈ Tn，则

∑
i≤j

xij( i + j) = ∑
uv∈E(G)
(d(u) + d(v)) =

∑
u∈V(G)

d2(u)， (1)

∑
i≤j

xij = E(G) = n + 3， (2)

∑
u∈V(G)

d(u) = 2 E(G) = 2(n + 3) ． (3)

由文献［9］可知，CP(n)(n≥ 7) 是通过删除纳
米管图C3 × P2(见图1) 的一条边，由长为 n － 5的一
条边替代而形成;GW(n)(n ≥ 6) 是通过删除轮图
W5(见图 2) 的一条 e33 边，由长为 n － 4的一条边替
代而形成． 则 G ∈ CP(n)，Ｒ(G) = (n － 7) /2 +

(槡6 + 8) /3;G∈ GW(n)，Ｒ(G) = (n － 6) /2 + (3 +

槡6 + 槡2 3 ) /3．由于 CP(n) 中各图具有相同的边结
构，故具有相同的 Ｒandi c＇ 指数，从而可以用
Ｒ(CP(n)) 表示集合 CP(n) 中图的 Ｒandic＇ 指数，即
Ｒ(CP(n)) = (n － 7) /2 + (槡6 + 8) /3，同理用
Ｒ(GW(n)) 表示 GW(n) 中图的 Ｒandic＇ 指数，即
Ｒ(GW(n)) = (n － 6) /2 + (3 +槡6 + 槡2 3 ) /3．

图 1 纳米管图 C3 × P2 图 2 轮图 W5

引理 4［9］ 设 G ∈ Tn \{CP(n)，GW(n)}，n ≥

7，则 Ｒ(G) ＜ (n － 7) /2 + (槡6 + 8) /3 ＜ (n － 6) /2 +

(3 +槡6 + 槡2 3 ) /3．

2 主要结论

定义 1 定义 9种 n(n≥ 9) 阶 4圈图的集合:
( i)g1(n) 表示 x33 = 8，x23 = 2，x22 = n － 7的 n

阶 4 圈图的集合;
( ii)g2(n) 表示 x34 = 4，x33 = 3，x23 = 2，x22 =

n － 6 的 n阶 4 圈图的集合;
( iii)g3(n) 表示 x33 = 7，x23 = 4，x22 = n － 8的

n阶 4 圈图的集合;

( iv)g4(n) 表示 x34 = 3，x33 = 4，x24 = x23 = 1，
x22 = n － 6 的 n阶 4 圈图的集合;
(v)g5(n) 表示 x34 = x23 = 4，x33 = 2，x22 = n －

7 的 n阶 4 圈图的集合;
(vi)g6(n) 表示 x34 = x24 = 2，x33 = 5，x22 = n －

6 的 n阶 4 圈图的集合;
(vii)g7(n) 表示 x33 = x23 = 6，x22 = n － 9的 n

阶 4 圈图的集合;
(viii)g8(n) 表示 x44 = x33 = 1，x34 = 4，x24 = 2，

x22 = n － 5 的 n阶 4 圈图的集合;
( ix)g9(n) 表示 x33 = 10，x23 = 1，x12 = 1，x22 =

n － 9 的 n阶 4 圈图的集合．
例 1 图3中G1 ～ G9分别属于上述9种4圈图．

图 3 n阶 4 圈图

定理 1 令 Sn = {gi(n) | i = 1，2，…，9}，则
S∈ Sn，有 Ｒ(S) ≥ n /2 － 2f(e34) － f(e24) ．
证 只需证 f(S) ≤ 4f(e34) + 2f(e24) ．由 Sn中

各类图的边结构得

f(g1(n)) = 2f(e23) ＜ 4f(e34) + 2f(e24)，
f(g2(n)) = 4f(e34) + 2f(e23) ＜ 4f(e34) + 2f(e24)，
f(g3(n)) = 4f(e23) ＜ 4f(e34) + 2f(e24)，
f(g4(n)) = 3f(e34) + f(e24) + f(e23) ＜ 4f(e34) +

2f(e24)，
f(g5(n)) = 4f(e34) + 4f(e23) ＜ 4f(e34) + 2f(e24)，
f(g6(n)) = 2f(e34) + 2f(e24) ＜ 4f(e34) +

2f(e24)，
f(g7(n)) = 6f(e23) ＜ 4f(e34) + 2f(e24)，
f(g8(n)) = 4f(e34) + 2f(e24) = 4f(e34) + 2f(e24)，
f(g9(n)) = f(e23) + f(e12) ＜ 4f(e34) + 2f(e24)．
综上，f(S) ≤ 4f(e34) + 2f(e24) ．
定理2 设G是一个不含悬挂点的 n(n≥9) 阶

4 圈图，且 G∈ T'n \{Sn \g9(n)}，则
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Ｒ(G) ＜ n /2 － 2f(e34) － f(e24) ．
证 只需证明 f(G) ＞ 4f(e34) + 2f(e24) ．
设 G是一个不含悬挂点的4圈图，若 δ(G)≥3，

E(G) ≥ δ(G)n /2 ＞ n + 3 = E(G) ，与G是4圈

图矛盾，因此 δ(G) = 2．若 Δ(G) ≥ 9，∑
u∈V(G)

d(u) ≥

9 +2(n － 1) = 2n + 7，由引理 3 中(3) 式可知

∑
u∈V(G)

d(u) = 2(n + 3) ＜ 2n + 7，所以 Δ(G) ≥ 9不

成立，即 3 ≤ Δ(G) ≤ 8．
情形 1 Δ(G) = 3．
图 G中只有度为 2和 3的 2类点，设有 x个 2度

点，y个 3 度点，则 x + y = n，由引理 3 中(3) 式得
2x + 3y = 2(n + 3)，由此 y = 6，即 G中有 6个 3度
点，n － 6个 2度点，此时 G中只有 e22，e23，e333种边．
由引理 3 中(1)、(2) 式，有方程组

4x22 + 5x23 + 6x33 = 6 × 32 + 22(n － 6)，
x22 + x23 + x33 = n + 3{

，

故 x23 + 2x33 = 18，又 x23和 x33的值为非负数，有如下
3 种情况:

1) 当 x23 = 0 时，x33 = 9，此时 n = 6，矛盾;
2) 当 x23 分别为 2，4，6 时，x33 分别为 8，7，6，对
应的4圈图分别属于 g1(n)，g3(n)，g7(n)，与G∈ Sn

相矛盾;

3) 当 x23≥8时，有 f(G)≥8f(e23) ＞ 4f(e34) +
2f(e24) ．
情形 2 Δ(G) = 4．
1) 当 G有 3 个 4 度点时，要使 f(G) 最小，则这

3 个 4 度点应该彼此相邻，其余点均为 2 度点，此时
有 x24 = 6，故 f(G) ≥ 6f(e24) ＞ 4f(e34) + 2f(e24);

2) 当 G有 2个 4度点和 2个 3度点时，x24 ≥ 2．
若 x24 = 2，则 G∈ g8(n)，矛盾;若 x24 ≥ 3，则 f(G) ＞
3f(e24) ＞ 4f(e34) + 2f(e24);

3) 当 G有 1 个 4 度点和 4 个 3 度点时，图 G中
可能有 e22，e23，e24，e33，e34 5 类边，由引理 3 中(1)、
(2) 式得 x23 + 2x24 + 2x33 + 3x34 = 20，分情况考虑:
( i) 当 x24 = 0，x34 = 4 时，x23 + 2x33 = 8，故

x23 ∈{0，2，4，6，8} ．
若 x23 = 0，则 x33 = 4，n = 5，矛盾;若 x23 = 2，

则 G∈ g2(n)，矛盾;若 x23 = 4，则 G∈ g5(n)，矛盾;
若 x23 ≥ 6，则

f(G) ≥ 4f(e34) + 6f(e23) ＞ 4f(e34) + 2f(e24) ．
( ii) 当 x24 = 1，x34 = 3时，x23∈ {1，3，5，7，9} ．
若 x23 = 1，则 G∈ g4(n)，矛盾;若 x23 ≥ 3，则
f(G) ≥ f(e24) + 3f(e34) + 3f(e23) ＞ 4f(e34) +

2f(e24) ．
( iii) 当 x24 = 2，x34 = 2时，x23 ∈ {0，2，4，6，8，

10} ．

若 x23 = 0，G∈ g6(n)，矛盾;若 x23 ≥ 2，则
f(G)≥2f(e24) + 2f(e34) + 2f(e23) ＞ 4f(e34) +

2f(e24) ．
( iv) 当 x24 ≥ 3时，f(G) ＞ 3f(e24) ＞ 4f(e34) +

2f(e24) ．
情形 3 Δ(G) ≥ 5．
图 G中有1个 Δ(G) 度点，其余点中最多有3个

点的度大于 2，此时 x2Δ(G) ≥ 2，f(G) ≥ 2f(e2Δ(G) ) ≥
2f(e25) ＞ 4f(e34) + 2f(e24) ．
定理 3 设 G是一个 n(n ＞ 9) 阶含悬挂点的 4

圈图，G = T ″n \g9(n)，则 Ｒ(G) ＜ n /2 － 2f(e34) －
f(e24) ．
证 只需证明 f(G) ＞ 4f(e34) + 2f(e24) ．
当图 G 中有 2 个或者 2 个以上的悬挂点时，

f(G) ≥ 2f(e1x) ≥ 2f(e12) ＞ 4f(e34) + 2f(e24) ．
当图 G 中有 1 个悬挂点时，设 Pvu 是悬挂路，

dG(u) = 1，则 dG(v) ＞ 2．当 v∈ NG(u) 时，f(G)≥
f(e13) ＞ 4f(e34) + 2f(e24);当 vNG(u) 时，即悬挂
路 Puv的长最少为2，此时G中至少有一条 e2d(v) 和一
条 e12 ．若 dG(v) ≥ 4，则 f(G) ≥ f(e24) + f(e12) ＞
4f(e34) + 2f(e24);若 dG(v) ≤ 3，即 dG(v) = 3，G中
至少有一条 e23 和一条 e12 ．

设 G
～
是通过删除 G中的悬挂路所得，显然 G

～
是

没有悬挂点的 4圈图，且 d G
～ (v) = 2，3≤ Δ( G

～
) ≤

8，因此分如下情况说明:

情形 1 Δ( G
～
) = 3．

G中有 1个悬挂点，7个 3度点，其余为 2度点，
此时除 x12 = 1，还有 e22，e23，e33 3种边，根据引理3中
(1)、(2) 式得 x23 + 2x33 = 21，显然 x23 是奇数，
x23 ∈{1，3，5，7，9，11，13，15，17，19，21} ．
若 x23 = 1，x33 = 10，则 G ∈ g9(n)，矛盾;若

x23 ≥3，则 f(G) ≥ 3f(e23) + f(e12) ＞ 4f(e34) +
2f(e24) ．

情形 2 Δ( G
～
) = 4．

1) 当 G
～
有 3个 4度点时，x24 ≥ 6，v点有可能与

2 个 4 度点相邻，因此在 G 中 x24 ≥ 4 而 f(G) ≥
4f(e24) ＞ 4f(e34) + 2f(e24);

2) 当 G
～
有 2个 4度点和 2个 3度点或有 1个 4

度点和 4 个 3 度点时，x34 = 4，因此在 G中 x34 = 4，
f(G) ≥ f(e23) + f(e12) + 4f(e34) ＞ 4f(e34) +
2f(e24) ．

情形 3 Δ( G
～
) ≥ 5．

图 G
～
中至少有2条 e2Δ( G～ )，则图G中 x2Δ( G～ )≥1．
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因此 f(G) ＞ f(e12) + f(e2Δ( G～ ) )≥ f(e12) + f(e25) ＞
4f(e34) + 2f(e24) ．
定理 4 设 n≥ 9，则 Tn 中前 9 大 Ｒandic＇ 指数

的关系为 Ｒ(g1(n)) ＞ Ｒ(g2(n)) ＞ Ｒ(g3(n)) ＞
Ｒ(g4(n)) ＞ Ｒ(g5(n)) ＞ Ｒ(g6(n)) ＞ Ｒ(g7(n)) ＞
Ｒ(g9(n)) ＞ Ｒ(g8(n)) ．
证 由 Ｒandic＇ 指数的定义得
Ｒ(g1(n)) = n /2 － f(e23)，
Ｒ(g2(n)) = n /2 － (2f(e34) + f(e23))，
Ｒ(g3(n)) = n /2 － 2f(e23)，
Ｒ(g4(n)) = n /2 － (3f(e34) + f(e24) + f(e23)) /2，
Ｒ(g5(n)) = n /2 － 2( f(e34) + f(e23))，
Ｒ(g6(n)) = n /2 － ( f(e34) + f(e24))，
Ｒ(g7(n)) = n /2 － 3f(e23)，
Ｒ(g8(n)) = n /2 － (2f(e34) + f(e24))，
Ｒ(g9(n)) = n /2 － ( f(e23) + f(e12)) /2．

根据引理 2，可推出此定理．
下面定理给出当5≤ n≤8时，Ｒandic＇指数极图

的一些相关结果．
定理 5 (i) 当 n = 5时，第 1大和第2大 Ｒandic＇

指数对应的 4 圈图的集合分别为 g2(5) 和 g8(5);
( ii) 当 n = 6时，第 1大到第 4大 Ｒandic＇ 指数对

应的 4 圈图的集合分别为 g1(6)，g2(6)，g4(6) 和
g8(6);
( iii) 当 n = 7时，第 1大到第 6大 Ｒandic＇ 指数

对应的 4 圈图的集合分别为 g1(7)，g2(7)，g4(7)，
g5(7)，g6(7) 和 g8(7);
( iv) 当 n = 8 时，第 1 大到第 7 大 Ｒandic＇ 指数

对应的 4 圈图的集合分别为 g1(8)，g2(8)，g3(8)，
g4(8)，g5(8)，g6(8) 和 g8(8) ．
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The Tetracyclic Graphs with Large Maximum Ｒandic＇ Indices

YAN Meizhi，GAO Yubin*

(School of Science，North University of China，Taiyuan Shanxi 030051，China)

Abstract:The Ｒandic＇ indices of the tetracyclic graphs is studied，and the necessary structural features of the larger
Ｒandic＇ indices are obtained． It has proved that the Ｒandic＇ indices of most tetracyclic graphs are less than that of a
special tetracyclic graph of boundary value，and then show the first nine Ｒandic＇ indices and the corresponding pole
diagram，which is the expansion of the existing results．
Key words:Ｒandic＇ index;tetracyclic graph;edge structure
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