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逐步 I型区间删失下逆威布尔分布的参数估计
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摘要:基于逐步 I型区间删失样本，通过求解似然方程并不能得到未知参数的极大似然估计． 该文利用
EM算法得到了参数估计的迭代公式，为了简化计算过程，得到了求参数估计的另一种方法．通过数值模
拟可看到: 参数估计值与真值非常接近，相对偏差较小，从而说明 EM算法是可行的．
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0 引言

逆威布尔分布是可靠性工程中一类重要的寿命

分布．相对于指数分布和 2 参数威布尔分布而言，对
于一些机械故障，如活塞、机轴、主轴承等发动机部
件的故障数据，用 2 参数逆威布尔分布拟合机械部
件故障会更好． 文献［1-2］假设形状参数已知，在 2
种损失函数下给出了尺度参数的贝叶斯估计． 文献
［3］在完全样本情形下，得到了逆威布尔分布形状
参数的精确置信区间估计以及形状参数和尺度参数

的联合置信估计． 文献［4］利用混合 Gibbs 抽样，给
出了逆威布尔分布参数的贝叶斯估计．文献［5-6］基
于分组数据探讨了逆威布尔分布参数的估计问题．
文献［7］基于删失数据样本，利用样本分位数得到
了逆威布尔分布参数的渐近估计． 文献［8］在广义
逐次截尾的试验数据下对逆威布尔分布应用贝叶斯

统计方法进行可靠性推断． 文献［9-11］在逆威布尔
故障模型下，对其参数进行了统计推断．
已有的研究成果都是在完全样本、截尾样本或

者分组数据样本下对逆威布尔的未知参数进行估

计．本文在逐步 I型区间删失下，利用 EM 算法并借
助于 Matlab软件编程得到了未知参数的估计．

1 参数的极大似然估计

由文献［9，12］知，逆威布尔分布的概率密度函

数为

f( x) = αλx－ ( α+1) exp( － λx－α ) ，x ＞ 0， ( 1)
其分布函数为

F( x) = exp( － λx－α ) ，x ＞ 0， ( 2)
其中 α( ＞ 0) 为形状参数，λ( ＞ 0) 为尺度参数．
先介绍逐步 I 型区间删失试验［13-14］: 假设某产

品的寿命服从逆威布尔分布( 1) ，为了估计未知参
数 α，λ，现投入 n 个样品进行逐步 I 型区间删失试
验，在预先确定的 k 个时刻 T1，T2，…，Tk 时进行观

测，且满足0 = T0 ＜ T1 ＜ … ＜ Tk－1 ＜ Tk ＜∞，在观
测时刻 Tj时，发现有 nj个样品在区间( Tj－1，Tj］内失

效，同时有 Ｒj ( j = 1，2，…，k) 个样品随机地撤离试
验．由于在 Tj 时刻仍存活的个体数 Sj 是随机变量，

应有 Ｒj ＜ Sj，可以指定 Ｒj =［pjsj］( j = 1，2，…，k) ，
其中 p1，p2，…，pk 是预先给定的常数，满足

0 ＜ pj ＜ 1，j = 1，2，…，k － 1，pk = 1．
对于上述试验得到的逐步 I 型区间删失观测数

据可表示为

{ ( nj，Ｒj，Tj ) ，j = 1，2，…，k} ．
根据前面的试验数据，用极大似然法求未知参

数 α、λ的极大似然估计．
由于

P{ X∈ ( Tj－1，Tj］} = F( Tj ) － F( Tj－1 ) =
exp( － λT－α

j ) － exp( － λT－α
j －1 ) ，

因此似然函数［15］ 为

L( α，λ) = c∏
k

j =1
［F( Tj) － F( Tj－1) ］

nj［1 － F( Tj) ］
Ｒj =
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cexp( － λn1T
－α
1 ) ［1 － exp( － λT－α

1 ) ］
Ｒ1∏

k

j =2
［exp( － λT－α

j ) －

exp( － λT－α
j －1) ］

nj［1 － exp( － λT－α
j ) ］

Ｒj，

其中 c ＞ 0，且其与参数 α、λ无关．显然

Ｒk = n －∑
k

j =1
nj －∑

k－1

j = 1
Ｒj．

对数似然函数为
ln L( α，λ) = ln c － n1λT

－α
1 +

∑
k

j = 1
Ｒj ln［1 － exp( － λT－α

j ) ］+

∑
k

j = 2
nj ln［exp( － λT－α

j ) － exp( － λT－α
j －1) ］． ( 3)

将对数似然函数求导得

ln L( α，λ) λ = － n1T
－α
1 +

∑
k

j = 1
ＲjT

－α
j exp( － λT－α

j ) ［1 － exp( － λT－α
j ) ］+

∑
k

j = 2
nj［T

－α
j －1exp( － λT－α

j －1 ) － T－α
j exp( － λT－α

j ) ］

［exp( － λT－α
j ) － exp( － λT－α

j －1 ) ］，

ln L( α，λ) α = n1λT
－α
1 ln T1 － λ∑

k

j = 1
ＲjT

－α
j ·

ln Tjexp( － λT－α
j ) ［1 － exp( － λT－α

j ) ］+

λ∑
k

j = 2
nj［T

－α
j ln Tjexp( － λT－α

j ) － T－α
j －1 ln Tj－1·

exp( － λT－α
j －1) ］［exp( － λT－α

j ) － exp( － λT－α
j －1) ］．

令 ln L( α，λ)λ = 0，ln L( α，λ)α = 0得

－ n1T
－α
1 +∑

k

j = 1
ＲjT

－α
j exp( － λT－α

j ) ［1 －

exp( － λT－α
j ) ］ + ∑

k

j = 2
nj［T

－α
j －1exp( － λT－α

j －1 ) － T－α
j ·

exp( － λT－α
j )］［exp( － λT

－α
j ) － exp( － λT

－α
j－1)］= 0，( 4)

n1λT
－α
1 ln T1 － λ∑

k

j = 1
ＲjT

－α
j ln Tjexp( － λT－α

j ) 

［1 － exp( － λT－α
j ) ］+ λ∑

k

j =2
nj［T

－α
j ln Tjexp( － λT－α

j ) －

T－α
j －1 ln Tj－1exp( － λT－α

j －1) ］［exp( － λT－α
j ) －

exp( － λT－α
j －1) ］ = 0． ( 5)

显然由方程( 4) 和( 5) 并不能得到参数 λ、α 的
显式表达式，也就不易得到参数的极大似然估计，这

也是在似然函数较复杂情形下，求参数的极大似然

估计时经常遇到的困难． 下面用 EM 算法来解决参
数估计问题．

2 用 EM算法得到未知参数的估计

对于第1节中的逐步 I型区间删失试验，记随机

变量全体为 X，观测结果为 U，记 Yj 为区间( Tj－1，Tj］

内失效个体的寿命，Zj 为在 Tj 时刻删失的个体寿

命，且 Y = ( Y1，Y2，…，Yk ) ，Z = ( Z1，Z2，…，Zk ) ．

若给定 α = α( i) ，λ = λ( i) ，Y1 的后验条件密度为

f1( y) =
α( i) λ( i) y－( α( i) +1) exp( － λ( i) y－α( i) )

∫
T1

0
α( i) λ( i) y－( α( i) +1) exp( － λ( i) y－α( i) ) dy

=

α( i) λ( i) y－( α( i) +1) exp( － λ( i) y－α( i) )
exp( － λ( i) T－α( i)

1 )
，0 ＜ y≤ T1 ． ( 6)

Yj 的后验条件密度为

fj ( y) =
α( i) λ( i) y－( α( i) +1) exp( － λ( i) y－α( i) )

∫
Tj

Tj－1
α( i) λ( i) y－( α( i) +1) exp( － λ( i) y－α( i) ) dy

=

α( i) λ( i) y－( α( i) +1) exp( － λ( i) y－α( i) )
exp( － λ( i) T－α( i)

j ) － exp( － λ( i) T－α( i)
j －1 )
，Tj－1 ＜ y ≤ Tj，

j =2，3，…，k． ( 7)
Zj 的后验条件密度为

pj ( z) =
α( i) λ ( i) z － ( α( i) +1) exp( － λ ( i) z －α( i) )

1 － exp( － λ ( i) T－α( i)
j )

，Tj ＜

z ＜ + ∞，j = 1，2，…，k． ( 8)
E步: 根据似然函数的定义可得

L( λ，α U，Y，Z) = ∏
k

i = 1
［αλY－ ( α+1)

j ·

exp( － λY－α
j ) ］

nj［αλZ－ ( α+1)
j exp( － λZ－α

j ) ］
Ｒj，

ln L( λ，α U，Y，Z) = ∑
k

j = 1
nj［ln α + ln λ －

( α + 1) ln Yj － λY－α
j ］+∑

k

j = 1
Ｒj［ln α + ln λ －

( α + 1) ln Zj － λZ－α
j ］，

Q( λ，α λ( i) ，α( i) ) = E［ln L( λ，α U，Y，Z) λ( i) ，

α( i)］ = n( ln α + ln λ) － ( α + 1)∑
k

j = 1
［njE( ln Yj ) +

ＲjE( ln Zj) ］－ λ∑
k

j = 1
［njE( Y

－α
j ) + ＲjE( Z

－α
j ) ］．

M步: 把 Q( λ，α λ ( i) ，α( i) ) 分别对 λ、α 求导，

得出 使 Q( λ，α λ ( i) ，α( i) ) 极 大 化 的 点 ( λ ( i +1) ，

α( i +1) ) ．对 λ求导得

Q /λ = n /λ －∑
k

j = 1
［njE( Y

－α
j ) + ＲjE( Z

－α
j ) ］．

令 Q /λ = 0 可得

λ = n∑
k

j = 1
［njE( Y

－α
j ) + ＲjE( Z

－α
j ) ］．

取上式中的 α = α( i) ，λ = λ ( i +1) ，则可得
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λ ( i +1) = n∑
k

j = 1
［njE( Y

－α( i)
j ) + ＲjE( Z

－α( i)
j ) ］． ( 9)

由于

E( Y－α( i)
1 ) =

α( i) λ( i) ∫
T1

0
y－( 2α( i) +1) exp( － λ( i) y－α( i) ) dy

exp( － λ( i) T－α( i)
1 )

=

T－α( i)
1 + 1 /λ ( i) ， ( 10)

E( Y－α( i)
j ) =

α( i) λ( i) ∫
Tj

Tj－1
y－( 2α( i) +1) exp( － λ( i) y－α( i) ) dy

exp( － λ( i) T－α( i)
j ) － exp( － λ( i) T－α( i)

j －1 )
=

［( T－α( i)
j + 1 /λ) exp( － λ ( i) T－α( i)

j ) － ( T
－α( i)
j －1 +

1 /λ) exp( － λ ( i) T－α( i)
j －1 ) ］［exp( － λ ( i) T－α( i)

j ) －

exp( － λ ( i) T－α( i)
j －1 ) ］，j = 2，3，…，k． ( 11)

E( Z－α( i)
j ) =

α( i) λ( i) ∫
+∞

Tj
z－( 2α( i) +1) exp( － λ( i) z－α( i) ) dz

1 － exp( － λ( i) T－α( i)
j )

=

1
λ ( i)

－
T－α( i)

j exp( － λ ( i) T－α( i)
j )

1 － exp( － λ ( i) T－α( i)
j )
，j = 1，2，…，k． ( 12)

把( 10) ～ ( 12) 式代入( 9) 式得到参数 λ的迭
代公式．

将 Q( λ，α λ ( i) ，α( i) ) 对 α求导得

Q/α = n /α －∑
k

j =1
［njE( ln Yj ) + ＲjE( ln Zj) ］+

λ∑
k

j = 1
［njE( Y

－α
j ln Yj ) + ＲjE( Z

－α
j ln Zj) ］．

令 Q /α = 0 得

α = n{∑
k

j = 1
［njE( ln Yj ) + ＲjE( ln Zj) ］－

λ∑
k

j = 1
［njE( Y

－α
j ln Yj ) + ＲjE( Z

－α
j ln Zj) ］}

－1
．

取上式右边的 λ = λ ( i +1) ，则

α = n{∑
k

j = 1
［njE( ln Yj ) + ＲjE( ln Zj) ］－

λ ( i +1)∑
k

j = 1
［njE( Y

－α
j ln Yj ) + ＲjE( Z

－α
j ln Zj) ］}

－1
．

根据( 6) ～ ( 8) 式给出的 Yj、Zj ( j = 1，2，…，k)

的后验条件密度，则

α = n{∑
k

j = 1
［nj∫

Tj

Tj－1
ln y·fj ( y) dy + Ｒj∫

+∞

Tj
ln z·

pj ( z) dz］－ λ ( i +1)∑
k

j = 1
［nj∫

Tj

Tj－1
y－α ln y·fj ( y) dy +

Ｒj∫
+∞

Tj
z －α ln z·pj ( z) dz］}

－1
．

若令

h( α) = n{∑
k

j =1
［nj∫

Tj

Tj－1
ln y·fj( y) dy + Ｒj∫

+∞

Tj
ln z·

pj ( z) dz］－ λ ( i +1)∑
k

j = 1
［nj∫

Tj

Tj－1
y－α ln y·fj ( y) dy +

Ｒj∫
+∞

Tj
z －α ln z·pj ( z) dz］}

－1
， ( 13)

则可得

h( α) = α． ( 14)

在计算机上可以利用数值方法来寻找满足

( 14) 式的近似解，此解就是参数 α的第 i + 1次迭代
估计值 α( i +1) ．这样就形成了 1 次迭代( λ ( i) ，α( i) ) →
( λ ( i +1) ，α( i +1) ) ，给定( λ，α) 的初始值，重复上述过
程就可以得到参数 λ、α的最终估计值．

由于( 13) 式中的定积分没有显式表达式，只能
进行近似计算，且计算较复杂，因此可采用下列方法

来求参数 α、λ的估计．

步骤 1 给定参数 α的一个值，记为 α( 1) ;

步骤2 给定参数λ的迭代初值λ ( 0) ，对于给定
的很小正数 ε，通过迭代方程( 9) ，当 λ( i+1) － λ ( i) ＜

ε时，记 λ ( 1) = λ ( i +1) ，则( α( 1) ，λ ( 1) ) 就是对应参数
( α，λ) 的第 1 次估计值;

步骤 3 将( α( 1) ，λ ( 1) ) 代入到( 3) 式中，计算
对数似然函数的值;

步骤 4 重复步骤 1 ～ 3，直到对数似然函数的
值达到最大，即 ln L( α( j) ，λ ( j) ) = max{ ln L( α，

λ) } ，则最优的 α( j) 和λ ( j) 就是所要寻求的未知参数

的估计，记为 α
∧
、λ
∧
．

步骤 1 ～ 4 可在计算机上编程，采用逐渐搜索
的方法，最终得到未知参数 α、λ的估计．

由文献［16-19］可知，EM算法是数据缺失下参
数估计的一种较好的方法． 为了说明在本文中使用
EM算法求未知参数的估计是可行的，下面用数值
模拟的方法进行验证．

3 数值模拟

设总体 X服从逆威布尔分布( 2) ，取参数 λ =
2，α = 1． 5，预先确定的 7 个观测时刻分别为 T1 =
1． 0，T2 = 1． 5，T3 = 2． 0，T4 = 3． 0，T5 = 5． 0，T6 =
10． 0，T7 = 16． 0．随机确定每一观测时刻 Ti 的截尾

数Ｒi，当取不同的 n值时，利用Matlab软件模拟产生
了 10 个逐步 I型区间删失样本，列于表 1 中．
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表 1 逐步 I型区间删失样本

n ( n1，Ｒ1，n2，Ｒ2，n3，Ｒ3，n4，Ｒ4，n5，Ｒ5，n6，Ｒ6，n7，Ｒ7 ) 编号

800
( 108，30，154，24，114，20，130，15，102，14，55，10，12，12) 1
( 100，32，164，28，109，23，123，18，94，12，61，8，14，14) 2

600
( 87，31，108，27，85，21，86，18，69，10，36，9，6，7) 3
( 78，29，123，25，76，20，86，17，73，12，42，8，5，6) 4

500
( 72，25，91，20，66，16，80，12，55，8，36，4，7，8) 5
( 66，22，98，18，72，14，77，10，64，8，31，5，8，7) 6

400
( 58，25，72，20，50，13，60，12，40，10，26，7，4，3) 7
( 49，24，78，20，56，15，55，12，46，8，22，6，5，4) 8

200
( 26，15，38，13，24，10，29，8，16，6，9，2，2，2) 9
( 30，16，34，12，28，10，25，7，21，4，8，0，3，2) 10

根据表 1 中的样本，运用 EM 算法得到了未知

参数估计的近似值，计算出相对偏差 B( θ
∧
) /θ =

( θ
∧
－ θ) /θ ，相关结果列于表 2 中．

从表 2 中的分析结果来看，在利用逐步 I 型区
间删失样本对逆威布尔分布的参数进行估计时，利

用 EM算法所得到的参数估计值与真值非常接近，
相对偏差很小．

表 2 参数估计值及相对偏差

编号 α∧ λ
∧

B( α∧) /α B( λ
∧
) /λ

1 1． 505 2． 004 0． 003 3 0． 002 0
2 1． 495 2． 041 0． 003 3 0． 020 5
3 1． 475 1． 944 0． 016 7 0． 028 0
4 1． 510 2． 021 0． 006 7 0． 010 5
5 1． 472 1． 954 0． 018 7 0． 023 0
6 1． 535 2． 022 0． 023 3 0． 011 0
7 1． 445 1． 938 0． 036 7 0． 031 0
8 1． 525 2． 077 0． 016 7 0． 038 5
9 1． 485 2． 017 0． 010 0 0． 008 5
10 1． 513 1． 931 0． 008 7 0． 034 5

4 结论

本文基于逐步 I 型区间删失数据，通过 EM 算
法给出了逆威布尔分布未知参数极大似然估计的近

似求法，由于涉及到复杂的定积分计算，给出了求参

数估计的另一种方法，并且可在计算机上编程实现．
最后通过随机模拟的方法产生了 10 个样本，利用提
出的方法给出了每一个样本下的参数估计值，其相

对偏差较小，估计效果较好． 另外，还可把本文的方
法运用到其他 2 参数寿命分布的参数估计中．
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