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摘要:利用广义最大元方法研究向量支付弱 Pareto-Nash均衡的存在性，得到了约束广义最大元对策均衡
的存在性定理，该定理剔除了具体支付函数，其中偏好也不一定蕴含传递性，广义最大元对策拓宽了均衡

存在性的研究内容．
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0 引言

当前，在数理经济学中数学研究的进路逐渐收

窄，但应用却日趋广泛，2016 年诺贝尔经济学奖授
予契约理论表明: 机制设计仍然是理论的热点．机制
设计本质上是反求“达到‘预想均衡’的条件”，诚然
以机制设计为核心的契约理论并不深入到基础技术

研究中，但均衡的存在性、均衡点的精炼和选择仍然
具有重要意义．事实上，只有在均衡点存在的基础上
才能得以进一步分析精炼均衡．
近年来，在更宽泛的条件下证明均衡存在性获

得了一些进展．俞建［1］把有限理性纳入到博弈模型
中，推动了有限理性均衡问题的研究． 杨哲等［2］利
用相关截口定理在大博弈中讨论了 Nash 均衡的存
在性．并且，由于现实中博弈决策目标一般是多维度
的，从而，多目标博弈 Pareto-Nash 均衡点受到更多
的关注．林志［3］研究了一个新的弱 Pareto-Nash 均衡
点存在性，蒲勇健等［4］研究了向量支付下的轻微利

他 Pareto-Nash均衡，杨哲等［5］研究的主从博弈本质
上可以构造成一种分层加权形式． 杨哲等［6］从广义
不确定的角度研究多目标博弈弱 Pareto-Nash 均衡
点集的存在性与本质连通区． 贾文生等［7］从信息集
的角度研究多目标博弈弱 Pareto-Nash 平衡点的存

在性和稳定性．这些研究拓广了均衡存在性的研究
范围，由此精炼和选择可以在更宽泛的基础上进行．
当然，在各种研究进路下均衡的存在性是否能统一

描述和刻画尤为有意义，以此可以更厚实地关联理

论基础和应用．
事实上，效用理论的统一性一直是经济学基础

性问题［8-10］，为此，筑基于序、偏好的研究．并且非传
递性偏好更贴近有限理性，从而剔除传递的均衡存

在性研究尤为重要． 本文考察在非传递性偏好和约
束下均衡的存在性，并把多目标博弈弱 Pareto-Nash
平衡点纳入此类均衡的存在性，由此推进各种研究

进路下均衡存在性的统一描述．

1 预备知识

定义 1 X，Y均为拓扑空间，F: X → 2Y 为集值

映射．若对任何 F( x0 ) 在 Y中开邻域 u，x0 的邻域
v，对于 x' ∈ v有 F( x')  u，称 F在点 x0 处上半连
续; 若 F在 X上每一点都上半连续，称 F在 X上上半

连续; 若对任何 Y中的开集 u且 u∩ F( x) ≠ ，必

存在 x的邻域 v，对于 x'∈ v有 F( x') ∩ u≠，称

F: X→ 2Y 在 x处下半连续; 若 F在 X上每一点处都
下半连续，称 F在 X上下半连续． F在一点连续当且
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仅当 F在这一点处既上半连续又下半连续．
引理 1( Fan-Glicksberg 不动点定理) X 是局

部凸线性拓扑空间的非空紧凸集，F: X→ 2X 上半连

续且每个 F( x) 为非空紧凸集，则x* ，使得 x* ∈
F( x* ) ．
设博弈局中人的集合 N = { 1，2，…，n} ，第 i人

的策略集为 Xi，X = X1 × X2 × … × Xn，X
∧

i = X /Xi，

第 i人有择优映射 Fi : X → 2X，相对于策略组合 x，i

更偏好 Fi ( x) ，可行策略映射 Gi : X
∧

i → 2Xi ．称多元组
Γ = ( Xi，Fi，Gi ) i∈N 为约束广义最大元对策． 称 x*i
为第 i人关于 x∧*

i 的最优对策，当( x
*
i ，x
∧*
i ) ∈ ∩

zi∈Gi( x
∧*i )

Fi( zi，

x∧*
i ) 且 x*i ∈Gi ( x

∧*
i ) ．称 x

* ∈X为约束广义最大元

对策 Γ 的 Nash 均衡点，若 i ∈ N 有( x*i ，x
∧*

i ) ∈

∩
zi∈Gi( x

∧*i )

Fi ( zi，x
∧*

i ) 且 x*i ∈ Gi ( x
∧*

i ) ．

引理 2［11］ 对于约束广义最大元对策 Γ =

( Xi，Fi，Gi ) i∈N，i∈N，若x = ( xi，x
∧

i ) ，Fi ( x) ∩
Xi × x∧i、Gi ( x

∧
i ) 均凸，同时{ ∩

zi∈Gi( x
∧*i )

Fi ( zi，x
∧*

i ) } ∩

Gi ( x
∧

i ) × x∧i≠，且 Fi的图像 Graph ( Fi ) 在X × X中
闭，Gi 连续且为闭集，则约束广义最大元对策 Γ 必
有 Nash均衡点．
引理 2 表明在不具传递性偏好下广义最大元对

策存在 Nash 均衡; Γ = ( Xi，Fi，Gi ) i∈N 剔除了支付

函数而采用集值映射 Fi : X→ 2X 刻画了偏好选择和

择优行为．在一些效用函数下的均衡存在性定理是
引理 2 的特例． 显然，左勇华［11］ 说明了一般支付函
数构造的对策可纳入广义最大元对策 Γ = ( Xi，Fi，

Gi ) i∈N，从而杨哲等
［5］定义的社会 Nash均衡也可纳

入此类广义最大元对策Γ = ( Xi，Fi，Gi ) i∈N中．对于
多目标博弈可以定义择优映射 Fi 为

Fi ( xi，x
∧

i ) = { ( yi，x
∧

i ) | fi ( yi，x∧i ) － fi ( xi，x
∧

i )  int Ci} ，

这里 Ci 是凸尖锥，fi ( xi，x
∧

i ) 是向量函数．

2 主要结果

下面将讨论向量支付意义下博弈的 Nash 均衡
存在性定理，并证明向量支付对策同样可以纳入广

义最大元对策 Γ = ( Xi，Fi，Gi ) i∈N 中． 事实上，D．
Blackwell［12］ 最早引入向量支付对策，推广了一般
标量对策，但 D． Blackwell 最早讨论的是向量支付
的零和对策． L． S． Sharpley［13］提出向量支付对策的

均衡点概念，向量支付对策的基本框架才得以建立，

从而给出了一系列均衡存在性定理． Yang Hui等［14］

给出了向量值支付弱 Pareto-Nash均衡的存在定理．
以下采用文献［12］建立的博弈框架和相关概念，以
此研究广义最大元对策 Γ对向量支付对策的吸纳．
设局中人的集合 N = { 1，2，…，n} ，对每个 i∈

N，Xi 是第 i人的策略集，记 X = X1 × X2 × … × Xn，

X
∧

i = X1 ×… × Xi－1 × Xn+1 ×… × Xn，且有正整数mi，

记 Ｒmi
+ = { ( ri，r2，…，rmi

) ∈Ｒmi rj≥0，1≤ j≤mi} ，

显然Ｒmi
+ 是凸尖锥．对每个 i，Gi : X

∧

i→2Xi为其可行策

略映射，f i : X→ Ｒmi 是第 i人的向量支付函数，称多
元组 Γ = ( Xi，Gi，f

i ) i∈N 为 n人多目标广义对策．
定义 2 在 n人多目标广义对策 Γ = ( Xi，f

i，

Gi ) i∈N 中，称 x* ∈ X为弱 Pareto-Nash均衡，若i∈

N，x* = ( x*i ，x
∧*

i ) 有 x*i ∈ Gi ( x
∧*

i ) 且 f i ( yi，x
∧*

i ) －

f i ( x* )  int Ｒmi
+，yi ∈ Gi ( x

∧*
i ) ．

定义 2 表明，在可行策略集中，向量支付在任何
点处的每个分量函数值不可能同时严格地比均衡点

处的大． 本质上，这里引入了一个锥序描述弱序式
偏好．
文献［14］给出了一个弱 Pareto-Nash 均衡的存

在性定理．
定理 1 n 人多目标广义对策 Γ = ( Xi，

f i，Gi ) i∈N适合: ( i) 每个Xi是Banach空间的非空紧

凸集; ( ii) 每个Gi在X
∧

i上连续且非空闭凸集; ( iii)i∈
N，存在某个 1 ≤ ji ≤ mi，f

i
ji在 X 上连续且 ui →

f i
ji ( ui，x

∧
i ) 拟凹，其中 f i = ( f i

1，f
i
2，…，f

i
mi
) ，则对策

Γ有弱 Pareto-Nash均衡．
这里博弈决策和选择的意义是第 i人只依赖第

ji 目标来参与决策．
证 在 i的完整偏好下，择优映射 Fi 为 Fi ( x) =

{ ( yi，x
∧

i ) f i ( xi，x
∧

i ) － f i ( yi，x
∧

i )  int Ｒmi
+ } ． 事实

上，由弱 Pareto-Nash 均衡概念知，只要对每个 i，就
其特定的 ji 作择优映射 F'i : X → 2X 为 F'i ( x) =

{ ( yi，x
∧

i ) f i
ji ( yi，x

∧
i ) ≥ f i

ji ( x) } ，其中 x = ( xi，x
∧

i ) ．

由于每个Gi都连续且闭凸集，且ui→ f i
ji ( ui，x

∧
i )

凹，则 F'i ( x) ∩ Xi × x∧i 一定凸． 由 f i
ji连续知，能在

Gi ( x
∧

i ) 上取得最大值，{ ∩
zi∈Gi( x

∧
i)

Fi ( zi，x
∧

i ) } ∩ Gi ( x
∧

i ) ×

x∧i ≠．又由 f i
ji连续得 F'i的图像闭．根据引理 2，则

必有 Nash均衡点．但是，由于采用特定的 ji 作择优
映射，故而此均衡点是弱 Pareto-Nash均衡点．
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定理 1 是文献［14］在向量支付意义下弱
Pareto-Nash均衡存在性的推广，这里支付函数被削
弱为某一个分量的连续性和拟凹性．
以下是文献［14］的关于向量支付意义下的一

个结果．
定理 2 n 人多目标广义对策 Γ = ( Xi，f

i，

Gi ) i∈N 适合: ( i) 每个 Xi 是 Banach空间的非空紧凸

集; ( ii) 每个 Gi 在 X
∧

i 上连续且非空闭凸集; ( iii)i∈
N，1≤ j≤ mi，f

i = ( f i
1，f

i
2，…，f

i
mi
) 中 f i

j在 X上连

续; ( iv) i∈N，1≤ j≤mi，ui→ f i
j ( ui，x

∧
i ) 凹，则对

策 Γ必有弱 Pareto-Nash均衡．
显然，定理 2 的条件强于定理 1 的条件，从而存

在弱 Pareto-Nash均衡． 事实上，针对定理 2 的较强
条件，给出更强的、更好的 Pareto-Nash均衡定义，并
给出 Pareto-Nash均衡的存在性定理．
事实上，对每一个局中人 i 而言，取一个 λi =

( λ1
i，λ

2
i，…，λ

mi
i ) ，其中 λi 的每一分量均为正数，取

F'i ( x) = { ( yi，x
∧

i ) ∑
mi

k =1
λk

i f
i
k ( yi，x

∧
i ) ≥∑

mi

k =1
λ'i f

i
k ( x) } ，

其中 x = ( xi，x
∧

i ) ，则 F'i也是适合引理 2条件的一个
择优函数，从而也存在一个均衡，这种均衡是加权意

义下的均衡，而且是Pareto最优的，称为Pareto-Nash
均衡． Pareto-Nash均衡是要求每一个局中人及其每
个目标同时达到最优是不现实的，于是局中人就权

衡利弊，对每一个目标确定一个权重来参与博弈; 在

既定的权重中，均衡状态下任何局中人不可能改善

一个目标的支付，而又不损害其他任何目标的支付．
显然，由于采用了权重的方法，Pareto-Nash 均

衡必然是弱 Pareto-Nash 均衡． 当然，由于对择优映
射作了一次选择，所以通过以上方法，并不能找出所

有的弱 Pareto-Nash均衡，但被剔除的弱 Pareto-Nash
均衡正是可以被改进的均衡．以下是 Pareto-Nash均
衡的存在性定理．
定理 3 n 人多目标广义对策 Γ = ( Xi，f

i，

Gi ) i∈N适合: ( i) i∈N，Xi是Banach空间的非空紧

凸集; ( ii) i ∈ N，Gi 在 X
∧

i 上连续且非空闭凸集;

( iii) i∈ N，1 ≤ j≤ mi，f
i
j在 X上连续，其中 f i =

( f i
1，f

i
2，…，f

i
mi
) ; ( iv) i ∈ N，1 ≤ j ≤ mi，ui →

f i
j ( ui，x

∧
i ) 是凹的，则对策Γ必有 Pareto-Nash均衡．

3 结论与展望

本文利用广义最大元对策对多目标向量支付对

策进行了统一．广义最大元对策剔除支付函数而直
接采用偏好关系构建博弈模型，这类偏好并不必然

的含有传递性，并非经典意义上的偏好． 所以，广义
最大元对策的均衡存在性定理对均衡做了实质性的

拓展．
Yang Hui 等［15］的向量支付意义下弱 Pareto-

Nash均衡存在性也可以借助这类非传递性偏好推
广，文献［14］以加权方法处理博弈． 但采用本文方
法可以把其中的支付函数削弱为某一个分量的连续

性和拟凹性．
另一方面，和加权意义不同，对于向量支付可以

考虑分层权重，以不同的、不可跨越的优先层级赋予
向量支付函数中的分量［16］，这类效用函数的博弈均

衡仍然能利用本文的方法加以处理，后文将给出有

关结果．序贯均衡如何纳入最大元 Nash均衡是下一
步将要重点研究的内容．
考虑分层权重，在定理 2 的条件下是否存在

Nash均衡? 另外，分层权重向量支付的对策与广义
最大元对策的关系是怎样的? 这些问题有待于进一

步研究．
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off function or transitive preference，which generalize Nash equilibrium existence of previous game models．
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Abstract: Based on progressive type-I interval censored samples，the maximum likelihood estimation of the unknown
parameters can't be obtained by solving the likelihood equation． The iterative formulas of the parameter estimation
are obtained by EM algorithm，in order to simplify the calculation process，another method of parameter estimation is
obtained in this paper． It can be seen that the estimated values of the parameters are very close to the true values
through numerical simulation，and the relative deviation are small，which shows that the EM algorithm is feasible．
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