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一类微差分方程整函数解的性质

吴丽镐
(华南理工大学广州学院计算机工程学院，广东广州 510800)

摘要:利用值分布理论对一类微差分方程 f( z) n + P( f) = β1eα1
z + β2eα2

z + β3eα3
z 的整函数解的存在性、增长性和零

点收敛指数进行了研究，其中 αi，βi ( i = 1，2，3) 为复常数，P( f) 为 f( z) 的1阶微差分多项式，并推广了已有的一些
结论．
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0 引言和结果

本文采用 Nevanlinna 理论的标准记号［1-2］．设 f( z)
是非常数的亚纯函数，分别用 σ( f)、σ2( f) 和 λ( f) 表示
f( z) 的级、超级和零点收敛指数，并用 δ( a，f) 表示复数 a
对于 f( z) 的亏量．
由于Nevanlinna理论的引入，有大量的文献关注于

复微差分方程的整函数或亚纯函数解的存在性、唯一性
和值分布问题［3-9］．2006年，李平等［10］研究了一类非线性
微分方程超越整函数解的存在性问题，得到了

定理A［10］ 设 n≥4是一个整数，Pd( f) 表示 f( z)
的次数 d≤ n － 3且以 f( z) 的小函数为系数的微分多项
式，设p1( z) ，p2( z) 是2个非零的多项式，α1，α2是2个非
零的常数且满足 α1 /α2 不是有理数，则方程

f( z) n + Pd( f) = p1( z) eα1
z + p2( z) eα2

z

没有超越整函数解．
2011年，张杰等［11］考虑了在一定条件下，如果方程
存在超越整函数解，讨论了解的值分布问题，得到了

定理B［11］ 设n≥3是一个整数，Pd( f) 是关于f( z)
的微分多项式，其次数 d≤ n － 2． p1( z) ，p2( z) 是非零多
项式，α1，α2 是非零常数，且 α1 /α2 ≠ ( d/n)

±1，1．若 f( z)
是方程

f( z) n + Pd( f) = p1( z) eα1
z + p2( z) eα2

z

的超越整函数解，则有 δ( 0，f) = 0．
2013年，廖良文等［12］研究了当 p1( z) ，p2( z) 是有理

式，α1( z) 和 α2( z) 是多项式时，方程的精确亚纯解，获得
下列结果．
定理C［12］ 设 n≥3是一个整数，Pd( f) 是 f( z) 的

次数为 d且以有理函数为系数的微分多项式，设 p1( z) ，
p2( z) 是有理函数，α1 和 α2 是多项式． 如果d≤n － 2，微
分方程

f( z) n + Pd( f) = p1( z) eα1
( z) + p2( z) eα2

( z)

有一个仅有有限多个极点的亚纯解，则α'1 /α'2是一个有理
数．进一步地，仅有下列4种情形之一成立:
( i) f( z) = q( z) eP( z) ，α'1 /α'2 = 1，其中 q( z) 是一个有

理函数，P( z) 是一个多项式且满足 nP'( z) = α'1 = α'2;
( ii) f( z) = q( z) eP( z) ，α'1 /α'2 = k/n或α'1 /α'2 = n/k，其

中q( z) 是一个有理函数，k是一个整数且满足1≤k≤n，
P( z) 是一个多项式且满足 nP'( z) = α'1或 nP'( z) = α'2;
( iii) f满足1阶线性微分方程

f ' = 1
n

p'2
p2

+ 1
n α'( )2 f + φ，

α'1
α'2

= n － 1
n ，

或者 f满足1阶线性微分方程

f ' = 1
n

p'1
p1

+ 1
n α'( )1 f + φ，

α'1
α'2

= n
n － 1，

其中 φ是一个有理函数;
( iv) f( z) = γ1( z) eβ1

( z) + γ2( z) e
－β1( z) ，α'1 / α'2 = － 1，

其中 γ1 和 γ2 是有理函数，β1( z) 是一个多项式且满足
nβ'1 = α'1或 nβ'1 = α'2．

上述定理中，所讨论方程右边的形式皆为 p1eα1
z +

p2eα2
z ．由此自然想到，对于方程的右边超过2项相加
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的情况，解的存在性和性质如何? 为此，本文将研究

微差分方程

f( z) n + P( f) = β1eα1
z + β2eα2

z + β3eα3
z， ( 1)

应用 Nevanlinna 理论和线性代数理论，得到了其整
函数解的存在性、增长性和零点收敛指数，扩充了已
有的结论．
定理 1 设 n≥ 5为整数，βi ( i = 1，2，3) 为非

零复常数，αi ( i = 1，2，3) 为互不相等的非零复常
数，且对于 i，j∈ { 1，2，3} ，有 αi≠ nαj ．若 P( f) 满足
下列条件之一:

( i) P( f) = q( f( z + η) ) ( m) ，其中m≥0为整数，
q≠ 0，η为复常数;
( ii) P( f) = q( z) f( z + η) ，其中 q( z)  0 为有

理式，η为复常数，
则方程( 1) 没有有限级整函数解．

例1 方程 f( z) 4 － 4 3 1．槡 5f( z + 1
3 ln

2
3 ) = e－8z +

4e －5z + e4z 有整函数解 f( z) = e －2z + ez ．
注 1 由例 1说明，在定理 1中，当 n = 4时，方

程( 1) 可能存在有限级整函数解，即定理 1中 n≥ 5
这个条件不能放宽．
定理2 设 n≥2为整数，βi ( i = 1，2，3) 为非零

复常数，αi ( i = 1，2，3) 为互不相等的非零复常数，
且对于 i，j ∈ { 1，2，3} ，有 αi ≠ nαj ． 假设 P( f) =
q( z) ( f( z + η) ) ( m) ，其中m≥ 0为整数，q( z)  0为
有理式，η为复常数，若方程( 1) 有有限级整函数解
f( z) ，则 λ( f) = σ( f) = 1．
例 2 方程 f( z) 2 + ( f( z + πi) ) ″ /4 = － ez /4 －

2e3z + e4z 有整函数解 f( z) = ez － e2z ．
注 2 由例1和例2说明，在定理2中，当 n≥2

时，方程( 1) 可能存在有限级整函数解 f( z) ，并且满
足结论 λ( f) = σ( f) = 1．

1 相关引理

引理 1［13］ 设 f( z) 是方程 f nP( z，f) = Q( z，f)
的有限级超越亚纯函数解，其中 P( z，f) ，Q( z，f) 是
f( z) 的微差分多项式，Q( z，f) 关于 f( z) 及其微分和
差分的次数总和至多为 n，则有 m( r，P( z，f) ) =
S( r，f) ．
引理 2［14］ 设 f1 ( z) ，f2 ( z) ，…，fn ( z) 是亚纯函

数，g1 ( z) ，g2 ( z) ，…，gn ( z) 是整函数，且满足

( i)∑
n

j = 1
fj ( z) e

gj( z) ≡ 0;

( ii) gj ( z) － gk ( z) 不为常数，其中1≤ j ＜ k≤ n;
( iii) 当 1≤ j≤ n，1≤ h ＜ k≤ n时，T( r，fj ) =

o{ T( r，egh－gk ) } ( r→∞，rE) ，其中E ( 1，∞ ) 是
对数测度为有限的集合，则

fj ( z) ≡ 0( j = 1，2，…，n) ．
引理 3 设 n≥ 2 为整数，d1，d2 为复常数，c1，

c2，c3 为有理式，α1，α2，α3 为互不相等的非零复常

数，且对于 i，j∈ { 1，2，3} ，有 αi ≠ nαj ．若等式
( c1eα1

z + c2eα2
z + c3eα3

z ) n = d1eα1
z + d2eα2

z ( 2)
成立，则有 c1 ≡ c2 ≡ c3 ≡ 0．
证 将等式( 2) 展开，可得
d1eα1

z + d2eα2
z = cn1 e

nα1z + cn2 e
nα2z + cn3 e

nα3z +

∑
( m1，m2，m3)

cm1，m2，m3
e ( m1α1+m2α2+m3α3) z， ( 3)

其中m1，m2，m3∈ {0，1，…，n －1}，且m1 + m2 + m3 = n．
假设bij ∈ { 0，1，…，n － 1} ( i，j = 1，2，3) ，且
bi1 + bi2 + bi3 = n( i = 1，2，3) ， ( 4)

满足

nα1 = b11α1 + b12α2 + b13α3，

nα2 = b21α1 + b22α2 + b23α3，

nα3 = b31α1 + b32α2 + b33α3

{
，

( 5)

易得 b12 ＞ 0．因为若 b12 = 0，由( 4) 式得 b11 + b13 =
n，又由( 5) 中的第 1 个等式知( n － b11 ) α1 = b13α3，

故可得 α1 = α3，与已知条件矛盾． 同理可以证明
b23 ＞ 0．
将( 5) 式看成关于变量 αi ( i = 1，2，3) 的齐次

线性方程组

( b11 － n) α1 + b12α2 + b13α3 = 0，

b21α1 + ( b22 － n) α2 + b23α3 = 0，

b31α1 + b32α2 + ( b33 － n) α3 = 0
{

，

( 6)

其系数矩阵为

A =
b11 － n b12 b13
b21 b22 － n b23
b31 b32 b33









－ n

．

一方面，将矩阵 A 的第 2 列和第 3 列加到第 1
列，结合( 4) 式，可得 A = 0，又因为矩阵A存在一
个 2 阶非零子式

b12 b13
b22 － n b23

= b12b23 + b13 ( n － b22 ) ≥ b12b23 ＞ 0，

可知矩阵A的秩为2．这说明方程组( 6) 的基础解系
所含向量个数为 1． 另一方面，从( 4) 式可知矩阵 A
的各行元素之和均为 0，所以 ( 1，1，1) T 是方程组
( 6) 的一个解，故方程组 ( 6) 的基础解系为 ( 1，1，
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1) T，即通解为 k( 1，1，1) T，其中 k 为任意常数，即得
α1 = α2 = α3，与已知条件矛盾． 由此可得，( 5) 式中
至少有一个等式不成立．
不失一般性，假设 m1α1 + m2α2 + m3α3 ≠ nα1，

由( 3) 式及引理 2 可得 c1 ≡ 0，从而有
( c2eα2

z + c3eα3
z ) n = d1eα1

z + d1eα2
z，

展开得

d1eα1
z + d2eα2

z = cn2 e
nα2z + cn3 e

nα3z +

∑
n－1

j = 1
( )nj cj2c

n－j
3 e ( jα2+ ( n－j) α3) z ． ( 7)

由于 α2 ≠ α3，则对于 j = 0，1，…，n － 1，有 nα2 ≠
jα2 + ( n － j) α3，nα3 ≠ jα2 + ( n － j) α3，结合( 7) 式
及引理 2 可得 c2 ≡ c3 ≡ 0．引理 3 得证．

引理 4［15］ 设 f( z) 是非常数亚纯函数，c 是任
意复常数．若 σ2 ( f) ＜ 1，且 ε ＞ 0，则

m r，f( z + c)
f( z( )) = O T( r，f( z) )

r1－σ2( f) －( )ε ，

r E，E具有有穷对数测度．
引理 5［16］ 设 f为有限级非常数亚纯函数，则

m r，f '( z)f( z( )) = O( log r) ( r→ ∞，r E) ，

若 f为无穷级的超越亚纯函数，k≥1是一个整数，则

m r，f
( k) ( z)
f( z( )) = O( log rT( r，f) ) ( r→ ∞，r E) ，

其中 E为线测度有限的集合．
引理 6［17］ 设 H( z) 是亚纯函数，h( z) 是多项

式且 deg h( z) ≥ 1，c是非零复常数．若 σ( H( z) ) ＜
σ( eh( z) ) ，则

T( r，H( z) ) = S( r，eh( z) ) ，

T( r，H( z + c) ) = S( r，eh( z) ) ，

T( r，eh( z+c) －h( z) ) = S( r，eh( z) ) ．

2 定理的证明

定理1的证明 设 f( z) 为方程( 1) 的任一有限
级整函数解且 P( f) 满足定理 1 条件( i) ．若 f( z) 为
多项式，则方程 ( 1) 两边的级不相等，矛盾，所以
f( z) 只可能是超越的． 将方程( 1) 两边求导，得
nf n－1f ' + P( f) ' = α1β1eα1

z + α2β2eα2
z + α3β3eα3

z ． ( 8)
再将方程( 8) 两边求导，得
( nf n－1 f ') ' + P( f) ″ = α2

1β1eα1
z + α2

2β2eα2
z +

α2
3β3eα3

z ． ( 9)

由( 1) 式、( 8) 式和( 9) 式，消去 eα1z 和 eα3z 可得
β2eα2

z =［－ α1α3 ( f
n + P( f) ) + ( α1 + α3 ) ( f

n +

P( f) ) ' － ( f n + P( f) ) ″］［( α3 － α2 ) ( α2 － α1 ) ］，

从而有

F + Q( f) = ( α3 － α2 ) ( α1 － α2 ) β2eα2
z， ( 10)

其中

F = α1α3 f
n － ( α1 + α3 ) ( f

n ) ' + ( f n ) ″，( 11)
Q( f) = α1α3P( f) － ( α1 + α3) P( f) ' + P( f) ″， ( 12)
将( 10) 式两边求导，得
F' + Q( f) ' = ( α3 － α2 ) ( α2 － α1 ) α2β2eα2

z ． ( 13)

由( 10) 式和( 13) 式，消去 eα2z 可得
α2F － F' = Q( f) ' － α2Q( f) ． ( 14)

于是由( 11) 式和( 14) 式可得
f n－3φ = Q( f) ' － α2Q( f) ， ( 15)

其中 φ为 f的 3 次微分多项式，且有
φ = α1α2α3 f

3 + ( α2 ( － n( α1 + α3 ) f ' + nf ″) －

α1α3nf ' － ( n( α1 + α3 ) f ' + nf ″) ) f 2 + ( n( n －
1) α2 ( f ')

2 － ( － n( α1 + α3 ) f ' + nf ″) ( n － 1) f ' －
2n( n － 1) f 'f ″) f － n( n － 1) ( n － 2) ( f ') 3 ．
由于 n≥ 5，Q( f) 为 f的 1 次微差分多项式，若

φ 0，由( 15) 式及引理 1可得 T( r，φ) = m( r，φ) =
S( r，f) ．另外，( 15) 式可变形为

f n－4( fφ) = Q( f) ' － α2Q( f) ，
同样由引理 1 可得 T( r，fφ) = S( r，f) ，从而

T( r，f) ≤ T( r，fφ) + T( r，1 /φ) = S( r，f) ，
矛盾，则有 φ≡ 0，即

Q( f) ' － α2Q( f) ≡ 0， ( 16)
α2F － F' ≡ 0． ( 17)

下面分 2 种情形讨论．
情形1 当Q( f) 0时，由方程( 16) 可得Q( f) =

c～ 2eα2
z ( c～ 2 ≠ 0) ，代入方程( 12) 可解得

P( f) = c～ 1eα1
z + c～ 2eα2

z［( α1 － α2 ) ( α3 －

α2) ］+ c～ 3eα3
z ．

结合 P( f) = q( f( z + η) ) ( m) 解得
f( z) = c1eα1

z + c2eα2
z + c3eα3

z， ( 18)

其中 c1，c2，c3 为复常数．另外，将 eα2z = Q( f) / c～ 2 代
入方程( 10) ，有

F + Q( f) = ( α3 － α2 ) ( α1 － α2 ) β2Q( f) / c
～
2，

即

α1α3 f
n + ( － n( α1 + α3 ) f ' + nf ″)·f n－1 + n( n －

1) ( f ') 2f n－2 + ( 1 － ( α1 － α2) ( α3 － α2) β2 / c
～
2) Q( f) = 0，

从而有

f n－2( α1α3f
2 + ( － n( α1 + α3) f ' + nf ″) f + n( n －

1) ( f ') 2 ) = ( ( α1 － α2 ) ( α3 － α2 ) β2 / c
～
2 － 1) Q( f) ．
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类似前面证明 φ≡ 0 的方法，可以得到
α1α

2
3 + ( － n( α1 + α3 ) f ' + nf ″) f + n( n －

1) ( f ') 2 ≡ 0，
由此可解得

f( z) = c4 ( eα3
z+α1nc5 + eα1z+α3nc5 ) 1 /n，

即

f( z) n = d1eα1
z + d3eα3

z， ( 19)
其中 d1，d2 为复常数．再由( 18) 式和( 19) 式有
( c1eα1

z + c2eα2
z + c3eα3

z ) n = d1eα1
z + d3eα3

z，

从而由引理 3可得 c1 = c2 = c3 = 0，即 f( z) ≡ 0，这
与 f( z) 是超越整函数矛盾．
情形 2 当 Q( f) ≡ 0时，即 α1α3P( f) － ( α1 +

α3 ) P( f) ' + P( f) ″ = 0，解得 P( f) = k
～

1eα1
z + k

～

3eα3
z ．

结合 P( f) = q( f( z + η) ) ( m) ，可解得
f = k1eα1

z + k3eα3
z， ( 20)

其中 k1，k3 为复常数．

假设 F ≡ 0，由 ( 11) 式可解得 f n = l
～

1eα1
z +

l
～

3eα3
z ． 将 f n = l

～

1eα1
z + l

～

3eα3
z和P( f) = k

～

1eα1
z + k

～

3eα3
z

代入方程( 1) ，由引理 2 可得 β2 = 0，与已知条件矛
盾，所以 F 0．由 ( 11) 式和( 17) 式可解得

f n = l1eα1
z + l2eα2

z + l3eα3
z ． ( 21)

比较( 20) 式和( 21) 式，有
( k1eα1

z + k3eα3
z ) n = l1eα1

z + l2eα2
z + l3eα3

z，

展开得

l1eα1
z + l2eα2

z + l3eα3
z = kn

1 e
nα1z + kn

3 e
nα3z +

∑
n－1

j = 1
( )nj kj

1k
n－j
3 e ( jα1+ ( n－j) α3) z ． ( 22)

因为 α1 ≠ α3，所以对于 j = 0，1，…，n － 1，有
nα1 ≠ jα1 + ( n － j) α3 和 nα3 ≠ jα1 + ( n － j) α3 ．由
( 22) 式及引理2可得 c1 = c3 = 0，即 f( z) ≡0，矛盾．
综上所述，可知方程( 1) 没有有限级整函数解．
若 P( f) 满足定理 1 条件( ii) ，类似以上的方法

逐步推导亦可证明结论．
定理2的证明 设 f( z) 为方程( 1) 的任一有限

级整函数解，类似定理 1 证明可知 f( z) 只能是超越
的．由引理 4 和引理 5 可得

T( r，P( f) ) = T( r，f( z) n + q( z) ( f( z + η) ) ( m) ) ≥
m( r，f( z) n + q( z) ( f( z + η) ) ( m) ) ≥ m( r，f( z) n ) －
m( r，q( z) f( z) f( z + η) ( f( z + η) ) ( m)( f( z) f( z +
η) ) ) ≥ nm( r，f( z) ) － m( r，f( z) ) + S( r，f) =
( n － 1) T( r，f( z) ) + S( r，f) ． ( 23)
另外，

T( r，β1eα1
z + β2eα2

z + β3eα3
z ) ≤ T( r，β1eα1

z ) +
T( r，β2eα2

z ) + T( r，β3eα3
z ) + o( 1) =

( α1 + α2 + α3 ) r( 1 + o( 1) ) /π． ( 24)

由( 1) 式、( 23) 式和( 24) 式可得
( n － 1) T( r，f( z) ) + S( r，f) ≤ ( α1 + α2 +

α3 ) r( 1 + o( 1) ) /π，

从而 σ( f) ≤ 1．假设 σ( f) ＜ 1，由引理 6可知，对于
1 ≤i ＜ j≤ 3，

T( r，P( f) ) = T( r，f( z) n + q( z) ( f( z + η) ) ( m) ) =
S( r，e ( αi －αj) z ) ，

再由方程( 1) 和引理 2可得 β1 = β2 = β3 = 0，与定
理 2 的条件矛盾．从而 σ( f) = 1 得证．
下面证明 λ( f) = 1．
已知 λ( f) ≤ σ( f) = 1． 假设 λ( f) ＜ 1，由

Hadamard定理，f( z) 可表示为 f( z) = Q( z) ecz，其中

c是非零常数，Q( z) 是级小于 1 的整函数．由引理 6
可知，对于 1 ≤ i ＜ j≤ 3，

T( r，Q( z) ) = S( r，e ( αi －αj) z ) ，
T( r，Q( z + η) ) = S( r，e ( αi －αj) z ) ． ( 25)

将 f( z) = Q( z) ecz 代入方程( 1) ，可得
Q( z) nencz + q( z) ( Q( z + η) ecηecz ) ( m) =
β1eα1

z + β2eα2
z + β3eα3

z ． ( 26)

令( Q( z + η) ecηecz ) ( m) = ecηR( z + η) ecz，其中

R( z + η) 为 Q( z + η) 及其导数的多项式，易知
R( z + η) 是级小于 1的整函数．因为 αi ( i = 1，2，3)
互不相等，所以可由( 25) 式、( 26) 式及引理 2 推出
β1，β2，β3 中至少有一个为 0，与已知条件矛盾． 即证
λ( f) = 1．
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The Properties of Entire Solutions of a Certain Type of
Differential-Difference Equations

WU Lihao
( School of Computer Engineering，Guangzhou College of South China University of Technology，

Guangzhou Guangdong 510800，China)

Abstract: By using the value distribution theory，the existence，growth and exponent of convergence of zeros of entire
solutions of a certain type of differential-difference equations of the form f( z) n + P( f) = β1eα1

z + β2eα2
z + β3eα3

z are
considered，where αi，βi ( i = 1，2，3) are constants． P( f) denotes an algebraic differential-difference polynomial in f
( z) of degree one． And some known results obtained most recently are improved．
Key words: differential-difference equations; entire functions; exponent of convergence
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