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摘要:利用值分布理论，对复合函数 f( g( z) ) 的增长性、零点收敛指数和极点收敛指数进行了研究，其中
f( z) 为有限对数级整函数或者亚纯函数，g( z) 为有限级整函数，所得结果丰富和完善了已有的结果．
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0 引言与结果

本文使用大家熟悉的亚纯函数值分布理论的标

准记号［1-2］．用 T( r，f) 表示亚纯函数 f( z) 的特征函
数，M( r，f) 表示整函数 f( z) 在圆周上 z = r的最大
模，用 n( r，1 / f) ( N( r，1 / f) ) 表示亚纯函数 f( z) 在圆
周 z ＜ r 内的零点 ( 积分 ) 计数函数，用 n( r，
f) ( N( r，f) ) 表示亚纯函数 f( z) 在圆周 z ＜ r 内的
极点 ( 积分 ) 计数函数． 对于充分大的 r ∈ ( 0，
+ ∞ ) ，令 log1 r = log r，且 logi +1 r = log( logi r) ，
i∈N．下面给出整函数增长级和零点收敛指数的一
些定义．
定义 1［1-2］ 整函数 f( z) 的级和下级分别定

义为

ρ( f) = lim
r→∞

log T( r，f)
log r = lim

r→∞

log2 M( r，f)
log r ，( 1)

μ( f) = lim
r→∞

log T( r，f)
log r = lim

r→∞

log2 M( r，f)
log r ． ( 2)

亚纯函数 f( z) 的级和下级也分别可用( 1) 式和
( 2) 式的第 1 个等式来定义．
定义 2［3-4］ 整函数 f( z) 的对数增长级和对数

下级分别定义为

ρlog ( f) = lim
r→∞

log T( r，f)
loglog r = lim

r→∞

log2 M( r，f)
loglog r ，( 3)

μlog ( f) = lim
r→∞

log T( r，f)
loglog r = lim

r→∞

log2 M( r，f)
loglog r ． ( 4)

亚纯函数 f( z) 的对数级和对数下级也分别可
用( 3) 式和( 4) 式的第 1 个等式来定义．
定义 3［1-2］ 亚纯函数 f( z) 的零点收敛指数和

极点收敛指数分别定义为

λ( f) = lim
r→∞

log N( r，1 / f)
log r = lim

r→∞

log n( r，1 / f)
log r ，

λ( 1 / f) = lim
r→∞

log N( r，f)
log r = lim

r→∞

log n( r，f)
log r ．

定义 4［4］ 亚纯函数 f( z) 由积分计数函数
N( r，1 / f) 定义的对数零点收敛指数和下对数零点
收敛指数分别为

λ log ( f) = lim
r→∞

log N( r，1 / f)
loglog r ，

λ log ( f) = lim
r→∞

log N( r，1 / f)
loglog r ．

定义5［5］ 亚纯函数 f( z) 由计数函数 n( r，1 / f)
定义的对数零点收敛指数和下对数零点收敛指数分

别为

λn
log ( f) = lim

r→∞

log n( r，1 / f)
loglog r ，

λn
log ( f) = lim

r→∞

log n( r，1 / f)
loglog r ．

定义6 亚纯函数 f( z) 的对数极点收敛指数和
下对数极点收敛指数分别定义为

λ log ( 1 / f) = lim
r→∞

log N( r，f)
loglog r ，

λ log ( 1 / f) = lim
r→∞

log N( r，f)
loglog r ．
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注 1 若亚纯函数 f( z) 满足 0 ＜ ρ( f) = μ( f) ＜
∞，则 f( z) 是正则增长的．由定义 2 可知，非常数亚
纯函数 f( z) 的对数增长级满足 ρlog ( f) ≥ μlog ( f) ≥
1．若亚纯函数 f( z) 的对数增长级满足 ρlog ( f) ＞ 1，
则 f( z) 为超越;若亚纯函数 f( z) 的对数增长级满足
ρlog ( f) ＜ ∞，则 f( z) 的增长级为 0．反之，若亚纯函
数 f( z) 的增长级为 0，则 f( z) 的对数增长级可能满
足 ρlog( f) = ∞，例如亚纯函数 f( z) 满足 T( r，f) =

e ( log r) α，0 ＜ α ＜ 1，则有 ρ( f) = 0，但是 ρlog ( f) = ∞ ．
若亚纯函数 f( z) 满足1≤ ρlog ( f) = μlog ( f) ＜ ∞，则
f( z) 也是正则增长的． 多项式或有理函数的增长级
满足 ρlog ( f) = μlog ( f) = 1，f( z) 为正则增长．
注2 若亚纯函数 f( z) 没有零点，则λlog ( f) = 0．

若亚纯函数 f( z) 只有有限个零点，则λ log ( f) = 1;若
λ log ( f) ＞ 1，则亚纯函数 f( z) 有无穷多个零点． 反
之，若亚纯函数 f( z) 有无穷多个零点，则λlog ( f) = 1也
可能成立．例如设亚纯函数 f( z) 满足 n( r，1 / f) = lnln
r，r ＞ e，则 f( z) 有无穷多个零点，但是通过计算易
得 λ log ( f) = 1，λn

log ( f) = 0．多项式或有理函数满足
λ log ( f) = λ log ( f) = 1． 另外由定义 3 可知，由 N( r，

1 / f) 和 n( r，1 / f) 定义的零点收敛指数是相等的，但
是由文献［5］定理3． 1可知，由N( r，1 / f) 和 n( r，1 / f)
定义的对数零点收敛指数满足关系式 λlog( f) = λn

log ( f)
+ 1，λ log ( f) = λn

log ( f) + 1．

亚纯( 整) 函数 f( z) 与整函数 g( z) 的复合一直
是复分析的研究重点之一，过去几十年已经有很丰

富的研究结果［6-17］． 对于有限级亚纯( 整) 函数 f( z)
与整函数 g( z) 的复合 f( g( z) ) 的增长性以及零点，
早期的一个结果是 G． Polay首先给出的．
定理 A［6］ 设 f( z) 与 g( z) 为整函数，且 f( g)

为有限级( 下级) ，则只可能有 2 种情形:
( i) g为一多项式，f 为有限级( 下级) ;
( ii) g不是一多项式，但为有限级( 下级) ，而 f

的级( 下级) 为 0．
当 f( z) 为亚纯函数，g( z) 为整函数时，A． Edrei

等得到下面 2 个结果．
定理 B［9］ 设 f( z) 为亚纯函数，其级大于 0，

g( z) 为超越整函数，则 f( g) 的级为无穷．
定理 C［9］ 设 f( z) 为整函数，其零点收敛指数

大于 0，g( z) 为超越整函数，则 f( g) 的零点收敛指
数为无穷．
由于最近几年对数增长级在复微分方程中应用

比较多，自然想到对数增长级的亚纯( 整) 函数和有

限级整函数的复合，其实在这之前就已经有人研究

过对数级亚纯函数 ( 整函数) 与有限级整函数的

复合［8，13-14］．
在文献［8］定理 2 的基础上，本文研究了有限

对数级整( 亚纯) 函数 f( z) 与有限级整函数 g( z) 复
合函数 f( g( z) ) 的增长级、零点和极点，得到以下一
些结果．
定理1 设 f( z) 是有限对数级整函数，g( z) 为

有限级整函数，则

μlog ( f) μ( g) ≤ μ( f( g) ) ≤ min
ρlog ( f) μ( g)

μlog ( f) ρ( g
{ )

≤

max
ρlog ( f) μ( g)

μlog ( f) ρ( g
{ )

≤ ρ( f( g) ) ≤ ρlog ( f) ρ( g) ．

推论 1 若整函数 f( z) 为正则增长或者 g( z)
为正则增长，则有 ρ( f( g) ) = ρlog ( f) ρ( g) ，μ( f( g) ) =
μlog ( f) μ( g) ; 若 f( z) 和 g( z) 均为正则增长，则
f( g( z) ) 也为正则增长，且有 μ( f( g) ) = ρ( f( g) ) =
ρlog ( f) ρ( g) ; 若 f( g( z) ) 为 正 则 增 长， 则 有
ρlog ( f) μ( g) = μlog ( f) ρ( g) ．
推论2 当 f( z) 是无穷对数级整函数时，定理1

的结论也成立，( i) 若 ρlog ( f) = ∞，且 g( z) 为有限
级整函数满足 μ( g) ＞ 0，则 ρ( f( g) ) = ∞ ; ( ii) 若
μlog ( f) = ∞，且 μ( g) ＞ 0，则 μ( f( g) ) = ∞ ．
注 3 推论 2说明定理 A中第 2种情形的逆命

题不一定成立，虽然 g( z) 为有限级，满足 μ( g) ＞ 0，
但当 ρlog( f) = ∞ 或者 μlog( f) = ∞ 时，则有 ρ( f( g) ) =
∞ 或者 μ( f( g) ) = ∞ ．
定理 2 设 f( z) 是有限对数级亚纯函数，g( z)

为有限级整函数，则

μ( f( g) ) ≤ min
ρlog ( f) μ( g)

μlog ( f) ρ( g
{ )

≤

max
ρlog ( f) μ( g)

μlog ( f) ρ( g
{ )

≤ ρ( f( g) ) ≤ ρlog ( f) ρ( g) ．

注 4 当 f( z) 为亚纯函数、g( z) 为整函数时，
由于引理 2 缺乏引理 1 中夹逼的结果，所以结论
μlog ( f) μ( g) ≤ μ( f( g) ) 在没有特殊条件下一般是
不成立的．
定理2的结果也推广了文献［13］中定理3的结

果． 把定理 1 推广到零点的情形，则有以下结果．
定理3 设 f( z) 为超越亚纯函数且对数零点收

敛指数为有限，g( z) 为有限级整函数，则

λ log ( f) μ( g) ≤ λ( f( g) ) ≤min
λ log ( f) μ( g)

λ log ( f) ρ( g
{ )

≤
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max
λ log ( f) μ( g)

λ log ( f) ρ( g
{ )

≤ λ( f( g) ) ≤ λ log ( f) ρ( g) ．

推论 3 设 f( z) ，g( z) 满足定理 3中的假设，若
超越亚纯函数 f( z) 满足 λ log ( f) = λ log ( f) 或者整函

数 g( z) 为正则增长，则有 λ( f( g) ) = λ log ( f) ρ( g) ，
λ( f( g) ) = λ log ( f) μ( g) ．若超越整亚纯函数 f( z) 满

足 λ log ( f) = λ log ( f) 且整函数 g( z) 为正则增长，则

有 λ( f( g) ) = λ( f( g) ) = λ log ( f)·ρ( g) ．由 Picard

定理和 Nevanlinna 第 2 基本定理容易得到以下
结果．
推论 4 设 f( z) 为有理函数，至少具有 2 个不

同的零点，g( z) 为超越整函数，则有 μ( g) =
λ( f( g) ) ≤ λ( f( g) ) = ρ( g) ．

注5 当 g( z) 为多项式时，定理3结果也成立，
因为 μ( g) = ρ( g) = 0，结果变成 λ( f( g) ) =

λ( f( g) ) = 0．在推论 4中，有理函数 f( z) 至少具有
2 个不相同的零点是必要条件，例如当 f( z) 为多项
式时，f( z) = zn，g( z) = ez，f( g( z) ) = enz，满足

λ log ( f) = λ log ( f) = 1，ρ( g) = μ( g) = 1，但

λ( f( g) ) = 0 ≠ 1．
定理 4 设亚纯函数 f( z) 满足 λ log ( f) = ∞，

g( z) 为有限级整函数，满足 μ( g) ＞ 0，则 f( g) 的零
点收敛指数为无穷．
定理 5 设 f( z) 为亚纯函数，且对数极点收敛

指数为有限，g( z) 为有限级整函数，则
λ log ( 1 / f) μ( g) ≤ λ( 1 / f( g) ) ≤

min
λ log ( 1 / f) μ( g)

λ log ( 1 / f) ρ( g
{ )

≤ max
λ log ( 1 / f) μ( g)

λ log ( 1 / f) ρ( g
{ )

≤

λ( 1 / f( g) ) ≤ λ log ( 1 / f) ρ( g) ．
推论 5 设 f( z) 为有理函数，至少具有 2 个不

同的极点，g( z) 为超越整函数，则有
μ( g) = λ( 1 / f( g) ) ≤ λ( 1 / f( g) ) = ρ( g) ．

1 引理

引理 1［7］ 设 f( z) ，g( z) 为整函数，满足 g( 0) =
0．对任意的 0 ＜ α ＜ 1，当 r ＞ 0 时，有
M( C( α) M( αr，g) ，f) ≤M( r，f( g) ) ≤M( M( r，g) ，f) ，
其中 C( α) = ( 1 － α) 2 / ( 4α) ．
引理 2［10］ 设 f( z) 为亚纯函数，g( z) 为整函

数，当 r充分大时，有

T( r，f( g) ) ≤ ( 1 + o( 1) ) T( r，f) T( M( r，g) ，
f) log M( r，g) ≤ 2T( M( r，g) ，f) ．
引理 3［9］ 设 g( z) 为有限级超越整函数，当

w ＞ g( 0) 时，通过 w = M( t，g) 确定 t =

t( w ) ，则ξ ＞ 0，当 w ＞ K( g，ξ) 时，方程 g( z) =

w在 z ＜ t1+ξ 至少有 1 个解．

2 定理的证明

定理1的证明 由引理1以及整函数对数级的
定义 2 可得，ε ＞ 0 以及充分大的 r ＞ r0，

log2 M( r，f( g) ) ≤ log2 M( M( r，g) ，f) ≤
( ρlog ( f) + ε) log2 M( r，g) ． ( 5)

( 5) 式两边同除以 log r取上极限可得

lim
r→∞

log2 M( r，f( g) ) log r≤

( ρlog ( f) + ε) lim
r→∞

log2 M( r，g) log r．

由定义 1 可得 ρ( f( g) ) ≤ ρlog ( f) ρ( g) ． 另一方
面，由引理 1，令 α = 1 /2 和对数下级的定义可得
ε ＞ 0 以及充分大的 r ＞ r0，

log2 M( r，f( g) ) ≥ log2 M( M( r /2，g) /8，f) ≥
( μlog ( f) － ε) log2［M( r /2，g) /8］， ( 6)

( 6) 式两边同除以 log r并取下极限可得
μ( f( g) ) ≥ μlog ( f) μ( g) ．

下证 ρ( f( g) ) ≥max{ ρlog( f) μ( g) ，μlog( f) ρ( g) } ．由
增长级的定义可得存在 1列{ rn} ∞n = 1→∞ ( 注意下面
定理证明过程出现的点列{ rn} ∞n = 1 每次出现不必相

同) ，满足lim
n→∞

log2 M( rn，g) log rn = ρ( g) ．故由( 3)

式可得，ε ＞ 0 以及充分大的 rn，
log2 M( rn，f( g) ) ≥ log2 M( M( rn /2，g) /8，f) ≥
( μlog ( f) － ε) log2［M( rn /2，g) /8］， ( 7)

由 ( 7) 式两边同除以 log rn 可得 ρ( f( g) ) ≥
μlog ( f) ρ( g) ．
另一方面，由 ( 4) 式和对数上级的定义可得

ε ＞ 0 以及存在 2列{ Rn}
∞
n = 1 →∞，{ rn} ∞n = 1 →∞，

满足 lim
n→∞

log2 M( Rn，f) / log Rn = ρlog ( f) 且 Rn =

M( rn /2，g) /8，有
log2 M( rn，f( g) ) ≥ log2 M( M( rn /2，g) /8，f) ≥
( ρlog ( f) － ε) log2［M( rn /2，g) /8］， ( 8)

因此，由( 8) 式两边同除以 log rn 并取上极限可得
ρ( f( g) ) ≥ ρlog ( f) μ( g) ．

下证 μ( f( g) ) ≤ min{ ρlog ( f) μ( g) ，μlog ( f) ρ( g) } ．
由引理 1、定义 1和定义 2可得，ε ＞ 0以及存在 1
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列{ rn} ∞n = 1 → ∞，满足
lim
n→∞

log2 M( rn，g) log rn = μ( g) ，

有

log2 M( rn，f( g) ) ≤ log2 M( M( rn，g) ，f) ≤
( ρlog ( f) + ε) log2 M( rn，g) ≤ ( ρlog ( f) + ε) ( μ( g) +
ε) log rn，
上式两边同除以 log rn 并取下极限可得

μ( f( g) ) ≤ ρlog ( f) μ( g) ．
同理可得 μ( f( g) ) ≤ μlog ( f) ρ( g) ．故定理 1 的

结论成立．
定理2的证明 由引理2以及亚纯函数对数级

的定义 2 可得，ε ＞ 0 以及充分大的 r ＞ r0，
log T( r，f( g) ) ≤ log 2T( M( r，g) ，f) ≤

( ρlog ( f) + ε) log2 M( r，g) ，
由引理 2 及定理 1 相同的证明方法可得

ρ( f( g) ) ≤ ρlog ( f) ρ( g) ．
由文献［8］定理 4可得，当 f( z) 为亚纯函数时，

结论

ρ( f( g) ) ≥ max{ ρlog ( f) μ( g) ，μlog ( f) ρ( g) }
也成立．最后类似定理 1 最后一段的证明方法可得

μ( f( g) ) ≤ min{ ρlog ( f) μ( g) ，μlog ( f) ρ( g) } ．
故定理 2 得证．
定理3的证明 由定义4可得，ε ＞ 0以及对

于充分大的 r，有
log N( r，1 / f( g) ) ≤ log N( M( r，g) ，1 / f) ≤
( λ log ( f) + ε) log2 M( r，g) ， ( 9)

( 9) 式两边同除以 log r并取上极限可得
λ( f( g) ) ≤ λ log ( f) ρ( g) ．

ε ＞ 0，由下级的定义可得存在1列{ rn} ∞n = 1→
∞，满足lim

n→∞
log2 M( rn，g) log rn = μ( g) ，类似( 9)

式可得

log N( rn，1 / f( g) ) ≤ ( λlog ( f) + ε) log2 M( rn，g) ≤
( λ log ( f) + ε) ( μ( g) + ε) log rn， ( 10)
由( 10) 式两边同除以 log rn 取下极限可得

λ( f( g) ) ≤ λ log ( f) μ( g) ．

类似地，ε ＞ 0，由定义 3 可得存在 1 列
{ Rn}

∞
n = 1 → ∞ 满足

lim
r→∞

log N( Rn，1 / f)
log2 Rn

= λ log ( f) ，

令 Rn = M( rn，g) ，可得 1 列{ rn} ∞n = 1 → ∞ 满足
log N( rn，1 / f( g) ) ≤ log N( M( rn，g) ，1 / f) ≤

( λ log ( f) + ε) log2 M( rn，g) ． ( 11)

由( 11) 式可得 λ( f( g) ) ≤ λ log ( f) ρ( g) ，故有

λ( f( g) ) ≤ min
λ log ( f) μ( g)

λ log ( f) ρ( g
{ )

．

另一方面，由引理 3 可得，ξ ＞ 0，当 w ＞

K( g，ξ) 时，方程 g( z) = w在 z ＜ t1+ξ至少有一零

点，则对任意充分大的 r，有
N( r1+ξ，1 / f( g) ) ≥ N( M( r，g) ，1 / f) + O( log r) ， ( 12)
由( 12) 式、定义 4 以及注 2( λ log ( f) ≥ 1) 可得，

ε ＞ 0 以及对于充分大的 r，有
log N( r1+ξ，1 / f( g) ) ≥ ( λ log ( f) － ε) log2 M( r，

g) ≥ ( λ log ( f) － ε) ( μ( g) － ε) log r， ( 13)

由( 13) 式可得
λ( f( g) ) ≥ λ log ( f) μ( g) ．

类似地，由( 8) 式可得，ε ＞ 0以及1列{ rn} ∞n =1→
∞，满足lim

n→∞
log2 M( rn，g)log rn = ρ( g) ，有

log2 N( r
1+ξ
n ，1 / f( g) ) ≥ ( λ log ( f) － ε) log2 M( rn，

g) ≥ ( λ log ( f) － ε) ( ρ( g) － ε) log rn， ( 14)

由 ( 14) 式可得 λ( f( g) ) ≥ λ log ( f) ρ( g) ，并且由

( 12) 式同理可得 1 列{ rn} ∞n = 1 → ∞ 满足
log2 N( r

1+ξ
n ，1 / f( g) ) ≥ ( λ log ( f) － ε) log2 M( rn，

g) ≥ ( λ log ( f) － ε) ( μ( g) － ε) log rn， ( 15)
由( 15) 式可得 λ( f( g) ) ≥ λ log ( f) μ( g) ，因此有

λ( f( g) ) ≥ max
λ log ( f) μ( g)

λ log ( f) ρ( g
{ )

．

故定理 3 结论成立．
定理 4和定理 5的证明 由定理 3的证明过程

类似可得．
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The Composition of Meromorphic Function and Entire Function of
Finite Logarithmic Order
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Abstract: In this paper，the growth，zeros and poles of composite function f( g( z) ) are studied by using the value
distribution theory，where f( z) is a meromorphic or entire function of finite logarithmic order and g( z) is entire of
finite order，and some results are obtained which enrich and improve some previous results．
Key words: entire function; meromorphic functions; order; finite logarithmic order; logarithmic convergence exponent
of zeros
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