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关于有限群 p-幂零性的刻画
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摘要:设 T( G) 和 k( G) 分别为有限群 G的复特征标次数和与共轭类数，且设 p是素数，若 G /T( G) ＜ 2p /

( p + 1) 或 G /k( G) ＜ 4p / ( p + 3) ，则 G是 p-幂零群．
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0 引言

本文出现的群 G均为有限阶的．为了叙述方便，

给出文中出现的相关定义．令 G' =〈［a，b］| a，b∈
G〉为 G的换位子群( 也称导子群) ，这里［a，b］ =
a－1b－1ab为元素 a，b的换位子．归纳定义群 G的 n阶
换位子群为

G ( 0) = G，G ( n) = ( G ( n－1) ) '．

称群 G为可解群，若存在正整数 n，使得 G ( n) = 1．

对于 G的子群列
G = G0 ≥ G1 ≥ G2 ≥…≥ Gs = 1， ( 1)

若对所有的 i = 1，2，…，s，有 Gi G( Gi 是 G的正规
子群) ，则称( 1) 式为 G 的一个正规群列; 若对所有
的 i = 1，2，…，s － 1，有 Gi+1Gi，则称( 1) 式为 G的

一个次正规群列;若每个 Gi 是真包含在 Gi－1 中的 G

的极大正规子群，则称( 1) 式为G的主群列;若每个
Gi 是 Gi－1 的极大正规子群，则称( 1) 式为 G 的合成
群列．关于可解群的刻画，也有从合成群列和主群列
给出的等价刻画，即

( i) 群 G可解当且仅当 G的合成因子都是素数
阶循环群;

( ii) 群 G可解当且仅当 G的主因子都是素数幂
阶的初等交换群．

称群 G为 p-可解群，若存在 G的一个正规群列

( 1) ，使得 Gi /Gi+1 为 p-群或 p'-群;称群 G为超可解
群，若G的每个主因子都是循环群;称群G为 p-超可
解，若 G的每个主因子为 p阶循环群或 p'-群．
称群列 G = K1≥ K2≥…≥ Ks+1 = 1为 G的中

心群列，若［Ki，G］≤Ki+1，i = 1，2，…，s．幂零群是通
过中心群列来定义的，即若群 G有中心群列，则称 G
为幂零群． 称群 G 为 p-幂零群，若对于 G 的任意
Sylow-子群 P，有正规补子群 N使得 G = PN．
设 Irr ( G) 为群 G的复不可约特征标的集合，令

T( G) 为群 G的所有不可约特征标次数和，即 T( G) =

∑
χ∈Irr( G)

χ( 1) ．特征标次数和的研究已经引起了很多学

者的兴趣． 比如，对于平均不可约特征标次数
acd ( G) = T( G) / Irr ( G) ，K． Magaard等［1］证明了

若 acd ( G) ≤ 2，则 G 可解，且他们进一步猜想: 若
acd ( G) ≤3，则G可解． I． M． Isaacs等［2］证明了这个
猜想，且有一系列关于可解群的结论，即

( i) 若 acd ( G) ≤ 3，则 G可解;
( ii) 若 acd ( G) ≤ 3 /2，则 G超可解;
( iii) 若 acd ≤ 4 /3，则 G幂零;
( iv) 设 G为奇阶群，若 acd ( G) ≤27 /11，则 G超

可解;

( v) 设 G为奇阶群，若 acd ( G) ≤3p / ( p + 2) ，则
G幂零，这里 p是 G 的最小素因子．

A． Moreto 等［3］ 进一步证明了若 acd ( G) ≤
16 /5，则 G可解，此时的边界值 16 /5是最好的，不能
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再大．
令 S( G) = G /T( G) ，acs ( G) = G /k( G) ，这

里 k( G) 为群 G的共轭类数． H． P． Tong-Viet［4］证明
了若 S( G) ＜ 15 /4，则G可解． A． Maroti等［5］证明了
若 acs ( G) ≤ p2 /3，则 G 为 p-可解． 因为 acs ( G) ≤

( S( G) ) 2 ( 见引理 1) ，所以当 S( G) ≤ p /槡3 时，G可
解．对超可解群也有一个精确地刻画:若 S( G) ＜ 2，
则G超可解．文献［6-7］对群G的非 r-可解性进行了
刻画，得到了对于一个大于等于 5 的素数 r，PSL ( 2，
r) 是使得 acd ( G) ，S( G) ，acs ( G) 这 3 个量取得最小
的非 r-可解群．
令 acdp' ( G) 为群 G 的平均 p' 不可约特征标次

数，H． N． Nguyen［8］用 acdp' ( G) 刻画了群 G 的 p-幂
零性，即

( i) 若 acd2' ( G) ＜ 3 /2，则 G为 2-幂零;
( ii) 若 acdp' ( G) ＜ 4 /3，则G为 p-幂零，这里 p为

奇素数．
M． L． Lewis［9］给出:若 acdp' ( G) ＜ 2( p + 1) / ( p +

3) ，则群 G为 p-幂零．
本文利用 S( G) 和 acs ( G) 这 2 个量来刻画群 G

的 p-幂零性，即有如下主要结论．
定理 1 设 G 是群，p 是一个素数，若 S( G) ＜

2p / ( p + 1) ，则 G为 p-幂零．
推论 1 设 G是群，若 S( G) ＜ 4 /3，则 G交换．
定理 2 设 G是群，p是一个素数，若 acs ( G) ＜

4p / ( p + 3) ，则 G为 p-幂零．
推论2［10］ 设G是群，若acs ( G) ＜ 8 /5，则G交换．
注 1 从文献［4，11］知，满足定理 1 与定理 2

条件的群G是可解的．另外，若G是阶为2p的二面体
群，这里 p是奇素数，则 S( G) = 2p / ( p + 1) ，acs ( G) =
4p / ( p + 3) ，从而定理 1与定理 2中的不等式也是临
界情况的取值．
文中出现的 F( G) 为群 G的 Fitting子群，Φ( G)

为 G的 Frattini 子群． 群 H 与 K 的换位子群是［H，

K］ =〈［h，k］| h∈ H，k∈ K〉．

1 相关引理

为证明定理，需要如下的引理．

引理 1［6，11-12］ 设 G是群，则有
( i) ( acd ( G) )

2 ≤ acs ( G) ≤ ( S( G) )
2，且等号成

立当且仅当 G交换;
( ii) 若 H ≤ G，则 S( H) ≤ S( G) ，acs ( H) ≤

acs ( G) ;
( iii) 若 NG，则 acs ( G /N) acs ( N) ≤ acs ( G) ．

引理 2 设群 A忠实不可约作用在一个阶为 pa

的初等交换群F上，令G = AF，若A交换，则有S( G) ≥
2p / ( p + 1) ;若 A非交换，则 S( G) ≥ 2．
证 若 A交换，则由文献［13］知 A循环．从而

λ∈ Irr ( F) － 1F，有 IG( λ) = 1．故 A作用在 Irr ( F) －

1F上的每个轨道长为 A ．所以 λG∈ Irr ( F) ，由文献

［14］知

T( G) = ∑
χ∈Irr( G)

χ( 1) = ∑
χ∈Irr( A)

χ( 1) + A ( F －

1) / A = A + pa － 1，

故有

S( G) = G /T( G) = A pa / ( A + pa － 1) ≥

2pa / ( pa + 1) ≥ 2p / ( p + 1) ．

若 A非交换，由文献［9］和引理 1 得 S( G) ≥
acd ( G) ≥ 2．
若非平凡群 H无不动点作用在非平凡群 N 上，

则半直积 G = H N是 Frobenius群( 简称 F-群) ，
其中 H和 N分别称为 G 的 F-补和 F-核．
引理 3 设 p是素数，N是一个交换 p-群，G =

NH是一个 Frobenius 群，F-核为 N，F-补 H 是素数
阶，则 acs ( G) ≥ 4p / ( p + 3) ．

证 设 H = h，N = pa．由文献［14］知

k( G) = k( H) + ( pa － 1) /h = h + ( pa － 1) /h．

所以

acs ( G) = G /k( G) = hpa /［h + ( pa － 1) /h］ =

h2pa / ( h2 + pa － 1) ≥ 4pa / ( pa + 3) ≥ 4p / ( p + 3) ．

引理 4 设群 G是阶为 pa的群，其中 p是素数，
a是正整数，若 S( G) ＜ 4 /3 或 acs ( G) ＜ 8 /5，则 G

交换．
证 假设G不交换，且设G为极小阶反例，则G

为内交换 p-群．由文献［15］知，G有一个阶为 pa－1的

极大交换正规子群且 G' = p．根据文献［16］，G 的

非线性不可约特征标次数为 p，从而其个数为( pa －
pa－1 ) / p2 ．故有

T( G) = pa－1 + ( pa － pa－1 ) p /p2 = ( 2pa －
pa－1 ) / p．

所以
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S( G) = G /T( G) = p2 / ( 2p － 1) ≥ 4 /3，

acs ( G) = G /k( G) = pa /［pa－1 + ( pa －

pa－1 ) / p2］ = p3 / ( p2 + p － 1) ≥ 8 /5，

矛盾．

2 定理及其推论的证明

定理 1的证明 若 G不是 p-幂零群，设 G为极
小阶反例，则G' ＞ 1．令N是 G的包含在 G'中的极小
正规子群，则 N是初等交换的．

因为 S( G) = G / ( T( G) ) ＜ 2p / ( p + 1) ，所以

G ＜ 2p
p + 1T( G)∑χ∈Irr( G)

χ( 1) 2 ＜ 2p
p + 1∑χ∈Irr( G)

χ( 1)

∑
χ∈Irr( G)

χ( 1) 2 － 2p
p + 1χ( 1( )) ＜ 0 ∑

χ∈Irr( G) ，χ( 1)≥2
( χ( 1) 2 －

2p
p + 1χ( 1) ) ＜ ∑

χ∈Irr( G) ，χ( 1) = 1

2p
p + 1χ( 1) － χ( 1)( )2 

∑
χ∈Irr( G) ，χ( 1) ≥2

χ( 1) 2 － 2p
p + 1χ( 1( )) ＜

∑
χ∈Irr( G/N) ，χ( 1) = 1

2p
p + 1χ( 1) － χ( 1)( )2 ．

注意到 Irr ( G) ( G /N)  Irr ( G) ，有

∑
χ∈Irr( G/N) ，χ( 1) ≥2

χ( 1) 2 － 2p
p + 1χ( 1( )) ＜

∑
χ∈Irr( G/N) ，χ( 1) = 1

2p
p + 1χ( 1) － χ( 1)( )2 ，

即有

T( G /N) ＞ ( p + 1) G /N / ( 2p) ，

从而 S( G /N) ＜ 2p / ( p + 1) ．由归纳假设知，G /N有
正规 p-补K /N．若N是 p'-群，则K为G的正规 p-补，

矛盾．故 N为初等交换 p-群．令 K1 为 K的 Hall p-补
子群，则 K1 也为 G 的 Hall p-补子群． 由 Frattini 论
断有

G = KNG ( K1 ) = NK1NG ( K1 ) = NNG ( K1 ) ．

设 H = NG ( K1 ) ，若 G = H，则 K1 为 G的正规 p-

补，矛盾．因此可设 H ＜ G． 从而有 G = NH 且 N ∩
H ＜ N． 注意到N∩H为 G的正规子群，由N是 G的

极小正规子群知 N∩ H = 1．若 N Z( G) ，则 K =

N × K1 ．故 K1 为 G 的正规子群，矛盾． 故可设 N 
Z( G) ．由 N的极小性知［N，G］ = N．此时 N是一个
忠实不可约 H-模．若 H交换，则由引理 2知 2p / ( p +
1) ≤ S( G) ＜ 2p( p + 1) ，矛盾．若 H非交换，则由引

理 2知，2≤ S( G) ＜ 2p / ( p + 1) ，矛盾．定理1证毕．
推论 1 的证明 设 p 为 G 的任意素因子，则

S( G) ＜ 4 /3≤2p / ( p + 1) ，由定理1知 G为幂零群．
又由引理 1( ii) 知对于 G 的 Sylow p-子群 P，有
S( P) ＜ 4 /3，故由引理 4知 P交换，由 p的任意性知
G交换．
定理2的证明 根据引理1，定理2的条件对 G

的子群与商群遗传，设 G为极小阶反例．
( i) Φ( G) = 1．否则G /Φ( G) 是 p-幂零的，从而

G为 p-幂零，矛盾．
( ii) F( G) 是 G的极小正规子群．显然，F( G) =

V1 × V2 × … × Vs，这里 Vi ( i = 1，2，…，s) 是 G的极
小正规子群．若 s≥ 2，则

G G / ( Vi ∩ Vj ) ≤ G /Vi × G /Vj，i≠ j，

G是 p-幂零的，矛盾．
( iii) G为 Frobenius群．众所周知，F( G) 是一个

初等交换 p-群．而且 F( G) 在 G中有补子群 A．若 A
为 p-群，则 G为 p-群，由引理 4的证明知 G交换，矛
盾． 故 A不是 p-群，从而 A为素数 q阶的循环群，q≠
p．否则，在 A中取 p'-元 x使得〈x〉＜ A，则〈x〉F( G) =
〈x〉× F( G) ，所以 x∈CG ( F( G) ) ≤F( G) ，矛盾．设
A =〈x〉，则〈x〉互素作用在 F( G) 上，有 F( G) =
CF( G)( 〈x〉) ×［F( G) ，〈x〉］．显然，
［F( G) ，〈x〉］〈F( G) ，〈x〉〉= G．
若［F( G) ，〈x〉］ = 1，则 F( G) = CF( G)( 〈x〉) ，x ∈
CG ( F( G) ) ≤ F( G) ，矛盾．所以
［F( G) ，〈x〉］ = F( G) ，CF( G)( 〈x〉) = 1，
故G是 Frobenius群且F-核为F( G) ，F-补为 A，而且
A是素数阶循环群．
根据引理 3，有 acs ( G) ≥ 4p / ( p + 3) ，矛盾．
推论 2 的证明 类似推论 1 的证明．

3 结论与展望

本文利用 G /T( G) 和 G k( G) 这 2个量来研
究群 G 的 p-幂零性，得到了 2 个判别定理，即若
G /T( G) ＜ 2p / ( p + 1) 或 G /k( G) ＜ 4p / ( p +

3) ，则 G是 p-幂零群．自然地，还希望考虑利用这 2
个量怎样来刻画群 G的 p-超可解性．
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Abstract: Let T( G) and k( G) be respectively the sums of all complex irreducible character degrees and the num-
ber of conjugacy classes of a finite group G． Let p be a prime number． It is proved that if G /T( G) ＜ 2p / ( p + 1)
or G /k( G) ＜ 4p / ( p + 3) ，then G is p-nilpotent．
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