
收稿日期: 2018-04-12
基金项目:国家自然科学基金( 11064005，5461020) 和江西省教育厅科学技术研究( GJJ170642) 资助项目．
作者简介:陈 浩( 1975-) ，男，江西高安人，副编审，主要从事理论物理学及物理教育的研究． E-mail: 113442963@ qq． com

文章编号: 1000-5862( 2018) 06-0644-04
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摘要:针对圆极化强激光与无自旋等离子体相互作用中得到的修正 Mathieu 方程，提出一种数值求解方
法，并将计算结果与 WKB近似结果进行对比，分析了该方程所反映的物理过程的稳定性问题．
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0 引言

近年来，随着激光技术的发展，强激光与量子等

离子体的相互作用逐渐引起人们广泛的关注［1-8］．
2016 年，S． M． Mahajan等［9］在研究圆极化强激光与
无自旋等离子体相互作用过程中，得到了一个修正

的 Mathieu方程． Mathieu方程是特殊的线性 2 阶微
分方程，它在物理及工程领域有许多重要的应

用［10-16］．但因其中包含三角函数，而无法求得
Mathieu方程精确的解析解． 对标准的 Mathieu 方
程，自提出以来，人们发展了多种近似求解方法，如

分阶展开求解法［17］、变形参数法［18］、Runge-Kutta
法［19］等．分阶展开法的主要思路是先将方程的解用
椭圆函数展开，然后分阶求解展开系数［17］; 变形参

数法是将方程的解写成指数形式，同时将指数中的

参数写成方程系数的级数形式，再讨论满足不同条

件下解的物理意义［18］．这 2 种方法原则上能够比较
全面的讨论 Mathieu 方程的性质，但过程繁冗．
Runge-Kutta法虽然在过程上比较简洁，但对初始条
件有特别的要求［19］．
针对 Mahajan等得到的修正 Mathieu方程，本文

提出一种数值求解方法，并将数值计算结果与 WKB
近似结果进行对比，初步分析了该方程所反映的物

理过程的稳定性问题．

1 方程的提出

无自旋带电粒子与电磁场相互作用的粒子波函

数满足克莱因-高登( K-G) 方程［9］

( iμ + qAμ ) ( i
μ + qAμ ) ψ = m2ψ， ( 1)

其中 q和 m分别为带电粒子的带电量和质量，Aμ 为

电磁场的 4 维势矢量． 这里采用了自然单位制，即
 = c = 1，其中 和 c分别是普朗克常数和真空中的
光速．
设电磁波沿 z轴方向传播，在圆极化电磁波中，

粒子波函数可写成 ψ( x，y，z，t) = ei( Kxx+Kyy) φ( z，t) ，
其中 Kx和 Ky分别为 x和 y方向的波数．采用坐标变
换 ζ = ωt － kz和 ρ = kt － ωz，其中 ω和 k为圆极化
电磁波的频率和波数，并将波函数形式拓展为 ψ( x，
y，z，t) = ei( Kxx+Kyy) eKρρφ( ζ) ，则( 1) 式可演化为［9］

d2φ /dζ2 + ( μ + λcos ζ) φ = 0， ( 2)
其中 μ = K2

ρ + ( m2 + q2A2 + K2
x + K2

y ) / ( ω
2 － k2 ) ，

λ = ( 2qA K2
x + K2槡 y ) / ( ω

2 － k2 ) ，A为电磁波的矢势
大小．
方程( 2) 在形式上与 Mathieu 方程类似，但与

Mathieu方程标准形式有所不同，这里称其为修正
Mathieu方程．

2 WKB近似

通过 WKB近似，可得方程( 2) 的解为

φ = C
( μ + λcos ζ) 1 /4

exp( ± i∫ ( μ + λcos ζ槡 ) dζ) ，

其中 C为积分常数，可通过归一化来确定．该结果表
明，粒子波函数在 μ ＞ λ时是稳定的，而当 μ ＜ λ时
是不稳定的．在 μ ～ λ图上，稳定区域和不稳定区域
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如图 1 所示，这 2 个区域的分界线为 μ = λ．

图 1 WKB近似下，修正Mathieu方程解的稳定和不稳定
区域图

3 数值求解方法

考虑到方程( 2) 中余弦函数的周期性，这里将
解的形式写为

φ( ζ，λ) = esζi∑
∞

j = －∞
cje

jζi + e －sζi∑
∞

j = －∞
dje

－jζi =

∑
∞

j = －∞
cje
( j +s) ζi + ∑

∞

j = －∞
dje

－ ( j +s) ζi， ( 3)

其中 s为复数，当其虚部等于 0时，该解反映的物理
过程是稳定的，反之，是不稳定的; j 为整数，cj 和 dj

为待定系数． 将 ( 3) 式代入 ( 2) 式并利用 cos ζ =

( eiζ + e－iζ) /2，可得 －∑
∞

j = －∞
cj ( j + s) 2e( j +s) ζi －∑

∞

j = －∞
dj ( j +

s) 2e － ( j +s) ζi + ( μ + λ
2 ( e

iζ + e －iζ ) ) ( ∑
∞

j = －∞
cje
( j +s) ζi +

∑
∞

j = －∞
dje

－ ( j +s) ζi ) = 0．

对比指数项的系数，容易得到各系数满足如下

关系

－ cj ( j + s) 2 + μcj +
λ
2 ( cj－1 + cj+1 ) = 0， ( 4)

－ dj ( j + s) 2 + μdj +
λ
2 ( dj－1 + dj+1 ) = 0． ( 5)

比较( 4) 式和( 5) 式可知，cj和 dj满足相同的递

推关系，故这 2 组系数最多只相差一常数． 因此，方
程的解可简化为

φ( ζ，λ) = Aesζi∑
∞

j = －∞
cje

jζi + Be －sζi∑
∞

j = －∞
cje

－jζi， ( 6)

其中 A和 B为常数，可由归一化条件得到．
令 αj = ( μ － ( j + s) 2 ) / ( λ /2) ，则( 4) 式可化为

cj－1 + αj cj + cj+1 = 0． ( 7)

该方程组有解的条件是系数行列式等于 0，即
… · · · · · · …
… 1 α －2 1 0 0 0 …
… 0 1 α －1 1 0 0 …
… 0 0 1 α0 1 0 …
… 0 0 0 1 α1 1 …
… · · · · · · …

= 0． ( 8)

由于 j的取值范围是 － ∞ ＜ j ＜ ∞，所以该行列
式是无穷阶行列式．
由( 7) 式可得

αj = － 1
cj / cj－1

+
cj+1
c( )
j

= μ － ( j + s) 2

λ /2
． ( 9)

由级数展开的收敛性可知:当 j→∞ 时，cj / cj－1 →
0;当 j→－ ∞ 时，cj / cj+1 → 0．作为近似，可作如下截
断: j = k时，令 cj+1 = 0，( 7) 式简化为 cj－1 + αj cj = 0;
j = － k时，令 cj－1 = 0，( 7) 式简化为 αj cj + cj+1 = 0．
只要 k足够大，截断后的结果可以无限接近精确解．
由此，无限阶行列式( 8) 简化为如下有限阶行列式
α －k 1 · · · · · ·

1 α －k+1 1 · · · · ··

· · · · · · · ·
· · · · · · · ·
· · · · · 1 αk－1 1

· · · · · · 1 αk

= 0． ( 10)

将( 9) 式代入( 10) 式，进行数值求解，可得到
满足该条件的 μ的本征值． 再由( 7) 式可得各系数
的值，代入( 6) 式即得方程的解．
在计算中，取 k = 6，计算了 s = 0，λ = 4和 s =

0． 2，λ = 8这2种情况下 μ的本征值以及2种情况下
的 μ1 所对应的系数值，见表 1 和表 2．
为分析修正 Mathieu 方程解的稳定性，计算了

k = 6，s取不同值时，μ的本征值随 λ变化的情况，如
图 2 所示．
图 2 中的数字为 s 的取值． s 为实数的区域，如

图 2 中 s = 0． 2 和 s = 0． 4 所在的区域，解是稳定的; s
的虚部不为 0 的区域，如图中 s = 0． 5 + 1． 0i 和 s =
0． 5i等所在的区域，解是不稳定的． 2 个区域的分界
线为 s = 0 和 s = 0． 5 时的曲线，即图 2 中的粗线和
细线．图 2 中的虚点线为 WKB 近似的结果． 从图 2
可看出，WKB近似解只是粗糙地给出了稳定和不稳
定区域的分界线为 μ = λ，如图 1 所示，而数值计算
的结果能比较精确地给出不稳定性得以发展的

区域．
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表 1 取 k =6 时，s =0，λ =4 和 s =0． 2，λ = 8 这 2 种情况下
μ的本征值

s = 0，λ = 4 s = 0． 2，λ = 8
μ1 － 2． 651 7 － 6． 064 7
μ2 － 0． 097 3 － 2． 333 6
μ3 2． 028 8 1． 095 1
μ4 4． 295 6 4． 174 7
μ5 4． 813 2 6． 647 7
μ6 9． 229 3 9． 036 0
μ7 9． 237 3 11． 104 0
μ8 16． 128 0 15． 025 0
μ9 16． 128 0 18． 112 0
μ10 25． 086 0 23． 477 0
μ11 25． 086 0 27． 409 0
μ12 36． 358 0 35． 065 0
μ13 36． 358 0 39． 774 0

表 2 s =0，λ =4 和 s = 0． 2，λ = 8 这 2 种情况下，本征值取
μ1 时方程解的系数

cj ( s = 0，λ = 4) cj ( s = 0． 2，λ = 8)
－ 6 － 1． 5 × 10 －5 － 3． 2 × 10 －4

－ 5 － 2． 9 × 10 －4 － 3． 2 × 10 －3

－ 4 － 4． 0 × 10 －3 － 2． 3 × 10 －2

－ 3 － 3． 7 × 10 －2 － 0． 115
－ 2 － 0． 21 － 0． 38
－ 1 － 0． 66 － 0． 76
0 1． 00 1． 00
1 － 0． 66 － 0． 76
2 － 0． 21 － 0． 31
3 － 3． 7 × 10 －2 － 7． 9 × 10 －2

4 － 4． 0 × 10 －3 － 1． 4 × 10 －2

5 － 2． 9 × 10 －4 － 1． 7 × 10 －3

6 － 1． 5 × 10 －5 － 1． 5 × 10 －4

图 2 k =6，s取不同值时，μ的本征值随 λ变化的情况

4 结论

本文针对圆极化强激光与无自旋等离子体相互

作用中得到修正 Mathieu 方程，提出一数值求解方
法．与 WKB 近似结果进行对比说明，该数值方法能
比较精确地得到修正 Mathieu 方程的解，可为准确
分析圆极化强激光与无自旋等离子体相互作用中带

电粒子波函数的不稳定性提供参考．
致谢:在本文的研究及写作过程中，得到了井冈山大学

数理学院胡强林教授的悉心指导与有益探讨，在此表示衷心

的感谢．
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The Numerical Method for the Modified Mathieu Equation

CHEN Hao
( Jiangxi Education Media Group，Nanchang Jiangxi 330038，China)

Abstact: A numerical method for the modified Mathieu equation that is obtained from the intense circular polariza-
tion laser and spinless plasmas interaction has been presented． The numerical results and the WKB results have
been compared，and the instability of the physical process indicated by the modified Mathieu equation has been ana-
lyzed．
Key words: relativity quantum mechanics; modified Mathieu equation;WKB approximation

(责任编辑:冉小晓)

746第 6 期 陈 浩:修正 Mathieu方程的数值求解方法


