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摘要:细胞行为的宏观变化常常是由微观阈值事件触发的．由于细胞内部过程的随机性，因此阈值触发的
细胞事件也是随机的．数学上，跨越阈值事件可以归结为首达时间问题．该文以通俗易懂的方式建立起细
胞过程中首达时间的一般数学框架，特别是给出了计算首达时间分布和平均首达时间的一般公式，这些

公式具有广泛的应用，并用简单的生灭过程例子来说明如何使用该文的理论和公式．
关键词:首次穿越时间;主方程;概率分布;统计量;生灭过程

中图分类号: O 242; Q 332 文献标志码: A DOI: 10． 16357 / j． cnki． issn1000-5862． 2019． 01． 01

0 引言

细胞过程由于涉及一系列生化反应，因此是随

机的．假如反应物种分子的波动( 即涨落) 不是很大
或是可以忽略，则细胞系统的动力学能够用平均状

态变量的方程来描述，即状态变量的确定性演化方

程能够很好地描述反应系统的运动学过程． 假如物
种分子的涨落很大 ( 基因表达过程就属于这种情

况) ，这种确定性演化方程一般是无效的( 因为随机

性能够诱导不同于确定性行为的动力学) ． 更确切
地说，平均变量的动力学在随机性占主导的区域内

对于捕捉细胞系统的行为并不是充分的． 对于反应
物种分子的波动不能被忽略的细胞系统，需要发展

随机模型．
细胞分子系统的随机性源可能是复杂的，但大

致可分为 2 种: 1 ) 内部噪声，这种噪声主要是由于
生化过程和生物物理过程涉及反应物种低拷贝数的

反应而造成的; 2 ) 外部噪声，这种噪声主要是由于
细胞环境的不确定性 ( 如有关反应混合的不均匀

性、基因表达微环境的随机性) 造成的［1-8］． 这 2 种
随机源都能够导致细胞系统的定性不同的行为． 在
细胞尺度上，熟悉的生物例子包括不同细胞表型之

间的随机切换［9］、神经学中的随机共振［10］等．
另一方面，细胞过程的宏观行为常常是由阈值

限制的微观事件触发的． 因为有关支配变量本身典

型地经历随机过程( 由于上述 2 种随机性) ，因此事
件首次穿越阈值的时间( 叫做首达时间) 必定是随

机的，细胞群体中细胞与细胞之间在首达时间上呈

现出变异或噪声．这种变异反过来会影响细胞过程，
甚至会影响细胞的功能． 特征化首达时间的精确性
比单纯特征化细胞过程中某些变量的定性或定量变

化要困难得多，这是因为即使是对于简单的生化过

程，例如隧道中的分子传输、化学物的高阶绑定等，
特征化相应的首次穿越过程也不是一项简单的

任务．
尽管细胞网络中反应物种拷贝数波动的随机效

果在实验［11-17］和理论［18-24］方面得到了广泛研究，但

是细胞过程中首达时间的精确性等并没有受到应有

的重视．过去，部分是由于实验技术方面的原因，如
难以通过实验获得用于分析首达时间的精确性的时

间序列数据等． 但现在的情况不同，因为随着单分
子、单细胞测量技术的发展［25-28］，现在已经比较容
易获得这种类型的数据，这为理论研究各种细胞过

程中的首达时间问题提供了机会． 在这种基于实验
数据的研究中，目前存在的主要问题是:似乎还没有

研究首次穿越过程的实用理论或实用方法． 本文针
对这种研究状况，进行了有益的探索，特别是给出了

一般细胞内部过程中首达时间分布和平均首达时间

的通用计算公式，并辅以易理解的理论推导．这些公
式具有广阔的应用前景．
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1 向前主方程和向后主方程
下面导出任意细胞过程的向前主方程和向后主

方程，这些方程为计算首次穿越时间分布及其统计

量奠定了基础．在具体应用时，只需要对有关符号进
行细化．

1． 1 向前主方程

回忆起:对于任何一个状态离散、时间连续的系
统，其动力学是由状态集 { S} 及状态之间的转移
S→S' 来决定的．现在，对细胞过程的系统作如下假
设: 1) 状态转移过程只依赖于系统的瞬时状态而不
依赖于系统的历史，这种无记忆的过程称为马尔科

夫过程，能够描述宽广一类的随机系统; 2) 状态之
间的转移速率不显式地依赖于时间，这一条件叫做

平稳性; 3) 状态之间的转移是泊松随机过程，即在
一个无穷小的时间区间 dt内，从状态 S'到状态 S的
转移概率为 α( S，S') dt，其中 α为转移速率．后续内
容让 P( S，t) 代表在时刻 t、状态为 S的概率．
在上述假设条件下，则在 t + dt 时刻、状态为 S

的概率 P( S，t + dt) 是下列 2 项之和:
( i) 系统在 t时刻已经处于状态 S 并且在 dt时

间内仍然处于该状态的概率;

( ii) 系统在 t 时刻处于其它状态 S' 的概率，乘
以系统在 dt时间内从状态 S'转移到状态 S的概率．
这蕴含着下列关系:

P( S，t + dt) = P( S，t) ［1 －∑
S'
α( S'，S) dt］ +

∑
S'

P( S'，t) α( S，S') dt，

经过简单运算并让 dt → 0，于是得到下列向前主方
程( Forward Master Equation) ［29-30］:


t
P( S，t) ≡ tP( S，t) = ∑

S
P( S'，t) α( S，S') －

∑
S'

P( S，t) α( S'，S) ， ( 1)

其中第1项代表流进状态 S的概率流，而第2项代表
流出状态 S的概率流．
为了帮助读者理解上面的一般性描述，考虑一

个人造网络，它仅包含 2 个反应物种和 2 个反应式:

A + B →
k

B和 B →
d
( 空集) ．系统的状态记为

S = ( m，n) ，并假设物种 A 的可能取值为 m = 0，1，
…，M，物种 B的可能取值为 n = 0，1，…，N．那么，系
统的状态集{ S} 为
{ S} = { ( m，n) 0 ≤ m≤ M，0 ≤ n≤ N} ，

而状态与状态之间的转移规则如下: 设当前状态为

S≡ ( m，n) ，从状态 S' 到状态 S 的转移率为 α( S，

S') ，则对于反应式 A + B →
k

B，有 2 种转移:

S' = ( m + 1，n)
α( S，S'

→
)

S，其中 α( S，S') = k( m +

1) n，0 ≤ m≤M － 1，0≤ n≤ N及 S
α( S'，S

→
)
( m －

1，n) = S'，这里 α( S，S') = kmn，1 ≤ m ≤ M，0 ≤

n≤N． 而对于反应式 B →
d
，也有 2 种转移:

S
α( S'，S

→
)
( m，n － 1) = S'，其中 α( S'，S) = dn，0≤

m≤M，1≤ n≤N; S' = ( m，n + 1)
α( S，S'

→
)

S，这里
α( S'，S) = d( n + 1) ，0 ≤ m≤ M，1 ≤ n≤ N － 1．
这样，该反应系统的向前主方程为

tP( m，n，t) = kn［( m + 1) P( m + 1，n，t) －
mP( m，n，t) ］+ d［( n + 1) P( m，n + 1，t) － nP( m，n，
t) ］，
其中 0≤ m≤M，0≤ n≤ N，并规定

P( M + 1，n，t) ≡ 0，P( m，N + 1，t) ≡ 0．
注意到:方程( 1) 可以改写为下列算子形式:

tP( t) = Mf·P( t) ， ( 2)
其中符号 t代表关于 t的导数，P( t) 是一个以 P( S，
t) 为元素的向量，即 P( t) = ( …，P( S1，t) ，P( S2，

t) ，…，P( Si，t) ，…)
T，Mf 是线性算子，其成分为

( Mf ) S，S' = α( S，S') － δS，S'∑
S″
α( S″，S) ， ( 3)

δS，S' 是 Kronecker符号．由于∑
S
( Mf ) S，S' =∑

S
α( S，

S') －∑
S″
α( S″，S) = 0，因此概率具有保守性条件

t (∑
S
P( S，t) ) = 0．注意到: 1) 对于有限状态的系

统，算子Mf实际是一个矩阵，其元素为( 3) 式; 2) 每

个 P( Si，t) 实际是条件概率，即 P( Si，t) = P( Si，t |
S0，t0 ) ，其中假设在初始 t0时刻系统处于 S0状态．方
程( 1) 或( 2) 称为向前的主方程，它描述在某个时
间内从初始状态( 初始条件) 到另一个状态的演化

过程．方程( 2) 的一般解可表示为
P( t) = eMf( t －t0) P( t0 ) ．

由于向前主方程关于 P( S，t) 是线性的，因此下
列初值问题

tP( S，t) = ∑
S'
［P( S'，t) α( S，S') －

P( S，t) α( S'，S) ］
初始的概率: P( S，t0

{
)

容易求解．而且，若 P( S，t | Si，t0 ) 是下列初值问题

tP( S，t) = ∑
S'
［P( S'，t) α( S，S') －

P( S，t) α( S'，S)
P( S，t0 ) = δS，S

{
i

( 4)
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的解，则由线性微分方程的叠加原理知

P( S，t) = ∑
i
aiP( S，t | Si，t0 ) ，

其中 ai 是某些常数． 由此指出: 向前主方程可用来
计算首次穿越时间分布( 见本文第 2 节) ．

1． 2 向后主方程

上面的条件概率P( S，t Si，t0 ) 的时间演化也可

用另一种形式的方程来描述，即用下面的向后主方

程( Backward Master Equation) 来描述，这在研究首
达时间问题时特别有用．
下面来推导出向后主方程，推导的关键是考虑

在 t0 时刻的不同状态 Si 作为不同的初始状态，但导

致系统在 t时刻都处于状态为 S( 即初始状态不同，
但目标状态相同．这不同于向前主方程情形，即初始
状态相同，但目标状态不同) ． 类似于向前主方程的

推导，条件概率 P( S，t | Si，t0 ) 可写成 2 个互斥事件

的概率之和:

1) 系统在时间间隔 dt内以条件概率 α( S，Si ) dt
转移到不同状态 S'，然后此状态在时间 t 内以概率

P( S，t | S'，t0 + dt) 演变到状态 S;

2) 系统在 t0 + dt时间内处于状态 Si 的概率为

∑
S'
α( S'，Si ) dt，然后此状态在时间 t内以概率 P( S，

t | Si，t0 + dt) 演变为状态 S．

这样，得到下列关系:

P( S，t | Si，t0 ) = ( 1 －∑
S'
α( S'，Si ) dt) P( S，t |

Si，t0 + dt) +∑
S'
α( S'，Si ) dtP( S，t | S'，t0 + dt) ． ( 5)

平稳性假设蕴含着

P( S，t | S'，t0 + dt) = P( S，t － dt | S'，t0 ) ．
这样，方程( 5) 可改写为

P( S，t | Si，t0 ) = ( 1 －∑
S'
α( S'，Si ) dt) P( S，t －

dt | Si，t0 ) +∑
S'
α( S'，Si ) dtP( S，t － dt | S'，t0 ) ．

经过简单运算并让 dt→ 0，则得到下列向后主方程:

tP( S，t | Si，t0 ) =∑
S'
α( S'，Si ) P( S，t | S'，t0 ) －

P( S，t | Si，t0 )∑
S'
α( S'，Si ) ≡

∑
S'
( Mb ) Si，S'P( S，t | S'，t0 ) ． ( 6)

其中 Mb 是向后算子，其元素为

( Mb ) Si，S' = α( S'，Si ) － δSi，S'∑
S'
α( S'，Si ) ． ( 7)

观察到或通过比较( 7) 式和( 3) 式知: 算子 Mb

是算子 Mf 的转置( 在有限维情形，2 个算子均可理
解为矩阵) ．
注意到:方程( 6) 可改写为

tP = P·MT
b，

其中 P是一个向量，其第 i个元素为 P( S，t | Si ) ，即

PT = ( …，P( S，t | S1 ) ，P( S，t | S2 ) ，…，

P( S，t | Si ) ，…) ．

2 首达时间分布与统计量

对于一个马尔科夫过程，从 t0 时刻的初始状态
Si 开始，若系统第 1次到达特定状态( 通常称为吸引
态) Sf 的时间( 叫做首达时间) 记为 τ = t － t0，则它

是一个随机变量．用 F( τ; Sf | Si ) 表示首达时间分布

的概率密度．由于平稳性，因此 F( τ; Sf | Si ) 不显式

地依赖于 t0 ( 可设 t0 = 0) ． 关键问题是如何求得这
种分布．
注意到: 首达时间分布应该并不与在 t 时刻处

于状态 Sf 的概率 P( Sf，t | Si，t0 ) 成比例，这是因为

P( Sf，t | Si，t0 ) 可能包含来自轨迹的贡献，即系统在

时间 t和 t0 之间的其它事件可能已经访问了吸引
态 Sf ．
计算还没有达到最终状态的轨迹是个复杂的组

合问题，但可通过考虑或引进一个辅助问题来解决．
在辅助问题中，一旦系统到达吸引态 Sf，它就会无限

期地存在下去，不会转移到其它状态． 换句话说，假
如在状态 Sf 处设置一个吸引边界，使得若从状态 Sf

转移到状态 S的速率记为α( S，Sf ) ，则对状态集中的

所有状态 S都有 α( S，Sf ) = 0．此外，在辅助问题中，

定义生存概率 S( t，Sf |Si，t0 ) 为从 t = t0时刻、状态 Si

开始之后系统在时间 t 内未被吸引到状态 Sf 的概

率，即

S( t，Sf | Si，t0 ) = ∑
S≠Sf

P( S，t | Si，t0 ) ．

由于平稳性，因此可不考虑或设 t0 = 0． 这样，

S( t，Sf | Si，t0 ) 可记为 S( t，Sf | Si ) ．

下一步建立 S( t，Sf | Si ) 的时间演化方程． 由于

在时间区间［t0 + τ，t0 + τ + dτ］内到达 Sf 的概率为

F( τ，Sf | Si ) dτ，因此在时刻 t 到达 Sf 的概率为

∫
t －t0

0
F( τ; Sf | Si ) dτ．换句话说，比 τ 更大的首达时间
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的概率为 S( t0 + τ，Sf |Si，t0 ) ，因此 S( t0 + τ，Sf |Si，t0 )

是 F( τ，Sf | Si ) 的累积分布．

直观上，生存概率 S( t) 在时间上会随速率( 它
等于进入吸引态 Sf 的概率流) 的增加而减少，即

tS( t，Sf | Si ) = － J( Sf，t | Si ) ． ( 8)

这提供了计算首达时间分布 F( Sf，τ | Si ) 的一种方

法，即通过求解向前主方程，获得概率 P( S，t | Si ) 和

流进吸引态的概率，然后易知首达时间分布．
具体来说，注意到生存概率与首达时间分布有

如下关系:

S( t，Sf | Si，t0 ) = 1 － ∫
t －t0

0
F( τ; Sf | Si ) dτ．

因此，生存概率是 F( τ; Sf | Si ) 的累积概率分布，且

F( τ; Sf | Si ) = － tS( t，Sf | Si，t0 ) | t = t0+τ
．

把上述关系式代入到向前主方程，并注意到

( Mf ) S，Sf = 0( 由于对所有的 S，都有 α( S，Sf ) = 0) ，
则有

tS( t，Sf | Si，t0 ) = ∑
S≠Sf
tP( S，t | Si，t0 ) =

∑
S≠Sf
∑
S'≠Sf

( Mf ) S，S'P( S'，t | Si，t0 ) = ∑
S'≠Sf

P( S'，t | Si，

t0 )∑
S≠Sf

( Mf ) S，S' = ∑
S'≠Sf

P( S'，t | Si，t0 ) (∑
S
( Mf ) S，S' －

( Mf ) Sf，S' ) = －∑
S'≠Sf

( Mf ) Sf，S'P( S'，t | Si，t0 ) =

－∑
S'
α( Sf，S') P( S'，t | Si，t0 ) ≡－ J( Sf，t | Si，t0 ) ，

其中用到了概率的保守性∑
S
( Mf ) S，S' = 0及关系式

( Mf ) Sf，S' = α( Sf，S') ，最后一行的量 J 代表所有从
可达状态 Si到吸引态 Sf的概率流．与( 8) 式比较，立
刻可知

F( τ; Sf | Si ) = J( Sf，t0 + τ | Si，t0 ) ， ( 9)

其中 J( Sf，t | Si，t0 ) = ∑
S'
α( Sf，S') P( S'，t | Si，t0 ) ，

P( S'，t | Si，t0 ) 是方程( 4) 的解． 此外，不失一般性，

可设 t0 = 0．
首达时间分布也可以通过求解向后主方程来给

出，关键点是生存概率 S 也满足向后主方程． 事实
上，若令 t0 = 0，则

tS( t，Sf | Si ) = －∑
S≠Sf
tP( S，t | Si ) =

－∑
S≠Sf
∑
S'
(Mb) Si，S'P( S，t | S') = －∑

S'
(Mb) Si，S'∑

S≠Sf

P( S，

t | Si ) = －∑
S'
( Mb ) Si，S' S( t，Sf | S') ，

其中用到了算子 Mb 的线性． 再对时间 t 求导，发现
首达时间分布也服从向后主方程

tF( t; Sf | Si ) = － 2t S( t; Sf | Si ) =

－∑
S'
( Mb ) Si，S'F( t; Sf | S') ，

因此，首达时间分布可以通过求解向后主方程获得．
虽然求解向后主方程并不会比求解向前主方程

容易，但提供了一种相对更简便的方法来计算 F( t;

Sf | Si ) 的各阶矩．例如，平均首达时间被定义为

T( Sf | Si ) ≡ ∫
∞

0
τF( τ; Sf | Si ) dτ，

注意到

∑
S'
( Mb ) Si，S'T( Sf | S') = ∫

∞

0
( τ∑

S'
( Mb ) Si，S'F( τ;

Sf | S') ) dτ = ∫
∞

0
( τ tF( τ; Sf | Si ) ) dτ = ∫

∞

0
( t S( τ，

Sf | Si，0) ) dτ = S( ∞，Sf | Si ) － S( 0，Sf Si ) = － 1，

其中用到了事实 S( 0，Sf | Si ) = 1，S( ∞，Sf | Si ) = 0．

上式可表示为下列矩阵形式

Mb·T = － 1， ( 10)
其中 T是第 i个元素为 T( Sf Si ) 的向量，是需要求

解的，而算子 Mb 是已知的，因此求解代数方程( 10)

可获得平均首达时间 T( Sf | Si ) ．进一步，总的平均首

达时间是所有单个状态首次达到吸引态的时间之

和，即

MFPT = ∑
i
T( Sf | Si ) ． ( 1̀1)

高阶矩也可以通过类似于方程( 11) 的推导来
获得．总之，利用向后主方程来求得首次穿越时间的
各阶矩，可避免求解依赖时间的微分方程的困难．

3 算例分析

考虑生灭过程 →
g

X，X →
d
，其中 g和 d

分别代表生存率和灭亡率，假定为常数．让 n代表反
应物种X的分子数目，并假设事件的阈值为M( 一个
正整数) ．让P( n; t) 代表系统于时刻 t物种X有 n分
子的概率．不失一般性，假设 X 的最大分子数目为
N，蕴含着 n = 0，1，…，N．为方便，规定 P( － 1; t) ≡
0，P( N + 1; t) ≡ 0，则状态之间的转移概率为

P{ n( t + dt) = i + 1 | n( t) = i} = gdt，P{ n( t +

dt) = i － 1 | n( t) = i} = ( nd) dt．
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这样，生灭过程的向前主方程为


t
P( 0; t) = － gP( 0; t) + dP( 1; t) ，


t
P( n; t) = gP( n － 1; t) － ( g + nd) P( n;

t) + d( n + 1) P( n + 1; t) ，1 ≤ n≤ M － 1，

t
P( M － 1; t) = gP( M － 2; t) －［g + ( M －

1) d］P( M － 1; t)

















．

一般地，0 ＜ M ＜ N．这样，方程( 11) 变成下列
受限的主方程

d
dtP( t) = A·P( t) ，

其中概率向量 P( t) 为 P( t) = ［P( 0; t) ，P( 1; t) ，
…，P( M － 1; t) ］T，M阶矩阵 A为

A =

－ g d
g － ( g + d) 2d
0 g － ( g + 2d) 3d

  
g － ( g + ( M － 2) d) ( M － 1) d

g － ( g + ( M － 1) d

















)

，

其中空白处的元素为零．根据( 9) 式，首达时间的概
率密度函数为

fT ( t) = ∑
M－1

i = 0
kiP( i; t) = gUTP( t) ，

其中 UT = ［1，1，…，1］是一个 M维行向量．注意到
P( t) = eAtP( 0) ，其中 P( 0) =［1，0，…，0］T是一个
M维列向量．
类似地，可利用向后主方程求得首达时间分布

与统计量．

4 结束语

首达时间的精确性对许多细胞过程( 如细胞周

期、细胞分化、细胞命运决定等) 来说是十分重要
的．传统的研究主要关注反应物种变量的随机动力
学，而很少关注随机因素对首次穿越时间的精确性

的影响．本文把细胞过程中事件穿过阈值的问题归
纳为首达时间的问题．重要的是，通过导出向前主方
程和向后主方程，给出了计算首达时间分布和平均

首达时间的通用公式，为研究具体细胞过程中的首

达时间问题带来了方便．
本文的理论框架只考虑了内部噪声，而忽略了

外部噪声，且这种噪声亦可影响首次穿越时间，但如

何影响并不清楚． 此外，由于假设反应过程是马氏
的，故相互作用反应的等待时间服从指数分布． 然
而，相互作用反应的等待时间可服从非指数分布，此

时反应过程是非马氏的．对于非马氏过程，通过建立
带记忆的主方程［31］( 包括带记忆的向前主方程和带

记忆的向后主方程) ，同本文一样可导出首达时间

分布及其统计量的计算公式，有关研究正在进行中．
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The First Passage Time in Intracellular Processes

ZHOU Tianshou
( School of Mathematics，Sun Yat-sen University，Guangzhou Guangdong 510275，China)

Abstract: Macroscopic changes in cellular behavior are triggered often by microscopic threshold events． These
events are usually stochastic due to stochasticity of intracellular processes． Mathematically，threshold-crossing events
can be formulated as first passage time ( FPT) issues． Here，a general mathematical framework for FPTs of cellular
processes is established in a simple manner，and in particular，general formulae for calculating FPT distributions and
their statistical indices are derived． These formulae can have broad applications． The exemplar of a simple birth-
death process is used to show how the theory and formulae are used．
Key words: first passage time; master equation; probability distribution; statistical quantity; birth-death process
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