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0 引言

称半群 S为右主投射半群( 简称 rpp 半群) ，如
果a∈S，作为 S1-系，S1a 总是投射的．左主投射半
群( lpp半群) 可对偶地定义．若 S既为 rpp半群又为
lpp半群，则称半群 S 为富足半群( abundant semig-
roup) ．显然，正则半群为富足半群．
完全正则半群是半群理论中的一类重要半群，

因此半群论学者尝试着推广完全正则半群，先后定

义了超富足半群［1］、强 rpp 半群［2］、超 rpp 半群［3］

等．超 rpp半群无疑是在 rpp 半群中最接近完全正
则半群的一类半群． 关于超 rpp 半群的研究可参见
文献［2-6］．
密码群 ( cryptogroup ) 是一类重要完全正则半

群，关于这类半群有许多很好的结果［7］． 作为密码
群在 rpp半群中的推广，郭小江等［8］定义了密码 rpp
半群( cryptic rpp semigroup) ，并给出了密码 rpp 半
群的结构．之后，研究了密码 rpp 半群若干子类: 纯
正密码 rpp 半群 ( orthocryptic rpp semigroup ) ［9］、正
规 密 码 rpp 半 群 ( normal cryptic rpp semig-
roup) ［10-11］．本文继续研究密码 rpp 半群，将给出这
类半群的一些新特征．

1 若干准备

本文将采用文献［12］的术语和记号．令 S 为半
群，定义:对于 a，b∈ S，

aL* bKer a l = Ker b l，aＲ
* bKer ar = Ker br，

D* = L* ∪Ｒ* ，H* = L* ∩Ｒ* ，aJ* bJ* ( a) = J* ( b) ，

其中 Ker φ = { ( x，y) ∈ S × S | φ( x) = φ( y) } ，

a l ( ar ) 为 S1的内自左( 右) 平移，J* ( a) 为包含 a被
L* -渗透和 Ｒ* -渗透的最小理想，即 J* ( a) 可以表
示为一些 L* -类和一些 Ｒ* -类的并． 明显地，L* 为

右同余，Ｒ* 为左同余．
引理 1［1］ 令 S为半群，a，e2 = e∈ S，则 aL* e

当且仅当a = ae且x，y∈S1，ax = ay蕴含着ex = ey．
为研究 rpp半群，郭聿琦等［2］糅合Green关系Ｒ

和Green* 关系 L* ，定义了Green( l ) -关系:对于 a，
b∈ S，规定

aL( l ) bKer al = Ker bl，i． e． L
( l ) = L* ; aＲ( l ) b

Im a l = Im b l，i． e． Ｒ
( l ) = Ｒ; D( l ) = L ( l ) ∪ Ｒ( l ) ，

H( l ) = L( l ) ∩ Ｒ( l ) ，aJ( l ) bJ( l ) ( a) = J( l ) ( b) ，

其中 Im a l ( Im b l ) 为 a l ( b l ) 的像; J
( l ) ( a) 为包含 a

的被 L ( l ) -渗透的最小理想．
引理2［13］ 令 S为半群，则D( l ) = L ( l )  Ｒ ( l ) =

L ( l ) ．而且一个 D( l ) -类至多包含一个正则 D-类．
称 rpp半群 S为强的，如果a∈ S，都存在唯一

幂等元 a◇，使得 a◇L ( l ) a且 a◇a = a．对偶地，定义
强 lpp半群( strongly lpp semigroup) ．

令 S为强 rpp半群，a，b∈ S，定义 aＲba◇Ｒb◇

且 H = Ｒ∩ L ( l ) ．不难发现，aHb当且仅当 a◇ = b◇ ．

郭小江等［13］指出:强 rpp半群的正则元都是完全正
则的．这意味着完全正则半群恰为强 rpp正则半群．
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引理 3［13］ 令 S 为强 rpp 半群，x，y ∈ S，若

xD( l ) y，则 xy∈Ｒx∩ L ( l )y ，其中Ｒx ( L
( l )
x ) 为 S的包含

x的 Ｒ-类( L ( l ) -类) ．

值得指出:对于一般的强 rpp 半群来说，Ｒ 不一
定是左同余［13］．因此，称强 rpp半群 S为超 rpp半群，

如果 Ｒ为 S上的左同余．
引理 4［3］ 令 S为强 rpp半群，则以下各款等价:
( i) S为超 rpp半群;
( ii) a∈ S，J ( l ) ( a) = Sa◇S;
( iii) J ( l ) E( S) = J E( S) ，其中 E( S) 为 S 的幂等

元素;

( iv) J ( l ) = D( l ) ;
( v) D( l ) 为半格同余．
引理 5［14］ 超 rpp半群的所有正则元构成完全

正则子半群．
令 I，Λ 为非空集合，M 为幺半群． 假设 P =

( pλi ) 是元为M的单位Λ × I矩阵．记 T = I × M × Λ，
定义 T上的运算: ( i，x，λ) ( j，b，u) = ( i，xpλ，u) ．关
于上面的运算，T构成半群，称之为M上以M为夹心
矩阵的 Ｒees 矩阵半群，并记为M( M，I，Λ; P) ． 而
且，当M为左消去幺半群时，M( M，I，Λ; P) 是D( l ) -
单强 rpp半群［13］．称半群 S为完全 J ( l ) -单半群，如果
S同构于某个左消去幺半群上的 Ｒees 矩阵半群［4］．
据文献［13］，半群为完全 J ( l ) -单半群当且仅当它是
D( l ) -单的强 rpp半群．
引理 6［13］ 令 M 为左消去幺半群． 对于( i，a，

λ) ，( j，b，u) ∈M( M，I，Λ; P) ，总有

( i) ( i，a，λ) Ｒ( j，b，u) 当且仅当 i = j;
( ii) ( i，a，λ) L ( l ) ( j，b，u) 当且仅当 λ = u;

( iii) ( i，a，λ) H( j，b，u) 当且仅当 i = j且λ = u;
( iv) ( i，a，λ) ◇ = ( i，p－1

λi，λ) ．
郭小江等［13］证明: 强 rpp 半群的每一个 D( l ) -

类都是一个完全 J ( l ) -单半群．换句话说，强 rpp半群
都是一些完全 J ( l ) -单半群的并． 引理 7 源自文献
［3］，它给出了超 rpp半群的构造．
引理 7［3］ 半群 S为超 rpp半群当且仅当它为

一些完全 J ( l ) -单半群 Sα ( α∈ Y) 的半格，且 L ( l )S =
L ( l )Sα 对于所有的 α∈ Y．

称强 rpp半群 S为左( 右) 密码 rpp半群，如果H

为左( 右) 同余．据 H 的定义，易见:a，b ∈ S，aHb

当且仅当 aHb．因此对于超 rpp 半群 S，若 S 为密码
rpp半群，则 Ｒeg( S) ( S的所有正则元组成的集合)
构成密码群［7］．
引理8［8］ 令 S为强 rpp半群，则称 S为左( 右)

密码 rpp 半群当且仅当 a，b ∈ S，( ab) ◇ =
( ab◇ ) ◇ ( ( ab) ◇ = ( a◇b) ◇ ) ，( ab) ◇ = ( a◇b◇ ) ◇ ．
引理 9 完全 J ( l ) -单半群是密码 rpp半群．
证 据引理 6( iii) 易得结论成立．
此外，由文献［8］知，密码 rpp 半群总是超 rpp

半群．易见，对于密码 rpp半群 S，S /H为带．因此称 S

为 ρ密码 rpp半群，若 S /H为具有性质 ρ的带．若 S /H
为正则带，则称 S为正则密码 rpp半群．
引理 10 令 S为超 rpp半群，若 S为 ρ密码 rpp

半群，则 Ｒeg( S) 是 ρ密码群．

证 注意到，( a，a◇ ) ∈ H． 容易知道，S /H =
Ｒeg( S) /H．其余证明显然．

2 主要结果

为简化表述，总假设 S为超 rpp半群，且 S = ( Y;
Sα ) 是由D( l ) 确定的半格分解．进一步，对于 α∈ Y，
设 Sα = M ( Mα，Iα，Λα ; Pα ) ．
引理 11 对于 α，β∈ Y，若 α≥ β，a∈ Sα，b∈

Sβ，则 bL ( l ) ab且 bＲba．
证 显然，ab∈ Sβ，于是( ab)

◇a，b∈ Sβ ．据引
理 3，ab = ( ab) ◇a·b∈ L ( λ)b ，即 abL ( l ) b．另一方面，
由于 ba = b·a( ba) ◇ 和 b，a( ba) ◇ ∈ Sβ，再据引理

3，有 baＲb．
引理 12 令 S为密码 rpp半群．x，y，z∈ S，则有
( i) x◇( yx) ◇ = ( x◇yx) ◇ = ( xy) ◇x◇ = ( xyx◇) ◇;
( ii) x( yx) ◇ = ( xy) ◇x．

证 ( i) 由 S为密码 rpp半群知 H是 S上的同

余，于是x◇ ( yx ) ◇Hx◇ yxH ( x◇ yx ) ◇HxyxHxyx◇·

H( xyx◇ ) ◇H( xy) ◇x◇ ． 因此 x◇ ( yx) ◇H( x◇yx) ◇·
H( xyx◇ ) ◇H( xy) ◇x◇ ． 但 ( x◇yx) ◇，( xyx◇ ) ◇ 都是
幂等元，从而( x◇yx) ◇ = ( xyx◇ ) ◇ = ( xyx) ◇ ．
另一方面，因为 yx = yxx◇，所以 ( yx) ◇ =

( yx) ◇x◇，进而 x◇ ( yx) ◇ 为幂等元． 故 x◇ ( yx) ◇ =
( x◇yx) ◇ ．
注意到，( xy) ◇ = ( x◇y◇ ) ◇，再利用文献［7］可

以得到 x◇ ( yx) ◇ = x◇ ( y◇x◇ ) ◇ = ( x◇y◇ ) ◇x◇ =
( xy) ◇x◇ 且为幂等元．

( ii) 因为x◇( yx) ◇Hx( yx) ◇HxyxH( xy) ◇xH( xy) ◇·

xH( xyx) ◇，所以 x( yx) ◇ = ( xyx) ◇x( yx) ◇ =
( xyx) ◇·x·x◇ ( yx) ◇ = ( xyx) ◇·x· ( xyx) ◇ =
( xy) ◇x◇·x·( xyx) ◇ = ( xy) ◇x．
现在可以给出完全 J ( l ) -单半群的一些特征．
定理 1 令 S为超 rpp半群，则以下各款等价:
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( i) S为 J ( l ) -单半群;
( ii) a，b∈ S，a = a( ba) ◇ ;
( iii) a，b∈ S，a = ( ab) ◇a;
( iv) a，b，c∈ S，( ac) ◇ = a◇ ( bc) ◇ ;
( v) a，b，c∈ S，( ac) ◇ = ( ab) ◇c◇ ．
证 这里仅证明( i) ( ii) ( iii) ( i) ，因为

( i) ( iv) ( v) ( i) 可以类似得到．
( i) ( ii) 令 S为 J ( l ) -单半群，进一步设 S =

M ( M，I，Λ; P) ，其中 M 为左消去幺半群，对于( x，
i，λ) ，( y，j，u) ，( z，k，κ) ∈ S，有
［( x，i，λ) ( z，k，κ) ］◇ = ( xpλky，i，κ)

◇ = ( p－1
κi，i，κ) =

( xpλj ypμk z，i，κ)
◇ = ［( x，i，λ) ( y，i，μ) ( z，k，κ) ］◇ ．

据引理 9，S为密码 rpp半群，再利用引理 12，
［( x，i，λ) ( y，j，u) ( z，k，κ) ］◇ = ［( x，i，λ) ( y，

j，u) ］◇ ( z，k，κ) ◇ ．
因此( ii) 成立．
( ii) ( iii) 据 ( ii) ，有 a◇ = ( aa◇ ) ◇ =

( ab) ◇ ( a◇ ) ◇ = ( ab) ◇a◇ ． 因此 a = a◇a =
( ab) ◇a◇a = ( ab) ◇a．
( iii) ( i) 仅需证: Y = 1．对于 a∈ Sα，b∈

Sβ，总有 a = ( ab) ◇a，于是 Sα  SαβSα  Sαβ ． 这样
α≤β;类似地，β≤ α．故 α = β，即 Y = 1．
令 T为半群．称 T的左理想 L为左 * -理想，如

果 L =∪
x∈L

L*
x ，其中 L*

x 为包含 x的 L* -类．记 L* ( x)

为包含 x 的最小左 * -理想． J． B． Fountain［1］ 证明
了:对于 a，b∈ T，aL* b当且仅当 L* ( a) = L* ( b) ．
对于 rpp 半群 T，定义 a ≤l b，若 L*

a ≤ L*
b ( 即

L* ( a)  L* ( b) ) 且存在幂等元 f，使得 a = bf．
M． V． Lawson［15］证明了:
( i) ≤l 是 T上的偏序;

( ii) a ≤l b当且仅当存在 b* ∈ L*
b ∩ E( T) ，都

有 a* ∈ L*
a ∩ E( T) 使得 a* wb* ( 即 a* = a* b* =

b* a* ) 且 a = ba* ，其中 E( T) 为 T幂等元集．
关于 rpp半群和强 rpp半群上的≤l 关系，参见

文献［16-18］．
引理13 令 a，b∈ S，则 b≤l a当且仅当 b◇wa◇

且 b = ab◇ ．

证 仅需证必要性．假设 b≤l a，则f∈ L*
b ∩

E( S) ，使得 fwa◇ 且 b = af．因此 bb◇ = b，进而 f =
fb◇，于是 b◇ f ∈ E( Sβ ) ，b

◇ fLfL* b． 而 b◇ f· b =
b◇ fb◇·b = b◇b = b，利用 S 为强 rpp 半群，b◇ f =
b◇ ．故 b = ab◇ 且 b◇a◇ = b◇ fa◇ = b◇ f = b◇ ．
注意到，a◇b◇Lb◇且 a◇b◇·b = a◇b = a◇ab◇ =

ab◇ = b，再据 S 为强 rpp 半群，可以得到 a◇b◇ =

b◇ ．因此 b◇wa◇ ．
引理 14 令 S为左密码 rpp 半群，α，β ∈ Y 且

α≥β．若 a∈ Sα，b∈ Sβ，则 b≤l a当且仅当c∈
Sβ，使得 b = a( ca) ◇ ．
证 假设c∈ Sβ，使得 b = a( ca) ◇．因为 ca =

ca·a◇，所以( ca) ◇ = ( ca) ◇a◇，进而 a◇ ( ca) ◇ ∈
E( Sβ ) 且 a◇ ( ca) ◇wa◇ ．另一方面，因为 L* 为右同

余，所以 b = a( ca) ◇L* a◇ ( ca) ◇ ．因此 b≤l a．
反之，设 b ≤l a，则据引理 13，b◇wa◇ 且 b =

ab◇ ．而 S 为左密码 rpp 半群，于是 b◇ = ( b◇ ) ◇ =
( b◇a◇ ) ◇ = ( b◇a) ◇ ． b◇ 为所求的 c．

引理15 a，b，c∈ S，若 b，c≤l a，bHc，则 b = c．
证 据假设，b◇ = c◇，再据引理 13，有 b =

ab◇ = ac◇ = c．
定理 2 令 S为超 rpp半群，则以下各款等价:
( i) S为左密码 rpp半群;
( ii) α，β∈ Y，若 α ≥ β，a ∈ Sα，b ∈ Sβ，则

a◇ ( ba◇ ) ◇L ( l ) a( ba) ◇ ;
( iii) α，β∈ Y，若 α ≥ β，a ∈ Sα，b ∈ Sβ，则

b≤l a蕴含着 bL ( l ) a( ba) ◇ ．
证 ( i) ( ii) 假设 S为左密码 rpp半群．注

意到，a◇ ( ba) ◇，( ba) ◇ 在同一个完全 J ( l ) -单半群，
于是 a◇ ( ba) ◇L* ( ba) ◇ ． 据引理 8，a◇ ( ba◇ ) ◇ =
a◇ ( ba) ◇L ( l ) ( ba) ◇L ( l ) a( ba) ◇ ．
( ii) ( iii) 据引理13，b◇wa◇且 b = ab◇ ．注

意到，a◇ ( ba◇ ) ◇，a( ba◇ ) ◇ 在同一个完全 J ( l ) -单
半群，易知，a◇ ( ba◇ ) ◇L* a( ba◇ ) ◇，现在运用( ii) ，

a( ba) ◇L ( l ) a◇ ( ba◇ ) ◇L* a( ba◇ ) ◇ =
a( bb◇a◇ ) ◇ = ab◇ = b．
( iii) ( i) 令 a ∈ Sα，b ∈ Sβ，因为 ab◇ =

ab◇b◇，所以( ab◇) ◇ = ( ab◇) ◇b◇，从而b◇( ab◇) ◇∈
E( S) ，b◇( ab◇) ◇wb◇． 再结合 b( ab◇) ◇L* b◇( ab◇) ◇．
因此 b( ab◇ ) ◇ = b·b◇ ( ab◇ ) ◇ ≤l b．利用( iii) ，

ab◇L( l ) ( ab◇) ◇L* b( ab◇) ◇L* b( b( ab◇) ◇b) ◇ ·
L* ( b( ab◇ ) ◇b) ◇L* b( ab◇ ) ◇bL ( l ) ( ab◇ ) b = ab．

另一方面，因为 S为超 rpp半群，所以 Ｒ是左同

余，进而 abＲab◇ ．因此 ab◇Hab，( ab◇ ) ◇ = ( ab) ◇ ．
故 S是左密码 rpp半群．
对于 α，β∈ Y，a∈ Sα 且 α≥ β，定义
ρa，β = { ( x，y) ∈ Sβ × Sβ : a( xa)

◇ = a( ya) ◇} ．
显然，ρa，β 是 Sβ 上的等价关系．进一步，有
命题 1 令 S为密码 rpp半群．若 α，β∈ Y，α≥

β且 a，b∈ Sα，c，d∈ Sβ，则
( i) ρa，β = ρa◇，β ;

( ii) ρa，β 为 Sβ 上的矩形带同余，且 H( Sβ)  ρa，β ;
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( iii) cρa，β = dρa，β当且仅当( aca)
◇ = ( ada) ◇ ．

证 ( i) 若 ( x，y) ∈ ρa，β，则 a( xa) ◇ =
a( ya) ◇，进而 a◇ ( xa) ◇ = a◇ ( ya) ◇ ．考虑到 S为密
码 rpp半群，可得

a◇ ( xa◇ ) ◇ = a◇ ( x◇a◇ ) ◇ = a◇ ( xa◇ ) ◇ =
a◇ ( xa) ◇ = a◇ ( ya) ◇ = a◇ ( ya◇ ) ◇ ．
于是( x，y) ∈ ρa◇，β 从而 ρa，β  ρa◇，β ．
反过来，若 ( u，v) ∈ ρa◇，β，则 a◇ ( ua◇ ) ◇ =

a◇ ( va◇ ) ◇，进一步，有
a( ua) ◇ = a·a◇ ( ua) ◇ = a·a◇ ( u◇a◇ ) ◇ =

a·a◇ ( ua◇ ) ◇ = a·a◇ ( va◇ ) ◇ = a( v◇a◇ ) ◇ =
a( va) ◇ ．
进而( u，v) ∈ ρa，β ．于是 ρa◇，β  ρa，β ．
( ii) 令 u ∈ Sβ，( c，d) ∈ ρa，β ． 据引理 11，

uＲuacaL* ca，进而 ucaHuaca，这是因为 u，ua，ca ∈
Sβ 且 Sβ 是Ｒees矩阵半群．于是( uca) ◇ = ( uaca) ◇ =
( ua( ca) ◇ ) ◇ ． 从而 a( uca) ◇ = a( ua( ca) ◇ ) ◇ =
a( ua( da) ◇ ) ◇ = a( uda) ◇ ．从而( uc，ud) ∈ ρa，β ．对
偶地，( cu，du) ∈ ρa，β，因此 ρa，β 是 Sβ 上的同余．
考虑到 Sβ是左消去幺半群上的Ｒees矩阵半群．

对于 c，d ∈ Sβ，有 cdcHc． 于是，cdcaHca． 从而
a( cdca) ◇ = a( ca) ◇，进而( cdc，c) ∈ ρa，β ．因此 ρa，β
是 Sβ上的矩形带同余．现令 x，y∈ Sβ，( x，y) ∈H．因

为 S为密码 rpp半群，所以( xa，ya) ∈H，进而( xa) ◇ =
( ya) ◇ ．显然，a( xa) ◇ = a( ya) ◇，即( x，y) ∈ ρa，β ．

故 H ρa，β ．
( iii) 因为 aL* a◇，有 a( xa) ◇ = a( ya) ◇当且仅

当 a◇ ( xa) ◇ = a◇ ( ya) ◇ 当且仅当 ( a◇xa) ◇ =
( a◇ya) ◇ ( 由 引 理 12) 当 且 仅 当 ( axa) ◇ =
( aya) ◇ ( 因为 S是密码的) ．

推论 1 令 S为超 rpp半群．若 Ｒ( Sβ )  ρa◇，β，
α，β∈ Y，α≥ β且 a∈ Sα，则 S为左密码 rpp半群．
证 令 α，β∈ Y，α≥ β．对于 a∈ Sα，b∈ Sβ，

由于 Ｒ是左同余，有 ba◇Ｒba，进而 ba◇ρa◇，βba．利用
引理 11，a◇( ba◇) ◇ = a◇( ( ba◇) a◇) ◇ = a◇( ( ba) ·
a◇ ) ◇ = a◇ ( ba) ◇L ( l ) a( ba) ◇，再利用定理 2，S 为
左密码 rpp半群．
定理 3 令 S为超 rpp半群，则以下各款等价:
( i) S为密码 rpp半群;
( ii) α，β∈ Y，若 α≥ β，a∈ Sα，b∈ Sβ，则( b，

a( ba) ◇ ) ∈ ρa◇，β ;
( iii) α，β∈ Y，若 α ≥ β，a ∈ Sα，b ∈ Sβ，则

a◇ ( ba◇ ) ◇ = ( a( ba) ◇ ) ◇ ;
( iv) α，β∈ Y，若 α ≥ β，a ∈ Sα，b ∈ Sβ，则

b≤l a蕴含着b = a( ba) ◇ ;
( v) S是左密码 rpp半群．
证 ( i) ( ii) α，β∈ Y，若 α≥ β，a∈ Sα，

b∈ Sβ，利用引理 12，有
a◇ ( ( a( ba) ◇ ) a◇ ) ◇ = ( a◇ ( a( ba) ◇ ) ) ◇a◇ =

( a( ba) ◇ ) ◇a◇ = ( ( ab) ◇a) ◇a◇ = ( ab) ◇a◇a◇ =
( ab) ◇a◇ = a◇ ( ba) ◇ = a◇ ( ba◇ ) ◇，
即( b，a( ba) ◇ ) ∈ ρa◇，β ．
( ii) ( iii) 设α，β∈Y，α≥ β．令 a∈ Sα，b∈

Sβ ． 由于 ba = baa◇，有 ( ba) ◇ = ( ba) ◇a◇，进而
a( ba) ◇ = a( ba) ◇a◇， 从 而 ( a( ba) ◇ ) ◇ =
( a( ba) ◇ ) ◇a◇ ．利用文献［7］，

a◇ ( ( a( ba) ◇ ) ◇a◇ ) ◇ = ( a◇a( ba) ◇ ) ◇a◇ =
( a( ba) ◇ ) ◇a◇ = ( a( ba) ◇ ) ◇ ．
因此，据 ( ii) 可得 a◇ ( ba◇ ) ◇ = a◇ ( ( a( ba) ◇ ) ·
a◇ ) ◇ = ( a( ba) ◇ ) ◇ ．
( iii) ( iv) 设 α，β∈ Y，且 α≥ β．令 a∈ Sα，

b ∈ Sβ，且 b ≤l a． 由 ba = baa◇ 知 ( ba) ◇ =
( ba) ◇a◇，于是 a◇ ( ba) ◇∈E( S) 且 a◇ ( ba) ◇wa◇ ．

再据引理 11，b◇ＲbＲba，进而 b◇Ｒ( ba) ◇，由此
b( ba) ◇ = ( ba) ◇ ． 进一步利用引理 13，b◇wa◇ 且
b = ab◇，据( iii) ，

b◇ = a◇b◇ = a◇ ( bb◇a◇ ) ◇ = a◇ ( ba◇ ) ◇ =
( a( ba) ◇ ) ◇L* a( ba) ◇ = L* a◇ ( ba) ◇，
从而 b◇ = b◇a◇ ( ba) ◇ = b◇ ( ba) ◇ = ( ba) ◇，故
b = ab◇ = a( ba) ◇ ．
( iv) ( v) 可由定理 2 直接得到．
( v) ( i) 假设 S为左密码 rpp半群．x，y∈

S，有( xy) ◇ = ( xy◇) ◇．据引理 8，还需证明( xy◇) ◇ =
( x◇y◇ ) ◇ ．
注意到 x◇y◇ = x◇x◇·y◇，以及 S的所有正则

元构成 S 的完全正则半群，于是 x◇ ( x◇y◇ ) ◇ =
( x◇y◇) ◇，从而( x◇y◇) ◇x◇ ∈ E( S) ，( x◇y◇) ◇wx◇，
进而 a = x( x◇y◇ ) ◇x≤l x．利用引理 13，a◇wx◇ 且
xa◇ = a = x( x◇y◇ ) ◇x◇ ． 由第 2 个等式可推出，
a◇ = x◇a◇ = x◇ ( x◇y◇ ) ◇x◇ = ( x◇y◇ ) ◇x◇ ．从而
据引理 11，

( x◇y◇ ) ◇Ｒa◇ＲaＲay◇ = x( x◇y◇ ) ◇x◇y◇ =
xx◇y◇ = xy◇ ．

但 L* 为右同余，于是 xy◇L* x◇y◇ ．因此 xy◇Hx◇y◇，
进而( xy◇ ) ◇ = ( x◇y◇ ) ◇ ．
基于定理 3，下面的问题是很自然的，但目前还

不能回答它．
问题1 对于超 rpp半群 S，若 S是右密码 rpp半

群，则 S是否是密码 rpp半群?
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现在给出正则密码 rpp半群的一个性质．
命题2 令 S为超 rpp半群，若 S为正则密码 rpp

半群，则 S满足( axya) ◇ = ( axaya) ◇ ．
证 若 S 为正则密码 rpp 半群，则 ( xy) ◇ =

( x◇y◇ ) ◇ ．据文献［7］，
( axya) ◇ = ( a◇x◇y◇a◇ ) ◇ =
( a◇x◇a◇y◇a◇ ) ◇ = ( axaya) ◇，

这是因为 Ｒeg( S) 是正则密码群．
比较文献［7］，下面问题很自然．
问题 2 对于超 rpp半群 S，若 S满足( axya) ◇ =

( axaya) ◇，则 S是否是密码 rpp半群?
定理 4 令 S为超 rpp半群，则以下 2 款等价:

( i) S为正则密码rpp半群; ( ii) L( l ) 和Ｒ都是同余．
证 ( i) ( ii) 若 S为正则密码 rpp半群，则

据引理 10，Ｒeg( S) 是正则密码群，于是由文献［7］，

L，Ｒ都是同余．令 x，y，u，v∈ S，如果 xＲy，uＲv，那么

xuＲ( xu) ◇ = ( x◇u◇ ) ◇Ｒx◇u◇Ｒy◇v◇ =

Ｒ( y◇v◇ ) ◇ = ( yv) ◇ = Ｒyv．

因此 Ｒ是同余;类似地，L ( l ) 是同余．

( ii) ( i) 由假设，H = L ( l ) ∩ Ｒ是 S上的同

余，于是 S 为密码 rpp 半群． 据引理 11，yaL ( l ) aya，

axＲaxa，进而 axya( L ( l ) ∩ Ｒ) axaya，从而 S /H是正

则带．故 S为正则密码 rpp半群．
容易发现，在( ii) ( i) 证明过程中，仅用到了

性质: S 为 密 码 rpp 半 群， 以 及 ( axya) ◇ =
( axaya) ◇ ．事实上，已经证明:
推论2 令 S为超 rpp半群，则 S为正则密码 rpp

半群当且仅当 S为密码 rpp半群且满足( axya) ◇ =
( axaya) ◇ ．
定理5 半群 S为正则密码 rpp半群当且仅当 S

为密码 rpp半群且α，β∈ Y，若 α≥ β，a，b∈ Sα，

则 ρa，β = ρb，β ．
证 必要性 仅需证: ρa，β = ρb，β ．为此，仅证

明: ρa，β  ρb，β，因为 ρb，β  ρa，β 可以类似地得到． 若
( x，y) ∈ ρa，β，则据定理 4 有
( bxb) ◇ = ( b◇x◇b◇ ) ◇ = ( ( bab) ◇x◇ ( bab) ◇ ) ◇ =
( babxbab) ◇ = ( baxab) ◇ = ( bayab) ◇ = ( byb) ◇，
于是( x，y) ∈ ρa，β ．从而 ρa，β  ρb，β ．

充分性 仅需证: L ( l ) 和 Ｒ都是 S上的同余．令
a，b∈ Sα，c∈ Sβ 且 aL ( l ) b．注意到，
( a◇· a◇ ( ca◇ ) ◇ · a◇ ) ◇ = ( a◇ ( ca◇ ) ◇ ·

a◇ ) ◇ = ( aca◇a) ◇ = ( aca) ◇ = ( a◇·a◇c·a◇ ) ◇，
则有( a◇c，a◇ ( ca◇ ) ◇ ) ∈ ρa◇，αβ ．进而

cbL ( l ) ba◇L* ( ba◇cb) ◇ = ( b( a◇ ( ca◇ ) ◇ ) b) ◇

( 由于 ρa◇，αβ = ρb，αβ ) = ( ba
◇cab◇ ) ◇ = ( bca) ◇ ( 由

于 aL ( l ) b) = L ( l ) ca( 利用引理 11) ．

因此L( l ) 为S上的同余．类似地，可证: Ｒ为S上的同余．
称带 B 为左( 右) 拟正规，如果 B 满足 axy =

axay( yxa = yaxa) ;称 B为左( 右) 正规，如果它满
足 axy = ayx( xya = yxa) ;称 B为正规，如果它满足
axya = ayxa．众所周知，B为正规带当且仅当它既为
左拟正规带又为右拟正规带． 关于这几种带的相关
结果，可参见文献［19］．
定理 6 令 S为超 rpp半群，则以下各款等价:
( i) S为左拟正规密码 rpp半群;

( ii) L ( l ) 为 S上的右正规带同余，且 Ｒ是 S上的
同余;

( iii) S 为密码 rpp 半群，且满足 ( axy) ◇ =
( axay) ◇ ;
( iv) S为密码 rpp半群且α，β∈ Y，若 α≥ β，

a，b∈ Sα，则 Ｒ( Sβ )  ρa，β = ρb，β ．
证 ( i) ( ii) 若 S为左拟正规密码 rpp 半

群，则 S为正则密码 rpp半群，于是由定理 4，L ( l ) ，Ｒ

都是 S上的同余．a，x，y∈ S，有 xyaHxyxaL* yxa，
进而 xyaL* yxa．从而 L* 为 S上的右正规带同余．

( ii) ( iii) 由于 L ( l ) ，Ｒ都是 S 上的同余，容

易看出，H = L* ∩ Ｒ是 S 上的同余．从而 S 为密码

rpp半群．另外，axyL* xayL* axay，以及 axaＲax，于是
axayＲaxy． 因此 axy( L* ∩ Ｒ) axay，进而 ( axy) ◇ =

( axay) ◇ ．

( iii) ( iv) 令 x，y∈ Sβ，xＲy．则
( axa) ◇ = ( ay◇xa) ◇ = ( ay◇x◇a) ◇ =

( ay◇x◇y◇a) ◇ = ( ayxya) ◇ = ( ay◇a) ◇ = ( aya) ◇，

进而( x，y) ∈ ρa，β，从而 Ｒ( Sβ )  ρa，β ．另一方面，据
( iii) ，S为正则密码 rpp半群，再利用定理5，ρa，β = ρb，β ．
( iv) ( i) 据定理 5，S为正则密码 rpp半群，

再利用定理 4，L* ，Ｒ都是 S上的同余，结合 axＲaxa，

有 axyＲaxay． 注意到，xay◇Ｒxay◇x． 于是 ( xay◇，
xay◇x) ∈ ρy，γ，其中 xay◇ ∈ Sγ，从而

xayL ( l ) y( xay◇y) ◇ = y( xay◇axy) ◇L* ( xay◇·
axy) ◇L* xay◇axyL ( l ) axy，

有 axayL* xayL* axy．因此 axyHaxay，于是 S 为左拟
正规密码 rpp半群．
定理 7 令 S为超 rpp半群，则以下各款等价:
( i) S为正规密码 rpp半群;

( ii) L* 和 Ｒ分别为 S上的右正规带同余和左正
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规带同余;

( iii) S 为密码 rpp 半群且满足 ( axya) ◇ =
( ayxa) ◇ ;
( iv) α，β∈ Y，若 α≥ β，a∈ Sα，则 ρa，β 为 Sβ

上的泛关系．
证 ( i) ( ii) 据定理 6，仅需证:a，x，y∈

S，axyＲayx．事实上，可以由下面的计算直接得到:

axyＲaxyaHayxaＲayx．

( ii) ( iii) 考虑到Ｒ，L* 都是 S上的同余，有

H = Ｒ∩ L* 为 S上的同余，进而 S为密码 rpp半群．

又 L* 为右正规带同余，于是 axyaL* xyaL* yxaL* ·

ayxa; 类似地 axyaＲayxa． 因此 axyaHayxa，进而
( axya) ◇ = ( ayxa) ◇ ．
( iii) ( iv) x，y∈ Sβ 可得

( axa) ◇ = ( axyx◇a) ◇ = ( a( yx◇ ) xa) ◇ =
( ay◇ ( yx) a) ◇ = ( a( yx) y◇a) ◇ = ( aya) ◇ ．
从而( x，y) ∈ ρa，β ．因此 ρa，β 为 Sβ 上的泛关系．
( iv) ( i) 由( iv) ，a，b∈ Sα，ρa，β = ρb，β ．再

据定理 5，S为密码 rpp半群．a∈ Sα，x ∈ Sβ，y ∈
Sγ，显然有 a◇xya◇，a◇yxa◇ ∈ Sαβγ ． 于是( a

◇xya◇，
a◇yxa◇ ) ∈ ρa，αβγ ． 从而 ( axya)

◇ = ( a·a◇xya◇·
a) ◇ = ( a·a◇yxa◇·a) ◇ = ( ayxa) ◇ ．故 S为正规
密码 rpp半群．
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Abstract: Cryptic rpp semigroups are defined as strongly rpp semigroups in which H is a congruence． This kind of such
semigroups is a generalization of cryptogroups in the range of rpp semigroups． Some new characterizations are obtained．
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