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局部紧正则 Locale的紧正则反射
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摘要:关于如何给出 locale的紧正则反射构造一直是 locale理论中最重要研究课题，通过给出补紧元的定
义，进而给出局部紧正则 locale的紧正则反射的一个构造性描述，并保证了局部紧正则定义在 locale上和
在拓扑空间上的一致性． 同时证明了若 A 是局部紧 locale，则 CＲ ( A) ( 由 A 的所有理想组成的理想格
Idl ( A) 的子 frame) 是紧正则 locale;并对于局部紧正则 locale A，CＲ ( A) 是 A 的紧正则反射，并给出了具体
的反射关系图．
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0 引言

B． Banaschewsk等［1］和 P． T． Johnston［2］通过引
入理想格的子格这一概念，给出 locale 的完全正则
紧反射的刻画，并证明了正则紧反射的存在性，在假

设选择公理的前提下，locale 的完全正则紧反射和
紧正则反射是等价的;但不以选择公理为前提，2 者
并不等价．为了研究 locale的紧正则反射，贺伟［3］通
过引入一种 2 元关系“”，对 locale 的紧正则反射
进行了构造性的描述． 随后又报道了一篇关于局部
紧正则 locale的正则紧化的研究通讯［4］，但在文献
［4］中关于局部紧正则 locale 的正则紧化的构造以
及证明均没有描述．本文通过引入“补紧元”的定义
来给出局部紧正则 locale的紧正则反射构造的具体
描述和相关结论．

1 预备知识

先回顾有关 locale 的一些基础定义和相关结
论．更多的术语和符号均可参见文献［5］．
称 L 为一个 frame 或者 locale ( 亦称为完备

Heyting代数) ，若 L是完备格，并满足无穷分配律
a∧ ( ∨ S) =∨ { a∧ s: s∈ S} ，a∈ L，S L．

称 locale A为紧的，若{ ai : i∈ L} = 1，则存在
有限子集 L'  L，使{ ai : i∈ L'} = 1．
称 a b，若c∈ A，使得 b∨ c = 1且 a∧ c =

0; 称 locale A 是正则的，若 a ∈ A，都有 a =
∨ { b∈ A: b a} ．

称 a b，若存在集族{ cq∈ A | q∈［0，1］∩
Q} 使 cp  cq，p ＜ q，a≤ c0，c1 ≤ b;称 locale A是完
全正则的，若a∈ A，都有 a =∨ { b∈ A: b a} ．
记 locale A的正则理想构成的集合为 CＲ ( A) ，

且a = { x∈ A | x a} ．

2 主要结论

定义 1［6］ 设 A是一个 locale，a∈ A，称 a是补
紧元，若bi∈A，有 a∨ ( ∨ bi ) = 1，则存在一个有
限集 F使得 a∨ ( ∨ { bi，i∈ F} ) = 1．
定义 2 设 A 是局部紧正则 locale，若 a ∨

b = 1，存在补紧元 c，且 a ＞ c，使得 c∨ b = 1．
若 A是局部紧正则 locale，则其谱空间 P( A) 是

局部紧正则空间． 反之，若 X 是局部紧正则空间，则
由其所有开集构成的 locale O( X) 是局部紧正
locale［7-9］．
引理 1 设 A是一个 locale，a，b，c∈ A，则有
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( i) 当 a b时， b  a;
( ii) 当 a b，a c时，a b∧ c;
( iii) 当 a c，b d时，a∧ b c∧ d．
证 ( i) 由 a b知，c∈ A，使得 b∨ c = 1，

a∧ c = 0．又由于  a ＞ c， a ∨ b = 1 且  b ∧
b = 0，所以  b  a．
( ii) 由 a b，a  c 知，d，e ∈ A，使得 a ∧

d = a∧ e = 0，b∨d = c∨ e = 1．从而可得( b∧ c) ∨
( d∨ e) = ( b∨ d∨ e) ∧ ( c∨ d∨ e) = 1，a∧ ( d∨
e) = ( a∧ d) ∨ ( a∧ e) = 0．
综上可得 a b∧ c．
( iii) 由 a  c，b  d 知，e，f ∈ A，使得 a ∧

e = 0，c∨ e = 1，b∧ f = 0，d∨ f = 1．由( a∧ b) ∧
e = 0，c∨ e = 1可得 a∧ b c．类似地，又由( a∧
b) ∧ f = 0，d∨ f = 1可得 a∧ b d．由引理 1( ii)
可得 a∧ b c∧ d．
引理 2 locale A是局部紧正则 locale，a，b∈

A，若 a b，则c∈ A，使得 a c b．
证 假设 a b，易知  a∨ b = 1．因为 A是

局部紧 locale，由定义2知，存在补紧元 d满足 a ＞
d，并且 d∨ b = 1．又由 locale A是正则的，由正则的

定义可以得到 d∨ ( ∨ { bi | bi  b} ) = 1，d∨ ( ∨

{ bi | bi  b，i∈ F} ) = 1，F是有限集．

令∨ { bi | bi b，i∈ F} = c，F是有限集．由引

理 1( ii) 得 c b．显然， a∨ c = 1．故 a c b．
引理 3 CＲ ( A) 是 Idl ( A) 的子 frame．
证 假设 X和 Y是 A的正则理想，则 X∧ Y =

X∩ Y［10-13］．a∈ X∧ Y，可以找到 b∈ X和 c∈ Y

使得 a b，a c．由引理 1( ii) 有 a b∧ c∈ X∩
Y = X，所以 X∧ Y∈ CＲ ( A) ．同理，由引理 1可以证
明 CＲ ( A) 在 Idl ( A) 中是 2元且封闭的．显然，CＲ ( A)
中定向并是集合的并［14-16］． 因此，CＲ ( A) 对有限交
和任意并封闭．
定理1 若 A是局部紧 locale，则CＲ ( A) 是紧正

则 locale．
证 由引理3知，CＲ ( A) 的紧性显然．接下来证

明 CＲ ( A) 的正则性．假设 a b，由引理2知，x，y，
z，使得 a x y z b，且 a∧ x≤ a∧ a = 0．

另一方面，a∧(  x) = a∩(  x) =

{ 0} ．由引理 2可得  b  z  y  x  a，
故  y∈(  x) ．同时由 z∈b， y∨ z = 1 有

(  x) ∨b = ↓{ m ∨ n | m ∈ (  c) ，n ∈

b} = A，即ab．I∈ CＲ ( A) 且 a∈ I，可以
找到 b∈ A使 a b并且ab≤ I，即a

I，故 I =∪ ( ↓a | a∈ I) =∨ {a | a∈ I} ．所以

CＲ ( A) 是正则的．
定理 2 若 A是局部紧正则 locale，CＲ ( A) 是 A

的紧正则反射．
证 由定理 1知 CＲ ( A) 是正则的，现证明反射

性．I∈CＲ ( A) ，令 f* ( I) ∨ I．易证 f* 是一个 frame
同态映射，f* 是 f* 的右伴随，a∈A，f* ( a) = a，
显然 f* 是局部连续映射． 假设有一个紧正则 locale
B和一个局部连续映射 h: A→ B．I∈ CＲ ( B) ，令

CＲ ( h)
* ( I) = { a∈ A | ( b∈ I) ( a≤ h* ( b) ) } ，

由于 h* 是一个 frame同态映射，保留“”关系．所
以 CＲ ( h)

* ( I) 是一个正则理想，关系图如图 1
所示．

图 1 同态映射的关系图

由于 B是一个紧正则 locale，fB 是一个同构映
射．所以 h = f －1B CＲ ( A) fA，h可以由 fA表示．并且由文
献［14］易证这个表示方式是唯一的．
推论 1［4］ 每一个局部紧正则 locale都存在一

个最大的正则紧化．
推论 2［4］ locale A 是局部紧正则的当且仅当

由 A所有正则紧的格是完备格．
推论 3 在拓扑中，若 X是局部紧正则空间，则

由 X 的所有开集组成的拓扑空 Pt ( CＲ ( O( X) ) ) 可
以构成 Stone-Cech 紧化．

3 总结

本文通过定义 1 和定义 2，给出“补紧元”的定
义，并对局部紧正则 locale 的紧正则反射给出一个
构造性的描述，从而把拓扑空间上的局部紧正则定

义推广到 locale 上，得到了拓扑空间局部紧性的一
个格论刻划．并通过这 2 个定义证明了局部紧正则
locale的一些结论，使得局部紧正则领域上的研究
有了进一步的突破．
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The Compact Ｒegular Ｒeflection of Locally Compact Ｒegular Locale

LI Yujia，SUN Xiangrong*

( School of Science，Nanjing University of Posts and Telecommunications，Nanjing Jiangsu 210023，China)

Abstract: About how to give a construction of the compact regular reflection for locales is the most important issue
in Locale theory． By given the definition of the co-compact element，a constructive description of the compact regular
reflection for locally compact regular locales will be described，it also ensures that the definition of locally compact
regular in the locale and in the topological space is consistent． At the same time，it is proved that if the local A is lo-
cally compact，then CＲ ( A) ( the sub-frame of the ideal lattice composed of all ideals) is the compact regular lo-
cale，and for the locally compact regular A，CＲ ( A) is the compact regular reflections of locale A，the specific reflec-
tion relationship is also given．
Key words: locally compact regular locales; compact regular reflection; locally compact locales
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