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摘要:对 5 次非线性 Schrdinger方程提出了一个线性化 4 层紧致有限差分格式，引入“抬升”技巧，运用标
准的能量方法和数学归纳法建立了误差的最优估计，证明数值解在空间和时间 2 个方向分别具有 4 阶和
2 阶精度．数值实验对理论结果进行了验证，并通过对比表明该文格式在保持精度相当的前提下较已有
格式具有更高的计算效率．
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0 引言

非线性 Schrdinger方程在量子物理、等离子物
理和非线性光学等领域中有着非常广泛应用． 本文
研究如下一类 5 次非线性 Schrdinger 方程的初边
值问题［1］:

iut + uxx － ( | u | 2 + | u | 4 ) u =
f( x，t) u，( x，t) ∈( a，b) × ( 0，T］，
u( x，0) = u0 ( x) ，x∈［a，b］，
u( a，t) = u( b，t) = 0，t∈( 0，T










］，

( 1)

其中 f( x，t) 为实值函数，u( x，t) 为复值函数，u0 ( x)
为已知的复值函数．
近年来，已有大量文献对非线性 Schrdinger 方

程进行了数值研究． Bao Weizhu 等［3-5］运用时间分
裂拟谱方法对非线性 Schrdinger /Gross-Pitaeviskii
方程进行了数值求解，并数值模拟了一些物理现象．
J． Argyris等［6-9］利用有限元法数值求解该方程． M．
Dehghan 等［10-11］对该方程引入了无网格法． 文献
［12-14］提出用谱方法和拟谱方法对该方程进行数
值近似和误差分析． 因编程简单并能保持原问题的
某些守恒性质，有限差分法广泛应用于非线性
Schrdinger方程的数值模拟［15-18］． 然而关于 5 次非
线性 Schrdinger方程的数值研究尚不多见．张鲁明
等［1-2］用有限差分法研究了一类广泛的 5 次非线性
Schrdinger方程，同时给出了 L2 范数下的最优误差

估计．王询等［19］用待定系数的方法构建了一类 5 点
有限差分格式，该格式族在选取适当的参数后，其计
算精度在空间可达 4 阶，然而计算中在每一个时间
步都需要求解一个 5 对角代数方程组．为提高精度，
文献［20］提出一个非线性紧致有限差分格式，数值
计算中不可避免的需要迭代，从而耗费大量机时．鉴
于以上分析，本文旨在对问题( 1) 构造一个线性化 4
层紧致有限差分格式，使得新格式在保持精度相当

的前提下具有更高的计算效率．

1 有限差分格式

1． 1 相关符号的定义

取正整数 J、K，时空方向上的步长分别为 τ =
T /N，h = ( b － a) / J，网格点分别为 tn = nτ( n = 0，
1，…，N) ，xj = a + jh( j = 0，1，…，J) ，并记 Un

j =
u( xj，tn) ，u

n
j ≈ u( xj，tn) ．为书写简单，引入以下记号:

δ +
x w

n
j = ( wn

j+1 － wn
j ) /h，δ

+
t w

n
j = ( wn+1

j － wn
j ) /τ，

δ2xw
n
j = ( wn

j+1 － 2wn
j + wn

j－1 ) /h
2，Ahw

n
j = ( 1 +

h2δ2x /12) w
n
j = ( wn

j－1 + 10wn
j + wn

j+1 ) /12．

定义网格函数空间 Xh = { w | w = ( w0，w1，…，
wJ－1，wJ ) ，w0 = wJ = 0} ．设 u，v为 Xh 上的任意 2个

网格函数，其内积和范数定义为〈u，v〉= h∑
J－1

j = 1
ujvj，

‖un‖ = ( h∑
J－1

j = 1
| un

j | 2 ) 1 /2 ．
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本文需要用到如下引理:

引理 1［21］ 对于任意一个网格函数 u∈ Xh，有

‖δ +
x u

n‖≤ 4‖un‖ /h，‖δ2xu
n‖≤ 4‖δ +

x u
n‖ /h．

引理 2［22］ 若网格函数 u∈ Xh，则

C1‖un‖≤‖A －1
h un‖≤ C2‖un‖．

引理 3［21］ 任给网格函数 u∈ Xh，有

‖un‖∞ ≤ 槡b － a‖δ +
x u

n‖ /2．

1． 2 有限差分格式

对初边值问题( 1) ，提出如下4层紧致有限差分
格式:

iAhδ
+
t u

n
j + δ2x ( u

n+1
j + un

j ) /2 －Ah［( | un
j + u

n－1
j /2 －

un－2
j /2 | 2 +| un

j + un－1
j /2 － un－2

j /2 | 4) ( un+1
j + un

j ) ］/2 =

Ah ( f
n+1
j un+1

j + f n
j u

n
j ) /2，j = 1，2，…，J － 1，n = 1，

2，…，N － 1; ( 2)
u0
j = u0 ( xj ) ，j = 0，1，…; ( 3)

u1
j = u0 ( xj ) + τut ( xj，0) ，j = 0，1，…，J; ( 4)

u2
j = u0 ( xj ) + 2τut ( xj，0) ，j = 0，1，…，J; ( 5)

un
0 = un

J，n = 1，2，…，N; ( 6)

ut ( xj，0) = i［xxu0 ( xj ) － ( | u0 ( xj ) | 2 +

| u0 ( xj ) | 4 ) u0 ( xj ) － f( xj，0) u0 ( xj ) ］，j = 1，2，…，

J － 1， ( 7)
其中 f n

j = f( xj，tn ) ，在 ( 2) 式两端同时作用算子
A －1

h ，则( 2) 式可写成如下等价形式

iδ+t u
n
j +A －1

h δ
2
x( u

n+1
j + unj ) /2 －［( | unj + un－1

j /2 －un－2
j /2 | 2 +

| un
j + un－1

j /2 － un－2
j /2 | 4) ( un+1

j + un
j ) ］/2 = ( f n+1

j un+1
j +

f n
j u

n
j ) /2，j = 1，2，…，J － 1，n = 1，2，…，N － 1．

2 误差估计

记格式( 2) ～ ( 6) 的局部截断误差为Ｒn
j ( j = 1，

2，…，J － 1，n = 0，1，…，N － 1) ，其定义如下:
Ｒ0

j = u( xj，τ) － u0( xj ) － τut ( xj，0) ，j = 1，2，…，J － 1，
Ｒ1

j = u( xj，2τ) － u0( xj) － 2τut ( xj，0) ，j = 1，2，…，J － 1，

Ｒn
j = iδ+t U

n
j +A －1

h δ
2
x( U

n+1
j + Un

j ) /2 －［( | Un
j + Un－1

j /2 －

Un－2
j /2 | 2 +| Un

j + U
n－1
j /2 － Un－2

j /2 | 4) ( Un+1
j + Un

j ) ］/2 －

( f n+1
j Un+1

j + f n
j U

n
j ) /2，j = 1，2，…，J － 1，n = 2，3，…，

N － 1， ( 8)
其中 Un

j = u( xj，tn ) ．运用 Taylor展开可得引理 5．
引理 5 格式( 2) ～ ( 6) 的局部截断误差满足
Ｒ0

j = O( τ2 ) ，Ｒ1
j = O( τ2 ) ，Ｒn

j = O( τ2 + h4 ) ，j =
1，2，…，J，n = 2，3，…，N － 1．
定义误差函数 enj = Un

j － un
j，j = 0，1，2，…，J，

n = 0，1，2，…，N，则有
定理 1 假设 u∈ C6，3( ［a，b］×［0，T］) ，则差

分格式( 2) ～ ( 6) 的解以‖·‖范数收敛到初边值
问题( 1) 的解，收敛阶为 O( τ2 + h4 ) ．
证 将( 8) 式分别与( 4) 式、( 5) 式和( 7) 式相

减可得如下误差方程
e1j = Ｒ0

j，j = 1，2，…，J － 1; ( 9)
e2j = Ｒ1

j，j = 1，2，…，J － 1; ( 10)
iδ+t e

n
j +A －1

h δ
2
x( e

n+1
j + enj ) /2 －ω

n+1
j /2 － ( f n+1

j en+1j + f n
j e

n
j ) /

2 = Ｒn
j，j = 1，2，…，J － 1，n = 2，3，…，N － 1， ( 11)

其中 ωn+1
j = ( | Un

j + Un－1
j /2 － Un－2

j /2 | 2 +| Un
j +

Un－1
j /2 － Un－2

j /2 | 4 ) ( Un
j + Un+1

j ) － ( | un
j + un－1

j /2 －

un－2
j /2 | 2 +| un

j + un－1
j /2 － un－2

j /2 | 4 ) ( un
j + un+1

j ) =

( | Un
j + Un－1

j /2 － Un－2
j /2 | 2 +| Un

j + Un－1
j /2 － Un－2

j /

2 | 4 ) ( enj + en+1j ) + { ( U
n
j + Un－1

j /2 － Un－2
j /2) ( enj +

en－1j /2 － en－2j /2) + ( enj +en－1j /2 － en－2j /2) ( un
j + un－1

j /2 －

un－2
j /2) + ( | Un

j +Un－1
j /2 － Un－2

j /2 | 2 +| un
j + un－1

j /2 －

un－2
j /2 | 2 ) ［( Un

j + Un－1
j /2 － Un－2

j /2) ( enj + en－1j /2 －

en－2j /2) + ( enj +en－1j /2 － en－2j /2) ( un
j + un－1

j /2 －
un－2
j /2) ］} ( un

j + un+1
j ) ，n = 2，3，…，N － 1．

由( 9) ～ ( 10) 式和引理 5 可得
‖e1‖≤ Cτ2，‖e2‖≤ Cτ2 ． ( 12)

由 Taylor展开得
δ +
x Ｒ

l
j ≤ O( τ2 ) ，δ2xＲ

l
j ≤ O( τ2 ) ，l = 0，1，

所以有

‖δ +
x e

1‖ = ‖δ +
x Ｒ

0‖≤ Cτ2，‖δ2x e
1‖ =

‖δ2xＲ
0‖ ≤ Cτ2，‖e1‖∞ ≤ ‖e1‖ + ‖δ +

x e
1‖ ≤

Cτ2 ≤ C( τ2 + h4 ) ．
现假设当 n≤ k( 1 ≤ k ＜ N) 时，有
‖en‖≤ C( τ2 + h4 ) ，‖δ2x e

n‖≤ C．
进而可得

‖un‖∞ ≤‖Un‖∞ + ‖en‖∞ ≤ C，
‖ωn+1‖≤ C( ‖en－2‖ + ‖en－1‖ + ‖en‖ +

‖en+1‖) ≤ C( τ2 + h4 ) ，n = 2，3，…，k．
将( 11) 式与 en + en+1 作内积，取虚部得
( ‖en+1‖2 － ‖en‖2 ) /τ + Im〈A －1

n δ2x ( e
n +

en+1 ) /2，( en + en+1 ) 〉－ Im〈ωn+1，( en + en+1 ) 〉/2 －
Im〈f n+1en+1 + f nen，( en + en+1 ) 〉/2 = Im〈Ｒn，( en +
en+1 ) 〉，n = 2，3，…，k．
又
Im〈A －1

h δ2x ( e
n + en+1 ) ，( en + en+1 ) 〉= 0，

Im〈f n+1en+1 + f nen，( en + en+1 ) 〉≤ C( ‖en‖2 +
‖en+1‖2 ) ，
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Im〈Ｒn，( en + en+1 ) 〉≤ C( ‖Ｒn‖ + ‖en‖ +
‖en+1‖) ，

| 〈ωn+1，( en + en+1 ) 〉|≤ C( ‖en－2‖2 +

‖en－1‖2 + ‖en‖2 + ‖en+1‖2 ) ， ( 13)
由( 13) 式得

‖en+1‖2 －‖en‖2≤Cτ(‖en－2‖2 +‖en－1‖2 +
‖en‖2 + ‖en+1‖2 ) + Cτ‖Ｒn‖2，n = 2，3，…，k．
上式对 n 求和，有 ‖en+1‖2 － ‖e2‖2 ≤ Cτ·

∑
n+1

l = 1
‖el‖2 + C( τ2 + h4 ) 2 ． 当 τ 足够小时，由

Gronwall 不等式和 ( 12) 式得 ‖en+1‖ ≤ C( τ2 +
h4 ) ．由( 11) 式可得

‖A －1
h δ

2
x ( e

n + en+1)‖ /2 = ‖ － iδ+
t e

n + ωn+1 /2 +
( f n+1en+1 + f nen) /2 + Ｒn‖≤C‖δ+t e

n‖ + C‖ωn+1‖ +
C‖f n+1en+1 + f nen‖ + ‖Ｒn‖ ≤ Cτ －1 ( ‖en+1‖ +
‖en‖) + C( τ2 + h4 ) ≤ Cτ －1 ( τ2 + h4 ) ，

运用引理 2 有
‖δ2x e

n+1‖ － ‖δ2x e
n‖ ≤ ‖δ2x ( e

n+1 + en ) ‖ ≤
C‖A －1

h δ2x ( e
n+1 + en ) ‖≤ Cτ －1 ( τ2 + h4 ) ，

上式对 n求和得
‖δ2xe

n+1‖≤ C( n + 1) τ－1( τ2 + h4) ≤ Cτ－2( τ2 +
h4 ) ≤ C + Cτ －2h4，

只要当 h≤ τ时，有 h4≤ τ2，此时有‖δ2x e
n+1‖≤ C．

由引理 1 可得
‖δ2x e

n+1‖≤16‖en+1‖ /h2≤Ch－2 ( h4 + τ2 ) ≤
C( h2 + τ2h－2 ) ，

由此可见，当 τ≤ h时，有 τ2≤ h2，从而‖δ2x e
n+1‖≤

C．所以，无论网格比如何，总有
‖δ +

x e
n+1‖≤ C‖δ2x e

n+1‖≤ C．
即当 n = k + 1 时，有

‖en‖≤ C( τ2 + h4 ) ，‖δ2x e
n‖≤ C．

3 数值实验
为验证格式的精度，引入以下记号

r1 = log2
E( h，τ)
E( h /2，τ)

，r2 = log2
E( h，τ)
E( h，τ /2)

，

其中E( h，τ) 为在时空步长分别为 h、τ时的‖eN‖．
例 1 考虑如下初边值问题
iut + uxx － ( | u | 2 +| u | 4 ) u =

f( x，t) u，15 ＜ x ＜ 15，0 ＜ t≤ 1，
u( 15，t) = u( 15，t) = 0，0 ＜ t≤ 1，
u0 ( x) = u( x，0) = exp( － x2 +
ix) ，－ 15 ≤ x≤ 15













，

其中 f( x，t) = 4( x － 2t) 2 － exp［－ 2( x － 2t) 2］ －
exp［－ 4( x － 2t) 2］．
该问题的精确解为 u( x，t) = exp( － ( x － 2t) 2 +

i( x － 3t) ) ．
在验证空间方向 ( 时间方向) 的收敛阶时，取

τ = 0． 000 1( h = 0． 001) ，这样可以忽略时间( 空间)
方向的误差影响． 表 1 和表 2 分别给出了空间和时
间方向的收敛阶．在表 3 中，将本文的线性格式与文
献［20］中的非线性格式做了计算效率上的比较．图
1 展示了精确解和数值解在不同时间层下的波形
变化．

表 1 空间方向收敛阶

τ h E( h，τ) r1
0． 000 1 0． 40 8． 4000e-03 4． 134 0
0． 000 1 0． 20 4． 7842e-04 4． 018 0
0． 000 1 0． 10 2． 9530e-05 4． 028 9
0． 000 1 0． 05 1． 8090e-06 —

表 2 时间方向收敛阶

h τ E( h，τ) r2
0． 001 0． 002 00 1． 7017e-04 1． 997 9
0． 001 0． 001 00 4． 2603e-05 1． 999 0
0． 001 0． 000 50 1． 0658e-05 1． 999 4
0． 001 0． 000 25 2． 6656e-06 —

( a) 精确解 ( b) 数值解
图 1 算例在 τ =0． 001，h =0． 1 时的解
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表 3 线性格式( LCFD)与非线性格式( NCFD)在计算效率上
的比较

h τ Scheme CPU time /s
0． 000 3 0． 100 00 NCFD 13． 95
0． 000 3 0． 100 00 LCFD 10． 33
0． 000 3 0． 050 00 NCFD 29． 21
0． 000 3 0． 050 00 LCFD 20． 18
0． 400 0 0． 000 01 NCFD 204． 83
0． 400 0 0． 000 01 LCFD 78． 78
0． 200 0 0． 000 01 NCFD 481． 12
0． 200 0 0． 000 01 LCFD 157． 09

由以上数值实验的结果可看出，差分格式( 2) ～
( 6) 在时空方向分别具有 2 阶和 4 阶精度，这完全
符合定理 1 的结论．由表 2 和表 3 可见，本文格式有
较好的稳定性，而且与已有格式相比，在精度相当的

前提下计算效率有大幅提高．
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The Mechanism and Empirical Study on the Effect of
Industrial Structure Optimization on the Development of Logistics Industry

LIU Lu1，LI Shengsheng2，ZHOU Yunlei3
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Abstract: The mechanism of industrial structure optimization on the development of logistics industry from two as-
pects of conduction path and mathematical model is analyzed． In order to verify the assumptions made by the mathe-
matical model，two indicators have been constructed for optimizing the industrial structure，which are the advanced
industrial structure and the rationalization of the industrial structure． And using panel data from 31 provinces and
cities from 1986 to 2015，the relationship between industrial structure optimization and logistics industry develop-
ment level is empirically studied． Ｒesearch shows that the advanced industrial structure significantly promotes the
development of the logistics industry，the rationalization of industrial structure also plays a promoting role to a cer-
tain extent． On this basis，a dynamic panel model is constructed and the results are in agreement with the above con-
clusions，but there are significant differences in various regions．
Key words: optimization of industrial structure; logistics development; mechanism; dynamic panel model
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The Linearized Four-Level Compact Finite Difference Scheme
for the Quintic Nonlinear Schrdinger Equation
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( 1． Basic Department，Nanjing Polytechnic Institute，Nanjing Jiangsu 210048，China;
2． School of Mathematics and Statistics，Nanjing University of Information Science and Technology，Nanjing Jiangsu 210044，China)

Abstract: In this paper，a linearized four-level compact finite difference scheme for the nonlinear Schrdinger equa-
tion involving quintic term is proposed． By introducing a " lifting" technique，the optimal error estimate is estab-
lished by using standard energy method and mathematical induction． It is proved that the numerical solution has
fourth-order and second-order accuracy in space and in time，respectively． Numerical experiments are given to verify
the theoretical results and compared with the existing results． The results show that the proposed scheme has higher
computational efficiency under the condition of maintaining the accuracy．
Key words: quintic nonlinear Schrdinger equation; compact finite difference scheme; optimal error estimate; linear-
ized four-level scheme; computational efficiency
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