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摘要:利用整函数和单位圆内解析函数的级与型，研究了解析函数与整函数最大模 M( r，f) 与其导函数
M'( r，f) 之间的增长关系，并在一定条件下研究了单位圆解析函数精确型的存在性．
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0 引言

本文使用大家熟悉的 Nevanlianna 值分布理论

的标准记号［1-3］，用M( r，f) = max
| z| = r

| f( z) | 表示整函

数或解析函数 f( z) 在圆周 | z | = r 上的最大模，用

σ( f) 、μ( f) 分别表示整函数 f( z) 的增长级、下级，用
ρ( f) 、λ( f) 分别表示单位圆内解析函数 f( z) 的最大
模增长级、下级．整函数以及单位圆内解析函数的最
大模 M( r，f) 是用来刻画它们增长级、型的重要指
标． 由文献［4］或［5］知，对于有限级超越整函数
f( z) 以及它的导函数 f '( z) 之间的最大模，M( r，f)
与 M( r，f ') 之间的增长关系有一个经典的结果，即
lim
r→∞

log M( r，f ') / log M( r，f) = 1，但整函数或单位圆

内解析函数的最大模函数M( r，f) 与其关于 r的导函
数 M'( r，f) 之间具有怎样的增长关系呢?这方面的
研究结果比较少，由于M( r，f) 是关于 r的递增函数，
由单调函数是几乎处处可导的这一结论可得，

M'( r，f) 在r∈( 0，+ ∞ ) 或( 0，1) 上几乎处处存在，
且由文献［4］知

log M( r，f) － log M( r0，f) = ∫
r

r0

ω( t)
t dt， ( 1)

其中 ω( r) 是关于 r的正增函数，由( 1) 式可得
M'( r，f) /M( r，f) = ω( r) / r， ( 2)

由( 2) 式知可根据 f( z) 的增长性以及 ω( r) 的增长

性来研究 M'( r，f) /M( r，f) 的增长性．
文献［6-7］研究了整函数和单位圆中解析函数

最大模 M( r，f) 与导函数 M'( r，f) 的增长关系，得到
了如下结果．
定理 A［6］ 设 f( z) 是单位圆内的解析函数，最

大模增长级和下级分别为 ρ( f) = ρ ＜ + ∞ 和 λ( f) =
λ ＞ 0，则有

lim
r→1 －

( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ≤ λ≤ ρ≤

lim
r→1 －

( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ．

定理 B［7］ 假设 f( z) 是整函数满足增长级
σ( f) = σ( 0 ＜ σ ＜ +∞ ) 和型0≤ τ( f) = τ≤ τ( f) =
τ ＜ ∞，ω( r) 是( 1) 式中的函数，若

lim
r→∞

ω( r) / rσ = β，lim
r→∞

ω( r) / rσ = α，

则有 β≤ τσ≤ τσ≤ α．
由以上 2 个定理以及( 2) 式可得如下推论．
推论 A 设 f( z) 是单位圆内的解析函数，如果

lim
r→1 －

( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) = lim

r→1 －

( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ，

则 μ( f) = ρ( f) ．
推论 B 假设 f( z) 是整函数满足增长级 σ( f) =

σ( 0 ＜ σ ＜ + ∞ ) 和型 0≤ τ( f) = τ≤ τ( f) = τ ＜

∞，ω( r) 是( 1) 式中的函数，则有
lim
r→∞

M'( r，f) / ( rσ－1M( r，f) ) = lim
r→∞

ω( r) / rσ ≤στ≤
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στ≤ lim
r→∞

ω( r) / rσ = lim
r→∞

M'( r，f) / ( rσ－1M( r，f) ) ．

特别地，

若lim
r→∞

ω( r) / rσ = lim
r→∞

ω( r) / rσ，则有 τ( f) = τ( f) ．

在以上 2 个定理的基础上，引入整函数以及单
位圆内解析函数的增长级和型的定义，以便继续研

究解析函数和整函数 f( z) 的最大模函数 M( r，f) 与
M'( r，f) 之间的增长关系，先回顾一些基本的定义．
定义 1［1-3］ 整函数 f( z) 的增长级和下级分别

定义为

σ( f) = lim
r→∞

loglog M( r，f)
log r ，μ( f) = lim

r→∞

loglog M( r，f)
log r ．

定义2［5］ 若整函数 f( z) 增长级满足0 ＜ σ( f) =
σ ＜ ∞，则整函数 f( z) 的型和下型分别定义为

τ( f) = lim
r→∞

log M( r，f)
rσ
，τ( f) = lim

r→∞

log M( r，f)
rσ

．

定义 3［8-9］ 整函数 f( z) 的对数增长级和下级
分别定义为

σlog( f) = lim
r→∞

loglog M( r，f)
loglog r ，μlog( f) = lim

r→∞

loglog M( r，f)
loglog r ．

定义4［10-11］ 单位圆内解析函数 f( z) 的最大模
增长级和下级分别定义为

ρ( f) = lim
r→1－

loglog M( r，f)
－ log( 1 － r) ，λ( f) = lim

r→1－

loglog M( r，f)
－ log( 1 － r) ．

定义 5［12］ 若单位圆内解析函数 f( z) 的最大
模增长级满足 0 ＜ ρ( f) = ρ ＜ + ∞，则 f( z) 的型和
下型分别定义为

τ( f) = lim
r→1 －

log M( r，f)
( 1 － r) －ρ

，τ( f) = lim
r→1 －

log M( r，f)
( 1 － r) －ρ

．

定义 6［13］ 单位圆内解析函数 f( z) 的最大模
对数增长级和下级分别定义为

ρlog ( f) = lim
r→1 －

loglog M( r，f)
log( － log( 1 － r) ) ，

λ log ( f) = lim
r→1 －

loglog M( r，f)
log( － log( 1 － r) ) ．

定义 7［14］ 若单位圆内解析函数 f( z) 满足

lim
r→1 －

log M( r，f) / ( － log( 1 － r) ) ≤ β，则称 f( z) 为次

数不超过 β的解析函数．

1 结果 1 及其证明

定理 1 设 f( z) 为单位圆内的解析函数，
( i) 若最大模增长级和型满足 0 ＜ ρ( f) = ρ ＜

+ ∞ 且 0 ≤ τ = τ( f) ≤ τ( f) = τ ＜ + ∞，则有

lim
r→1 －

( 1 － r) ρ+1M'( r，f)
M( r，f) = lim

r→1 －

( 1 － r) ρ+1ω( r) ≤

ρτ≤ ρτ≤ lim
r→1－
( 1 － r) ρ+1ω( r) = lim

r→1－

( 1 － r) ρ+1M'( r，f)
M( r，f) ;

特别地，若

lim
r→1 －

( 1 － r) ρ+1M'( r，f)
M( r，f) = lim

r→1 －

( 1 － r) ρ+1M'( r，f)
M( r，f) ，

则 τ = τ;

( ii) 若lim
r→1 －

( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) = β，则 f( z) 为次数

不超过 β的解析函数．

证 ( i) 由( 1) 式易得 lim
r→1 －
( 1 － r) ρ+1ω( r) =

lim
r→1 －
( 1 － r) ρ+1M'( r，f) /M( r，f) ，设此上极限为 B，由

上极限定义可得，ε ＞ 0，r0 ＞ 0，当 r0 ＜ r ＜ 1
时，有
( 1 － r) ρ+1M'( r，f) /M( r，f) ＜ B + ε，

即
M'( r，f) /M( r，f) ＜ ( B + ε) ( 1 － r) －ρ－1 ． ( 3)

当 0 ＜ t0 ＜ r ＜ t ＜ 1 时，在( 3) 式两边积分可得

∫
t

t0

M'( r，f)
M( r，f) dr ＜ ∫

t

t0
( B + ε) ( 1 － r) －ρ－1dr．

由上式可得
log M( t，f) － log M( t0，f) ＜ ( B + ε) ［1 / ( 1 － t) ρ －

1 / ( 1 － t0 ) ρ］/ρ， ( 4)
在( 4) 式两边同除以( 1 / ( 1 － t) ) ρ，令 t→1 － 两

边取上极限可得 τ≤ B /ρ，即 ρτ≤ B．另一方面，设

lim
r→1 －

( 1 － r) ρ+1M'( r，f)
M( r，f) = A，

则由下极限定义可得，ε ＞ 0，r0 ＞ 0，当 r0 ＜ r ＜
1 时，有
( 1 － r) ρ+1M'( r，f) /M( r，f) ＞ A － ε，

即
M'( r，f) /M( r，f) ＞ ( A － ε) ( 1 － r) －ρ－1， ( 5)

令 0 ＜ t0 ＜ r ＜ t ＜ 1，在( 5) 式两边积分可得

∫
t

t0

M'( r，f)
M( r，f) dr ＞ ∫

t

t0
( A － ε) ( 1 － r) －ρ－1dr，

在上式两边同除以( 1 － t) －ρ，令 t → 1 － 两边取下极

限可得 τ≥ A /ρ，即 τ ρ≥ A．故结论( i) 得证．
( ii) 由上极限定义可得，ε ＞ 0，r0 ＞ 0，当

r0 ＜ r ＜ 1 时，有
M'( r，f)
M( r，f) ＜ β + ε

1 － r， ( 6)

当 0 ＜ t0 ＜ r ＜ t ＜ 1 时，在( 6) 式两边积分可得

∫
t

t0

M'( r，f)
M( r，f) dr ＜ ∫

t

t0

β + ε
1 － rdr，
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由上式可得

log M( t，f) － log M( t0，f) ＜ － ( β + ε) ( ln( 1 －
t) － ln( 1 － t0 ) ) ， ( 7)

在( 7) 式两边同除以 － ln( 1 － t) ，令 t→ 1 － 两

边取上极限，由定义 7可得，f( z) 为次数不超过 β的
解析函数．
定理 2 设 f( z) 是单位圆内的解析函数，最大

模对数增长级和下级分别满足 ρlog ( f) = ρlog ＜ + ∞
和 λ log ( f) = λ log ＞ 0，则有

lim
r→1 －

－ ( 1 － r) log( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ≤ λ log ≤

ρlog ≤ lim
r→1 －

－ ( 1 － r) log( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ．

证 设

lim
r→1 －

－ ( 1 － r) log( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) = B1，

则由上极限定义可得，ε ＞ 0，r0 ＞ 0，当 r0 ＜ r ＜
1 时，有

M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ＜

B1 + ε
－ ( 1 － r) log( 1 － r) ， ( 8)

当 0 ＜ t0 ＜ r ＜ t ＜ 1 时，在( 8) 式两边积分可得

∫
t

t0

M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) dr ＜ ∫

t

t0

B1 + ε
－ ( 1 － r) log( 1 － r) dr，

由上式可得

loglog M( t，f) － loglog M( t0，f) ＜ ( B1 + ε) ·
［log( － log( 1 － t) ) － log( ( － log( 1 － t0 ) ) ］， ( 9)

在( 9) 式两边同除以 log( － log( 1 － t) ) ，令 t→1 －两

边取上极限可得 ρlog ( f) ≤ B1 ．
同理可证

lim
r→1 －

－ ( 1 － r) log( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ≤ λ log ．

定理 3 设 f( z) 是整函数，满足
( i) 增长级和下级分别为 0 ＜ σ( f) = σ ＜

+ ∞，μ( f) = μ ＞ 0，则有
lim
r→∞

rM'( r，f) / ( M( r，f) log M( r，f) ) ≤ μ≤ σ≤

lim
r→∞

rM'( r，f) / ( M( r，f) log M( r，f) ) ;

( ii) lim
r→∞

rM'( r，f) /M( r，f) = β1，则 f( z) 为次数

不超过 β1 的多项式．

证 令lim
r→∞

rM'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) = B2，则ε ＞

0，r0 ＞ 0，当 r ＞ r0 时，有
rM'( r，f)

M( r，f) log M( r，f) ＜ B2 + ε， ( 10)

当 0 ＜ t0 ＜ r ＜ t时，在( 10) 式两边积分可得

∫
t

t0

M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) dr ＜ ∫

t

t0

B2 + ε
r dr，

由上式可得
loglog M( t，f) － loglog M( t0，f) ＜
( B2 + ε) ( log t － log t0 ) ． ( 11)

在( 11) 式两边同除以 log t，令 t → ∞ 两边取上极
限得

σ = lim
r→∞

loglog M( t，f)
log t ≤ B2 ．

同理可证

lim
r→∞

M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ≤ μ．

( ii) 由lim
r→∞

rM'( r，f) /M( r，f) = β1以及( i) 中的

证明方法可得lim
r→∞

log M( r，f) / log r≤ β1，故 f( z) 为

次数不超过 β1 的多项式．
定理 4 设 f( z) 是整函数，最大模对数增长级

和下级分别满足 σlog ( f) = σlog ＜ + ∞ 和 μlog ( f) =
μlog ＞ 0，则有

lim
r→∞

rlog rM'( r，f) / ( M( r，f) log M( r，f) ) ≤ μlog ≤

σlog ≤ lim
r→∞

rlog rM'( r，f) / ( M( r，f) log M( r，f) ) ．

证 设lim
r→∞

rlog rM'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) = B3，则由上极

限定义可得，ε ＞ 0，r0 ＞ 0，当 r ＞ r0 时，有
M'( r，f)

M( r，f) log M( r，f) ＜
B3 + ε
rlog r ， ( 12)

当 0 ＜ t0 ＜ r ＜ t时，在( 12) 式两边积分可得

∫
t

t0

M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) dr ＜ ∫

t

t0

B3 + ε
rlog r dr，

由上式可得
loglog M( t，f) － loglog M( t0，f) ＜
( B3 + ε) ( loglog t － loglog t0 ) ， ( 13)

在( 13) 式两边同除以 loglog t，令 t→∞ 两边取上极
限可得 σlog ( f) ≤ B3 ．

同理可证 lim
r→∞

rlog rM'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ≤ μlog ．

2 结果 2 及其证明

整函数和单位圆上解析函数的精确级和精确型

也是描述函数增长的重要工具，有很多这方面的研

究成果［6-7，15-18］．下面回顾一下整函数和单位圆内解
析函数的精确级和精确型的定义．
定义 8［7，15］ 假设 f( z) 是整函数满足增长级

0 ＜ σ( f) = σ ＜ + ∞，ρ( r) 为定义在( r0，+ ∞ ) 上
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的连续、分段光滑的实函数且满足以下条件:
( i) lim

r→∞
ρ( r) = ρ( 0 ＜ ρ ＜ + ∞ ) ;

( ii) lim
r→∞

rρ'( r) log r = 0，其中 ρ'( r) 在它的某些

间断点为左导数或右导数;

( iii) lim
r→∞

log M( r，f) / rρ( r) = α( 0 ＜ α ＜ + ∞ ) ，

则称 ρ( r) 为整函数 f( z) 的精确级．
定义 9［7］ 假设 f( z) 是整函数满足增长级 0 ＜

σ( f) = σ ＜ + ∞ 和型 τ( f) = τ ＜ + ∞，若 τ( r) 为
定义在( r0，+ ∞ ) 上的连续、分段光滑的实函数且
满足以下条件:

( i) lim
r→∞

τ( r) = τ;

( ii) lim
r→∞

rτ'( r) = 0，其中 τ'( r) 在它的某些间断

点为左导数或右导数;

( iii) lim
r→∞

M( r，f) /exp{ rρτ( r) } = 1，

则称 τ( r) 为整函数 f( z) 的精确型．
定义 10［6］ 设 f( z) 是单位圆内的解析函数，

最大模增长级满足 0 ＜ ρ( f) = ρ ＜ + ∞，ρ( r) 为定
义在( 0，1) 上的连续、分段光滑的实函数且满足以
下条件:

( i) lim
r→1 －

ρ( r) = ρ( 0 ＜ ρ ＜ + ∞ ) ;

( ii) lim
r→1 －

－ ( 1 － r) ρ'( r) log( 1 － r) = 0，其中

ρ'( r) 在它的某些间断点为左导数或右导数;

( iii) lim
r→1 －

log M( r，f) / ( 1 － r) －ρ( r) = α( 0 ＜

α ＜ + ∞ ) ，
则称 ρ( r) 为解析函数 f( z) 的精确级．
定义 11［11］ 设 f( z) 是单位圆内的解析函数，

满足最大模增长级0 ＜ ρ( f) = ρ ＜ +∞ 和型 τ( f) =
τ ＜ + ∞，τ( r) 为定义在( 0，1) 上的连续、分段光滑
的实函数且满足以下条件:

( i) lim
r→1 －

τ( r) = τ;

( ii) lim
r→1 －
( 1 － r) τ'( r) = 0，其中 τ'( r) 在它的某

些间断点为左导数或右导数;

( iii) lim
r→1 －

M( r，f) /exp{ ( 1 － r) －ρτ( r) } = 1，

则称 τ( r) 为解析函数 f( z) 的精确型．
定理C 假设 f( z) 是单位圆内的解析函数，最

大模增长级满足 0 ＜ ρ( f) = ρ ＜ + ∞，若

lim
r→1 －

( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) = lim

r→1 －

( 1 － r) M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ，

则 log( αlog M( r，f) ) / ( － log( 1 － r) ) 是 f( z) 的精确
级，其中 0 ＜ α ＜ + ∞ 是常数．
定理 D 假设 f( z) 是整函数满足增长级 0 ＜

σ( f) = σ ＜ +∞ 和型0 ＜ τ( f) = τ ＜ +∞，且ω( r)

是( 1) 式中的函数． 若极限 lim
r→∞

ω( r) / rσ 存在，则

log M( r，f) / rσ 是 f( z) 的精确型．
将定理 C和定理 D推广得到
定理 5 假设 f( z) 是整函数满足增长级 0 ＜

σ( f) = σ ＜ + ∞，若

lim
r→∞

rM'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) = lim

r→∞

rM'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) ，( 14)

则 log( αlog M( r，f) ) / log r 是 f( z) 的精确级，其中
0 ＜ α ＜ + ∞ 是常数．
证 设 ρ( r) = log( αlog M( r，f) ) / log r，由于

log M( r，f) 为定义在( r0，+ ∞ ) 上的连续、严格单调
递增的函数，故在( r0，+ ∞ ) 上几乎处处可微，至多
除去可数多个不可微的点，因此 ρ( r) 在( r0，+ ∞ )
上连续，且在这些不可微点组成的相邻的开区间是

分段光滑的，由条件( 14) 以及定理 3可得 f( z) 是正
则增长的，故 ρ( r) 满足条件( i) 和条件( iii) ，下面验
证 ρ( r) 满足条件( ii) ，对 ρ( r) 求导可得

ρ'( r) = M'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) log r －

log( αlog M( r，f) )
r( log r) 2

，

rρ'( r) log r = rM'( r，f)
M( r，f) log M( r，f) －

log( αlog M( r，f) )
log r ，

再由条件( 14) 以及定理 3可得lim
r→∞

rρ'( r) log r = 0，

故条件( ii) 得到满足，定理 5 得证．
定理 6 假设 f( z) 是单位圆内的解析函数，最

大模增长级满足 0 ＜ ρ( f) = ρ ＜ +∞ 和型0 ＜ τ( f) =
τ ＜ + ∞，且 ω( r) 由( 1) 式给出，若极限lim

r→1－
ω( r) ( 1 －

r) ρ+1 存在，则( 1 － r) ρ log M( r，f) 是 f( z) 的精确型．
证 设 T( r) = ( 1 － r) ρ log M( r，f) ，则 T( r) 为

定义在( 0，1) 上的连续、分段光滑的实函数．由于极
限lim

r→1 －
ω( r) ( 1 － r) ρ+1 / r存在，不妨设为 A，由定理 1

可得
lim
r→1－

T( r) = lim
r→1－
( 1 － r) ρlog M( r，f) = A/ρ = τ， ( 15)

故条件( i) 和条件( iii) 得到满足． 又由于 T( r) 在
［0，1) 上处处可微，则对 T( r) 求导可得

T'( r) = － ρ( 1 － r) ρ－1 log M( r，f) +
( 1 － r) ρM'( r，f) /M( r，f) = － ρ( 1 － r) ρ－1log M( r，f) +
( 1 － r) ρω( r) / r，
则有
( 1 － r) T'( r) = － ρ( 1 － r) ρ log M( r，f) +
( 1 － r) ρ+1ω( r) / r． ( 16)
由( 15) ～ ( 16) 式可得
lim
r→1 －
( 1 － r) T'( r) = － ρ lim

r→1 －
( 1 － r) ρ log M( r，f) +

lim
r→1 －
( 1 － r) ρ+1ω( r) / r = － ρA /ρ + A = 0．

故条件( ii) 得到满足，因此T( r) = ( 1 － r) ρlog M( r，
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f) 为解析函数 f( z) 的精确型．
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The Comparison on the Growth of the Maximum Moduli M( r，f) and
Its Derivative Function M'( r，f) of Entire Function and Analytic Function

TU Jin1，LYU Fengheng1，JIANG Jie2

( 1． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． School of Information Engineering，Jingdexhen University，Jingdezhen Jiangxi 333000，China)

Abstract: In this paper，the growth relationship between the maximum moduli M( r，f) and its derivative function
M'( r，f) is investigated by the order and type of entire function and analytic function in the unit disc，where f( z) is
an entire function or analytic function in the unit disc． And the existence of proximate type of analytic function in
the unit disc is studied under some conditions．
Key words: entire function; analytic function; maximum moduli; order; type
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