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齐次与非齐次复线性复合函数方程亚纯解的增长性
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摘要:运用亚纯函数的 Nevanlinna值分布理论，研究了一类齐次与非齐次复线性复合函数方程亚纯函数
解的增长性，并推广至更一般的含微分的复线性复合函数方程的情形．当这些方程允许有多项系数具有
最大级或最大下级时，在一定条件下得到了这些方程非零亚纯解的级或下级的下界的估计．
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0 引言与结果

本文采用亚纯函数 Nevanlinna值分布理论的标
准记号［1-4］，并约定所讨论的整函数和亚纯函数均

是复平面 C 上的函数． 设 f( z) 为非常数亚纯函数，
将 f( z) 的级、下级和超级分别记为 σ( f) 、μ( f) 和
σ2 ( f) ，它们的定义

［3］ 如下

σ( f) = lim
r→∞

log + T( r，f)
log r ，

μ( f) = lim
r→∞

log + T( r，f)
log r ，

σ2 ( f) = lim
r→∞

log + log + T( r，f)
log r ，

其中 T( r，f) 为 f( z) 的特征函数．又当 f( z) 为超越亚
纯函数且分别满足0 ＜ σ( f) ＜ ∞ 和0 ＜ μ( f) ＜ ∞
时，分别用 τ( f) 和 τ( f) 表示 f( z) 的型和下型，它们

的定义［4-6］ 如下

τ( f) = lim
r→∞

T( r，f)
rσ( f)
，τ( f) = lim

r→∞

T( r，f)
rμ( f)

．

近 20 年来，由于 Nevanlinna 理论的引入，关于
复差分和差分方程亚纯解的性质的研究又重新成为

了热点．特别是在这期间，涌现了大量关于复差分方
程亚纯解的增长性问题的理论成果［7-15］，其中蒋翼

迈等［7］ 研究了一类复线性差分方程亚纯解的增长

性，并得到了方程解的增长级的下界的估计，这是一

个公认的好结果．随后，Laine-Yang［8］ 对文献［7］的

结果进行了改进，在允许多个系数具有最大级的情

况下得到了相应结果．
定理 A［8］ 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) 为有限级

整函数，wi ( i = 1，2，…，n) 为互不相同的非零复常
数，且在这些具有最大级 σ = max

0≤i≤n
{ σ( Ai ) } 的系数

中仅有一项具有最大型，则方程

An ( z) f( z + wn ) + … + A1 ( z) f( z + w1 ) +
A0 ( z) f( z) = 0 ( 1)
的每个非零亚纯解 f( z) 满足 σ( f) ≥ σ + 1．
随后，刘凯等［9］将上述结果推广至复线性 q-平

移差分方程，得到了相应结果． 在文献［9］的基础
上，涂金等［10］ 进一步推广了复线性 q-平移差分方
程，讨论了更一般的复线性方程

An ( z) f( Pn ( z) ) + … + A1 ( z) f( P1 ( z) ) +
A0 ( z) f( P0 ( z) ) = 0， ( 2)
得到了如下结果．
定理B［10］ 设 Pi ( z) ( i = 0，1，…，n) 是次数为

m( ≥ 1) 的多项式，其首项系数为 qi ∈ C \ { 0}
( i = 0，1，…，n) ． 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) 为整函
数，且存在整数 l( 0 ≤ l≤ n) 使得 max{ σ( Ai ) ，i =
0，1，…，n，i≠ l} ＜ σ( Al ) ．若 f( z) 为方程( 2) 的非
零亚纯解，则 σ( f) ≥ σ( Al ) /m．

最近，王珺等［11］ 在齐次方程( 2) 的基础上进一
步考虑了非齐次方程

An ( z) f( Pn ( z) ) + … + A1 ( z) f( P1 ( z) ) +
A0 ( z) f( P0 ( z) ) = F( z) ， ( 3)
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得到了如下结果．
定理 C［11］ 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) ，F( z) 为

有限级亚纯函数，Pi ( z) = qiz
ki +…( i = 0，1，…，n)

是次数至少为 1 的多项式，其首项系数 qi ( i = 0，1，
…，n) 均不为0，k = max{ ki，i = 0，1，…，n} ．若存在
整数 l( 0≤ l≤ n) 使得 σ = max{ σ( F) ，σ( Ai ) ，i =
0，1，…，n，i≠ l} ＜ σ( Al ) ，则方程( 3) 的任意非零
亚纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥ σ( Al ) / k．

定理 D［11］ 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) ，F( z) 为
有限级亚纯函数，Pi ( z) = qiz

ki +…( i = 0，1，…，n)
是次数至少为 1 的多项式，其首项系数 qi ( i = 0，1，
…，n) 均不为0，k = max{ ki，i = 0，1，…，n} ．若存在
整数 l( 0 ≤ l≤ n) 使得

lim
r→∞

∑
i≠l

T( r，Ai ) + T( r，F)

T( r，Al )
＜ 1， ( 4)

则方程( 3) 的任意非零亚纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥
σ( Al ) / k．

定理 E［11］ 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) ，F( z) 为
有限级亚纯函数，Pi ( z) = qiz

ki +…( i = 0，1，…，n)
是次数至少为 1 的多项式，其首项系数 qi ( i = 0，1，
…，n) 均不为0，k = max{ ki，i = 0，1，…，n} ．若存在
整数 l( 0≤ l≤ n) 使得 σ = max{ σ( F) ，σ( Ai ) ，i =
0，1，…，n，i≠ l} ＜ μ( Al ) ＜ ∞，且方程( 3) 的非零
亚纯解 f( z) 满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2，则必有 μ( f) ≥
μ( Al ) / k．
注意到，在定理 B，定理 C，定理 E 中，方程( 2)

或( 3) 的系数中仅有一项具有最大( 下) 级，而其他
系数的级严格小于该项系数的( 下) 级; 而在定理 A
和定理 D中，则允许方程( 1) 或( 3) 的系数中有多
项具有最大级，并进一步引入关于“型”的条件或条
件( 4) ，从而得到相应结果． 受上述结果的启发，下
面对定理 B、C、E 中的条件进行改进，在齐次方程
( 2) 和非齐次方程( 3) 2 种情形下考虑方程亚纯解
的级和下级的下界，主要结果如下．
首先，考虑方程( 2) 和( 3) 的亚纯解的级的下

界，得到定理 1 和定理 2．
定理 1 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) 为有限级亚

纯函数，Pi ( z) = qiz
ki +…( i = 0，1，…，n) 为非常数

多项式，满足首项系数 qi∈ C \ { 0} ( i = 0，1，…，n) ，
且 k = max{ ki，i = 0，1，…，n} ． 若存在整数 l( 0 ≤
l≤n) 使得 max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，…，n，i ≠ l} ≤
σ( Al ) ( 0 ＜ σ( Al ) ＜ ∞ ) 且 nmax{ τ( Ai ) : σ( Ai ) =

σ( Al ) ，i = 0，1，…，n，i≠ l} ＜ τ( Al ) ( ＜ ∞ ) ，则方
程( 2) 的任意非零亚纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥
σ( Al ) / k．
定理 2 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) ，F( z) (  0)

为有限级亚纯函数，Pi ( z) = qiz
ki + …( i = 0，1，…，

n) 为非常数多项式，满足首项系数 qi∈ C \ { 0} ( i =
0，1，…，n) ，且 k = max{ ki，i = 0，1，…，n} ． 若存在
整数 l( 0≤ l≤ n) 使得 max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，…，n，
i≠ l，σ( F) } ≤ σ( Al ) ( 0 ＜ σ( Al ) ＜ ∞ ) 且( n +
1) max{ τ( Ai ) ，τ( F) : σ( Ai ) = σ( Al ) ，i = 0，1，…，
n，i≠ l，σ( F) = σ( Al ) } ＜ τ( Al ) ( ＜ ∞ ) ，则方程
( 3) 的任意亚纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥ σ( Al ) / k．
特别地，当定理 1 和定理 2 中的系数为有限级

整函数时，上述结果显然成立． 类似地，还得到以下
推论1和推论2，其中整函数 f( z) 的M-型和M-下型
分别定义为

τM ( f) = lim
r→∞

log M( r，f)
rσ( f)
( 0 ＜ σ( f) ＜ ∞ ) ，

τ
M
( f) = lim

r→∞

log M( r，f)
rμ( f)
( 0 ＜ μ( f) ＜ ∞ ) ．

推论 1 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) 为有限级整
函数，Pi ( z) = qiz

ki +…( i = 0，1，…，n) 为非常数多
项式，满足首项系数 qi∈ C \ { 0} ( i = 0，1，…，n) ，且
k = max{ ki，i = 0，1，…，n} ．若存在整数 l( 0 ≤ l≤
n) 使 得 max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，…，n，i ≠ l} ≤
σ( Al ) ( 0 ＜ σ( Al ) ＜ ∞ ) 且 nmax{ τM ( Ai ) : σ( Ai ) =
σ( Al ) ，i = 0，1，…，n，i≠ l} ＜ τM ( Al ) ( ＜ ∞ ) ，则方
程( 2) 的任意非零亚纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥
σ( Al ) / k．
推论 2 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) ，F( z) (  0)

为有限级整函数，Pi ( z) = qiz
ki +…( i = 0，1，…，n)

为非常数多项式，满足首项系数 qi ∈ C \ { 0} ( i = 0，
1，…，n) ，且 k = max{ ki，i = 0，1，…，n} ． 若存在整
数 l( 0≤ l≤ n) 使得max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，…，n，i≠
l，σ( F) } ≤ σ( Al ) ( 0 ＜ σ( Al ) ＜ ∞ ) 且 ( n +
1) max{ τM ( Ai ) ，τM ( F) : σ( Ai ) = σ( Al ) ，i = 0，1，
…，n，i≠ l，σ( F) = σ( Al ) } ＜ τM ( Al ) ( ＜ ∞ ) ，则
方程 ( 3) 的任意亚纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥
σ( Al ) / k．
其次，考虑方程( 2) 和( 3) 的亚纯解的下级的

下界，得到定理 3 和定理 4．
定理 3 设 Ai ( z) ，Pi ( z) ( i = 0，1，…，n) 如同

定理 1 中所定义的．若存在整数 l( 0 ≤ l ≤ n) 使得
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max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，…，n，i ≠ l} ≤ μ( Al ) ( 0 ＜
μ( Al ) ＜ ∞ ) 且 nmax{ τ( Ai ) : σ( Ai ) = μ( Al ) ，i =
0，1，…，n，i≠ l} ＜ τ( Al ) ( ＜ ∞ ) ，且方程( 2) 的任

意非零亚纯解 f( z) 满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2，则必有
μ( f) ≥μ( Al ) / k．
定理 4 设 Ai ( z) ，Pi ( z) ( i = 0，1，…，n) ，

F( z) (  0) 如同定理 2 中所定义的． 若存在整数 l
( 0 ≤l≤ n) 使得 max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，…，n，i≠ l，
σ( F) } ≤ μ( Al ) ( 0 ＜ μ( Al ) ＜ ∞ ) 且 ( n +
1) max{ τ( Ai ) ，τ( F) : σ( Ai ) = μ( Al ) ，i = 0，1，…，
n，i≠ l，σ( F) = μ( Al ) } ＜ τ( Al ) ( ＜ ∞ ) ，且方程

( 3) 的亚纯解 f( z) 满足 σ2( f) ＜ 1 / k2，则必有 μ( f) ≥
μ( Al ) / k．
类似于推论 1和推论 2，容易得到在定理 3和定

理 4中当系数为整函数且考虑 M-型和M-下型时相
应的推论，此处略去具体的表达．
接下来，在定理 D 的基础上进一步研究方程

( 2) 和( 3) 的亚纯解的下级的下界，得到定理 5．
定理5 设 Ai ( z) ( i = 0，1，…，n) ，F( z) 为有限

级亚纯函数，Pi ( z) = qiz
ki +…( i = 0，1，…，n) 为非

常数多项式，满足首项系数 qi ∈ C \ { 0} ( i = 0，1，
…，n) ，且 k = max{ ki，i = 0，1，…，n} ． 若存在整数
l( 0 ≤ l≤ n) 使得条件( 4) 成立，且方程( 3) 的非零
亚纯解 f( z) 满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2，则必有 μ( f) ≥
μ( Al ) / k．
进一步地，考虑含微分的复线性方程

∑
n

i = 0
∑
m

j = 0
Aij ( z) f

( j) ( Pi ( z) ) = 0， ( 5)

∑
n

i = 0
∑
m

j = 0
Aij ( z) f

( j) ( Pi ( z) ) = F( z) ， ( 6)

当系数满足类似于定理 1 ～ 定理 4 中的条件时，得
到关于方程( 5) 和( 6) 的亚纯解的级和下级的下界
的如下估计．
定理 6 设 Aij ( z) ( i = 0，1，…，n，j = 0，1，…，

m) 为有限级亚纯函数，Pi ( z) = qiz
ki + …( i = 0，1，

…，n) 为非常数多项式，满足首项系数 qi ∈
C \ { 0} ( i = 0，1，…，n) ，且 k = max{ ki，i = 0，1，…，
n} ．若存在整数 l( 0≤ l≤ n) 使得 max{ σ( Aij ) ，i =
0，1，…，n，j = 0，1，…，m， ( i，j) ≠ ( l，0) } ≤
σ( Al0 ) ( 0 ＜ σ( Al0 ) ＜ ∞ ) 且［( n + 1) ( m + 1) －
1］max{ τ( Aij ) : σ( Aij ) = σ( Al0 ) ，( i，j) ≠ ( l，0) } ＜
τ( Al0 ) ( ＜ ∞ ) ，则方程( 5) 的任意非零亚纯解 f( z)

必满足 σ( f) ≥ σ( Al ) / k．
定理 7 设 Aij ( z) ( i = 0，1，…，n，j = 0，1，…，

m) ，F( z) (  0) 为有限级亚纯函数，Pi ( z) = qiz
ki +

…( i = 0，1，…，n) 为非常数多项式，满足首项系
qi ∈C \ { 0} ( i = 0，1，…，n) ，且 k = max{ ki，i = 0，1，
…，n} ．若存在整数 l( 0≤ l≤ n) 使得 max{ σ( Aij ) ，

i = 0，1，…，n，j = 0，1，…，m，( i，j) ≠ ( l，0) ，σ( F) } ≤
σ( Al0 ) ( 0 ＜ σ( Al0 ) ＜ ∞ ) 且 ( n + 1) ( m +
1) max{ τ( Aij ) ，τ( F) : σ( Aij ) = σ( Al0 ) ，( i，j) ≠ ( l，
0) ，σ( F) = σ( Al0 ) } ＜ τ( Al0 ) ( ＜ ∞ ) ，则方程( 6)
的任意亚纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥ σ( Al ) / k．
定理 8 设 Aij ( z) ，Pi ( z) ( i = 0，1，…，n，j = 0，

1，…，m) 如同定理6中所定义的．若存在整数 l( 0≤
l≤ n) 使得max{ σ( Aij ) ，i = 0，1，…，n，j = 0，1，…，
m，( i，j) ≠ ( l，0) } ≤ μ( Al0 ) ( 0 ＜ μ( Al0 ) ＜ ∞ ) 且
［( n + 1) ( m + 1) －1］max{ τ( Aij ) : σ( Aij ) = μ( Al0) ，

( i，j) ≠ ( l，0) } ＜ τ( Al0 ) ( ＜ ∞ ) ，且方程( 5) 的非

零亚纯解 f( z) 满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2，则必有 μ( f) ≥
μ( Al0 ) / k．
定理 9 设 Aij ( z) ，Pi ( z) ( i = 0，1，…，n，j = 0，

1，…，m) ，F( z) (  0) 如同定理 7中所定义的．若存
在整数 l( 0≤ l≤ n) 使得 max{ σ( Aij ) ，i = 0，1，…，
n，j = 0，1，…，m，( i，j) ≠ ( l，0) ，σ( F) } ≤ μ( Al0 )

( 0 ＜ μ( Al0 ) ＜ ∞ ) 且( n + 1) ( m + 1) max{ τ( Aij ) ，

τ( F) : σ( Aij ) = μ( Al0 ) ，( i，j) ≠ ( l，0) ，σ( F) =
μ( Al0 ) } ＜ τ( Al0 ) ( ＜ ∞ ) ，且方程( 6) 的亚纯解

f( z) 满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2，则必有 μ( f) ≥ μ( Al0 ) / k．
注 1 定理 3 ～ 定理 5和定理 8 ～ 定理 9中的

条件“σ2 ( f) ＜ 1 / k2”是必不可少的．
注 2 文献［10］中的例2． 2同时适用于本文中

的齐次方程情形下的定理 1、定理 3、定理 5、定理 6、
定理 8 和推论 1，说明这些结果是精确的，即结果中
的不等号“≥”可能取到等号“=”也可能取到严格
的不等号“＞”． 类似地，容易构造非齐次方程情形
下的例子，此处略去．

1 定理证明所需的引理

引理1［12］ 设 g( z) = czn + pn－1 z
n－1 +… + p0为

非常数多项式．若亚纯函数 f( z) 满足σ2 ( f) ＜ 1 /n2，

则 T( r，f  g) = ( 1 + o( 1) ) T( | c | rn，f) 当 r→ ∞

时成立，至多除去一个有限对数测度的例外集．
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引理2［16］ 设 p∈N +，亚纯函数 f( z) 满足0 ＜

σp ( f) ＜ ∞ 和 0 ＜ τp ( f) ＜ ∞，则 β( 0 ＜ β ＜

τp ( f) ) ，存在一个无限对数测度的集合 H，使得当

r∈ H且 r→ ∞ 时，有 T( r，f) ＞ expp－1 { βrσp( f) } ．

引理 3［1］ 设亚纯函数 f( z) 的下级有限，则
ε( ＞ 0) ，存在一个无限对数测度的集合 H，使得
当 r∈ H且 r→ ∞ 时，有 T( r，f) ＜ rμ( f) +ε ．

2 定理的证明

本节记集合 E ( 1，+ ∞ ) 且满足∫E
dr
r ＜ ∞，

记集合 H ( 1，+ ∞ ) 且满足∫H
dr
r = ∞，并约定集

合 E和 H每次出现可不必相同．
定理 1的证明 记 σ1 = max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，

…，n，i≠ l} ，τ1 = max{ τ( Ai ) : σ( Ai ) = σ( Al ) ，i =
0，1，…，n，i≠ l} ，则 σ1 ≤ σ( Al ) ，nτ1 ＜ τ( Al ) ． 从
而，对充分小的 ε( ＞ 0) ，当 r→ ∞ 时，有

T( r，Ai ) ≤
rσ( Al) －ε， σ( Ai ) ＜ σ( Al ) ，

( τ1 + ε) rσ( Al) ，σ( Ai ) = σ( Al ) ，i≠
{ l．

( 7)

设 f( z) 为方程( 2) 的非零亚纯解． 若 σ( f) =
∞，则结论显然成立． 接下来，仅考虑 σ( f) ＜ ∞ 的
情形．显然，σ2 ( f) = 0 ＜ 1 / k2，则由引理 1 可知，当
rE且 r→ ∞ 时，有

T( r，f( Pi ( z) ) ) = ( 1 + o( 1) ) T( | qi | rki，f) ≤
2T( qrk，f) ( i = 0，1，…，n) ， ( 8)

其中 q = max{ | qi |，i = 0，1，…，n} ．又由亚纯函数

的级的定义易知，ε( ＞ 0) ，当 r→ ∞ 时，有
T( qrk，f) ≤ ( qrk ) σ( f) +ε = qσ( f) +εrkσ( f) +kε ． ( 9)

从而，由( 8) 式和( 9) 式可知，ε( ＞ 0) ，当 rE且
r→∞ 时，有
T( r，f( Pi ( z) ) ) ≤ 2qσ( f) +εrkσ( f) +kε( i = 0，1，…，n) ． ( 10)
将方程( 2) 改写为

－ Al ( z) = An ( z)
f( Pn ( z) )
f( Pl ( z) )

+ … +

Al+1 ( z)
f( Pl+1 ( z) )
f( Pl ( z) )

+ Al－1 ( z)
f( Pl－1 ( z) )
f( Pl ( z) )

+ … +

A0 ( z)
f( P0 ( z) )
f( Pl ( z) )

， ( 11)

并对( 11) 式左右两边同时取特征函数，结合特征函
数的性质得到

T( r，Al ) ≤∑
i≠l

T( r，Ai ) +∑
i≠l

T( r，f( Pi ( z) ) ) +

nT( r，f( Pl ( z) ) ) + O( 1) ． ( 12)
反设 kσ( f) ＜ σ( Al ) ，则由( 7) 式，( 10) 式和

( 12) 式可知，对充分小的 ε( 0 ＜ ε ＜ min{ ( σ( Al ) －
kσ( f) ) / ( k + 1) ，( τ( Al ) － nτ1 ) / ( n + 1) } ) ，当 r
E且 r→ ∞ 时，有

T( r，Al ) ≤ nrσ( Al) －ε + n( τ1 + ε) rσ( Al) +
4nqσ( f) +εrkσ( f) +kε + O( 1) ． ( 13)
又由引理2可知，对上述的 ε，当 r∈H且 r→∞

时，有

T( r，Al ) ＞ ( τ( Al ) － ε) rσ( Al) ． ( 14)
从而，由( 13) 式和( 14) 式可知，对上述的 ε，当 r ∈
H \E且 r→ ∞ 时，有
［τ( Al ) － nτ1 － ( n + 1) ε］rσ( Al) ≤
nrσ( Al) －ε + rkσ( f) + ( k+1) ε，

矛盾．因此，假设不成立，即方程( 2) 的任意非零亚
纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥ σ( Al ) / k．
定理 1 得证．
定理 2的证明 记 σ2 = max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，

…，n，i ≠ l，σ( F) } ，τ2 = max{ τ( Ai ) ，τ( F) : σ( Ai ) =
σ( Al ) ，i = 0，1，…，n，i ≠ l，σ( F) = σ( Al ) } ，则

σ2 ≤σ( Al ) ，( n + 1) τ2 ＜ τ( Al ) ．从而，对充分小的
ε( ＞ 0) ，当 r→ ∞ 时，有( 7) 式和

T( r，F) ≤
rσ( Al) －ε， σ( F) ＜ σ( Al ) ，

( τ2 + ε) rσ( Al) ，σ( F) = σ( Al )
{ ．

( 15)

设 f( z) 为方程( 3) 的亚纯解．若 σ( f) = ∞，则
结论显然成立． 接下来，仅考虑 σ( f) ＜ ∞ 的情形．
显然，σ2 ( f) = 0 ＜ 1 / k2，则由引理 1 可知，ε( ＞
0) ，当 r E且 r→ ∞ 时，有( 10) 式成立．
将方程( 3) 改写为

－ Al ( z) = － F( z)
f( Pl ( z) )

+ An ( z)
f( Pn ( z) )
f( Pl ( z) )

+… +

Al+1 ( z)
f( Pl+1 ( z) )
f( Pl ( z) )

+ Al－1 ( z)
f( Pl－1 ( z) )
f( Pl ( z) )

+ … +

A0 ( z)
f( P0 ( z) )
f( Pl ( z) )

，

并得到

T( r，Al ) ≤∑
i≠l

T( r，Ai ) + T( r，F) +∑
i≠l

T( r，

f( Pi ( z) ) ) + ( n + 1) T( r，f( Pl ( z) ) ) + O( 1) ． ( 16)
反设 kσ( f) ＜ σ( Al ) ，则由( 7) 式，( 10) 式和

( 14) ～ ( 16) 式可知，对充分小的 ε( 0 ＜ ε ＜
min{ ( σ( Al ) － kσ( f) ) / ( k + 1) ，( τ( Al ) － ( n +
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1) τ2 ) / ( n + 2) } ) ，当 r∈ H \E且 r→ ∞ 时，有
［τ( Al ) － ( n + 1) τ2 － ( n + 2) ε］rσ( Al) ≤
( n + 1) rσ( Al) －ε + rkσ( f) + ( k+1) ε，

矛盾．因此，假设不成立，即方程( 3) 的任意亚纯解
f( z) 必满足 σ( f) ≥ σ( Al ) / k．
定理 2 得证．
定理3的证明 设 f( z) 为方程( 2) 的非零亚纯

解，且满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2 ．若 μ( f) = ∞，则结论显然
成立．接下来，仅考虑 μ( f) ＜ ∞ 的情形．
反设 kμ( f) ＜ μ( Al ) ，则由引理 3 可知，ε( ＞

0) ，当 r∈ H且 r→ ∞ 时，有
T( qrk，f) ＜ qμ( f) +εrkμ( f) +kε， ( 17)

其中 q = max{ | qi |，i = 0，1，…，n} ． 故由( 8) 式，

( 17) 式和引理1可知，ε( ＞ 0) ，当 r∈H \E且 r→
∞ 时，有

T( r，f( Pi ( z) ) ) = ( 1 + o( 1) ) T( | qi | rki，f) ≤
2qμ( f) +εrkμ( f) +kε ( i = 0，1，…，n) ． ( 18)
记 σ3 = σ1 = max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，…，n，i ≠

l} ，τ3 = max{ τ( Ai ) : σ( Ai ) = μ( Al ) ，i = 0，1，…，n，
i≠ l} ，则 σ3≤ μ( Al ) ，nτ3 ＜ τ( Al ) ．从而，对充分小

的 ε( ＞ 0) ，当 r→ ∞ 时，有

T( r，Ai ) ≤
rμ( Al) －ε， σ( Ai ) ＜ μ( Al ) ，

( τ3 + ε) rμ( Al) ，σ( Ai ) = μ( Al ) ，i≠
{ l．

( 19)

又由亚纯函数的下型的定义可知，ε( ＞ 0) ，
当 r→ ∞ 时，有

T( r，Al ) ＞ ( τ( Al ) － ε) rμ( Al) ． ( 20)

从而，由( 12) 式和( 18) ～ ( 20) 式可知，对充
分小的 ε( 0 ＜ ε ＜ min{ ( μ( Al ) － kμ( f) ) / ( k + 1) ，
( τ( Al ) － nτ3) / ( n + 1) } ) ，当 r∈H \E且 r→∞ 时，有

［τ( Al ) － nτ3 － ( n + 1) ε］rμ( Al) ≤

nrμ( Al) －ε + rkμ( f) + ( k+1) ε，
矛盾．因此，假设不成立，即当方程( 2) 的非零亚纯
解 f( z) 满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2 时，必满足 μ( f) ≥
μ( Al ) / k．
定理 3 得证．
定理 4的证明 设 f( z) 为方程( 3) 的亚纯解，

且满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2 ．若 μ( f) = ∞，则结论显然成
立．接下来，仅考虑 μ( f) ＜ ∞ 的情形．
反设 kμ( f) ＜ μ( Al ) ，则由引理1和引理3可知，

ε( ＞ 0) ，当 r∈H \E且 r→∞ 时，有( 18) 式成立．
记 σ4 = σ2 = max{ σ( Ai ) ，i = 0，1，…，n，i≠ l，

σ( F) } ，τ4 = max{ τ( Ai ) ，τ( F) : σ( Ai ) = μ( Al ) ，

i = 0，1，…，n，i ≠ l，σ( F) = μ( Al ) } ，则 σ4 ≤
μ( Al ) ，( n + 1) τ4 ＜ τ( Al ) ．从而，对充分小的 ε( ＞

0) ，当r→ ∞ 时，有( 19) 式和

T( r，F) ≤
rμ( Al) －ε， σ( F) ＜ μ( Al ) ，

( τ4 + ε) rμ( Al) ，σ( F) = μ( Al )
{ ．

( 21)

从而，由( 16) 式和( 18) ～ ( 21) 式可知，对充
分小的 ε( 0 ＜ ε ＜ min{ ( μ( Al ) － kμ( f) ) / ( k + 1) ，
( τ( Al ) － ( n + 1) τ4 ) / ( n + 2) } ) ，当 r∈H \E且 r→
∞ 时，有
［τ( Al ) － ( n + 1) τ4 － ( n + 2) ε］rμ( Al) ≤

( n + 1) rμ( Al) －ε + rkμ( f) + ( k+1) ε，
矛盾．因此，假设不成立，即当方程( 3) 的亚纯解
f( z) 满足σ2 ( f) ＜ 1 / k2时，必满足 μ( f) ≥ μ( Al ) / k．
定理 4 得证．
定理5的证明 设 f( z) 为方程( 3) 的非零亚纯

解，且满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2，则ε( ＞ 0) ，当 r∈ H \E
且 r→ ∞ 时，( 18) 式成立．
由亚纯函数的下级的定义可知，ε( ＞ 0) ，当

r→ ∞ 时，有
T( r，Al ) ＞ rμ( Al) －ε ． ( 22)

又由条件( 4) 可知，α∈ ( 0，1) 使得当 r→∞ 时，有

∑
i≠l

T( r，Ai ) + T( r，F) ≤ αT( r，Al ) ， ( 23)

从而，由( 16) 式，( 18) 式，( 22) ～ ( 23) 式可
知，ε( ＞ 0) ，当 r∈ H \E且 r→ ∞ 时，有
( 1 － α) rμ( Al) －ε ≤ rkμ( f) + ( k+1) ε ．

由此立得 μ( Al ) ≤ kμ( f) ．因此，当方程( 3) 的非零

亚纯解 f( z) 满足 σ2 ( f) ＜ 1 / k2 时，必满足 μ( f) ≥
μ( Al ) / k．
定理 5 得证．
定理6的证明 记 σ6 = max{ σ( Aij ) ，i = 0，1，

…，n，j = 0，1，…，m，( i，j) ≠ ( l，0) } ，τ6 = max{ τ( Aij ) :

σ( Aij ) = σ( Al0 ) ，( i，j) ≠ ( l，0) } ，则 σ6 ≤ σ( Al0 ) ，

［( n + 1) ( m + 1) － 1］τ6 ＜ τ( Al0 ) ．从而，对充分小
的 ε( ＞ 0) ，当 r→ ∞ 时，有

T( r，Aij ) ≤

rσ( Al0) －ε， σ( Aij ) ＜ σ( Al0) ，

( τ6 + ε) rσ( Al0) ，σ( Aij ) = σ( Al0) ，

( i，j) ≠ ( l，0)
{

．

( 24)

设 f( z) 为方程( 5) 的非零亚纯解． 若 σ( f) =
∞，则结论显然成立．接下来，仅考虑 σ ( f) ＜ ∞ 的
情形． 显然，σ2 ( f) = 0 ＜ 1 / k2，则由引理 1 可知，
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ε( ＞ 0) ，当 r E且 r→ ∞ 时，有( 10) 式成立．
将方程( 5) 改写为

－ Al0 ( z) = ∑
n

i = 0
i≠l

∑
m

j = 0
Aij ( z)

f( j) ( Pi ( z) )
f( Pl ( z) )

+

∑
m

j = 1
Alj ( z)

f( j) ( Pl ( z) )
f( Pl ( z) )

= ∑
n

i = 0
i≠l

∑
m

j = 0
Aij ( z)

f( j) ( Pi ( z) )
f( Pi ( z) )

·

f( Pi ( z) )
f( Pl ( z) )

+∑
m

j = 1
Alj ( z)

f( j) ( Pl ( z) )
f( Pl ( z) )

． ( 25)

由( 25) 式可知，对上述的 ε，当 r E且 r→∞ 时，有

T( r，Al0 ) ≤ ∑
n

i = 0
i≠l

∑
m

j = 0
T( r，Aij ) + ∑

m

j = 1
T( r，Alj ) +

∑
n

i = 0
∑
m

j = 1
T( r，

f( j) ( Pi ( z) )
f( Pi ( z) )

) + ∑
n

i = 0
i≠l

T( r，
f( Pi ( z) )
f( Pl ( z) )
) +

O( 1) ≤∑
n

i =0
i≠l

∑
m

j =0
T( r，Aij ) +∑

m

j =1
T( r，Alj ) + O(∑

n

i =0
T( r，

f( Pi ( z) ) ) ) ． ( 26)
又由引理2可知，对上述的 ε，当 r∈H且 r→∞

时，有

T( r，Al0 ) ＞ ( τ( Al0 ) － ε) rσ( Al0) ． ( 27)
反设 kσ( f) ＜ σ( Al ) ，则由( 10) 式，( 24) 式，

( 26) ～ ( 27) 式可知，对充分小的 ε( 0 ＜ ε ＜
min{ ( σ( Al0 ) － kσ( f) ) / ( k + 1) ，( τ( Al0 ) － ［( n +
1) ( m + 1) － 1］τ6 ) /［( n + 1) ( m + 1) ］} ) ，当 r ∈
H \E且 r→ ∞ 时，有
( τ( Al0) －［( n + 1) ( m + 1) － 1］τ6 － ( n + 1) ( m +

1) ε) rσ( Al0) ≤［( n +1) ( m +1) －1］rσ( Al0) －ε + rkσ( f) + ( k+1) ε，
矛盾．因此，假设不成立，即方程( 5) 的任意非零亚
纯解 f( z) 必满足 σ( f) ≥ σ( Al0 ) / k．
定理 6 得证．
定理7的证明 记 σ7 = max{ σ( Aij ) ，i = 0，1，

…，n，j = 0，1，…，m，( i，j) ≠ ( l，0) ，σ( F) } ，τ7 =
max{ τ( Aij ) ，τ( F) : σ( Aij ) = σ( Al0 ) ，( i，j) ≠ ( l，
0) ，σ( F) = σ( Al0 ) } ，则σ7≤σ( Al0 ) ，( n + 1) ( m +
1) τ7 ＜ τ( Al0 ) ．从而，对充分小的 ε( ＞ 0) ，当 r→∞
时，有( 24) 式和

T( r，F) ≤
rσ( Al0) －ε， σ( F) ＜ σ( Al0 ) ，

( τ7 + ε) rσ( Al0) ，σ( F) = σ( Al0 )
{ ．

( 28)

设 f( z) 为方程( 6) 的亚纯解．若 σ( f) = ∞，则
结论显然成立． 接下来，仅考虑 σ( f) ＜ ∞ 的情形．
显然，σ2 ( f) = 0 ＜ 1 / k2，则由引理 1 可知，ε( ＞
0) ，当 r E且 r→ ∞ 时，( 10) 式成立．

将方程( 6) 改写为

－ Al0 ( z) = － F( z)
f( Pl ( z) )

+∑
n

i = 0
i≠l

∑
m

j = 0
Aij ( z)

f( j) ( Pi ( z) )
f( Pl ( z) )

+

∑
m

j =1
Alj ( z)

f( j) ( Pl ( z) )
f( Pl ( z) )

= － F( z)
f( Pl ( z) )

+∑
n

i =0
i≠l

∑
m

j =0
Aij ( z) ·

f( j) ( Pi ( z) )
f( Pi ( z) )

f( Pi ( z) )
f( Pl ( z) )

+∑
m

j =1
Alj ( z)

f( j) ( Pl ( z) )
f( Pl ( z) )

． ( 29)

由( 29) 式可知，对上述的 ε，当 r E且 r→∞ 时，有

T( r，Al0) ≤ T( r， F( z)
f( Pl ( z) )
) +∑

n

i =0
i≠l

∑
m

j =0
T( r，Aij ) +

∑
m

j = 1
T( r，Alj ) + ∑

n

i = 0
∑
m

j = 1
T( r，

f( j) ( Pi ( z) )
f( Pi ( z) )

) + ∑
n

i = 0
i≠l

T( r，

f( Pi ( z) )
f( Pl ( z) )
) + O( 1) ≤∑

n

i =0
i≠l

∑
m

j =0
T( r，Aij ) +∑

m

j =1
T( r，Alj ) +

T( r，F) + O(∑
n

i = 0
T( r，f( Pi ( z) ) ) ) ． ( 30)

又由引理2可知，对上述的 ε，当 r∈H且 r→∞
时，有( 27) 式成立．
反设 kσ( f) ＜ σ( Al ) ，则由( 10) 式，( 24) 式，

( 27) ～ ( 28) 式和( 30) 式可知，对充分小的 ε( 0 ＜
ε ＜ min{ ( σ( Al0 ) － kσ( f) ) / ( k + 1) ，( τ( Al0 ) －
( n +1) ( m + 1) τ7 ) /［( n + 1) ( m + 1) + 1］} ) ，当
r∈H \E且 r→ ∞ 时，有
( τ( Al0) － ( n + 1) ( m + 1) τ7 －［( n + 1) ( m + 1) +

1］ε) rσ( Al0) ≤ ( n + 1) ( m + 1) rσ( Al0) －ε + rkσ( f) +( k+1) ε，
矛盾．因此，假设不成立，即方程( 6) 的任意亚纯解
f( z) 必满足 σ( f) ≥ σ( Al0 ) / k．
定理 7 得证．
定理 8 的证明 类似于定理 3 和定理 6 的证

明，此处略去证明过程．
定理 9 的证明 类似于定理 4 和定理 7 的证

明，此处略去证明过程．
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The Growth of Meromorphic Solutions of Homogeneous and
Non-Homogeneous Complex Linear Equations for Composite Functions

CHEN Haiying，ZHENG Xiumin
( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: The growth of meromorphic solutions of a kind of homogenous and non-homogeneous complex linear equa-
tions for composite functions with meromorphic coefficients is investigated by the Nevanlinna's value distribution of
meromorphic function，which is generalized into the more general case of complex linear differential equations for
composite functions． When more than one coefficient of involved equations have the maximal order or the maximal
lower order，some estimates on the lower bound of the order or the lower order of non-zero meromorphic solutions of
involved equations are obtained under some conditions．
Key words: complex linear equations for composite functions; meromorphic function; ( lower) order; ( lower) type
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