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摘要:利用经验贝叶斯方法研究了在线性损失下指数-威布尔分布参数的经验 Bayes检验问题，构造了在
历史样本是长程相协样本下的参数经验 Bayes检验函数，并证明了所提出的经验 Bayes 检验函数满足渐
近最优( a． o． ) 性及给出了该函数的收敛速度．
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0 引言

自 H． Ｒobbins［1］引入经验 Bayes ( EB ) 方法以
来，取得了丰硕成果［2-13］，这些研究成果，主要聚集

在 NA样本情形以及强混合样本等相依情形． 然而
在实际生活中，一方面，样本并非满足以上相依情

形，而是满足长程相协样本; 另一方面，某些具有单

调实效率的混合型分布在可靠性理论、渗透理论和
某些多元分析问题中的作用越来越引起人们重视，

比如指数-威布尔分布就是较典型的一类，在工业电
子产品寿命分析等领域有着广泛应用．由于指数-威
布尔分布的密度函数形式较复杂，因而有关它的 EB
检验问题的研究文献较少． 本文在长程相协样本下
针对形状参数 a = 1来考虑指数-威布尔分布参数 θ的
EB检验问题．
当参数 a = 1时，指数 -威布尔分布的条件密度函

数为 f( x | θ) = e －xθ( 1 － e －x ) θ－1 ．讨论如下的单侧检

验问题
H0 : θ≤ θ0H1 : θ ＞ θ0，

其中 θ0 为给定的正常数． 关于假设检验问题，选取
的损失函数为

L0 ( θ，d0 ) = α( θ － θ0 ) I( θ ＞ θ0 ) ，
L1 ( θ，d1 ) = α( θ0 － θ) I( θ≤ θ0 ) ，

此处 α( ＞ 0) 为常数，行动空间 d = { d0，d1 } ，d0 表

示接受 H0，d1 表示拒绝 H0 ．若参数 θ 有未知先验分
布为 G( θ) ，令随机化判决函数为 δ( x) = P( 接受

H0 | X = x) ，而 δ( x) 的风险函数为

Ｒ( δ( x) ，G( θ) ) = ∫
Θ
∫
Ω
［L0 ( θ，d0 ) f( x | θ) δ( x) +

L1 ( θ，d1 ) f( x | θ) ( 1 － δ( x) ) ］dxdG( θ) =

α∫
Ω
β( x) δ( x) dx + CG， ( 1)

其中 CG = ∫
Θ
L1( θ，d1) dG( θ) ，β( x) = ∫

Θ
( θ － θ0) f( x |

θ) dG( θ) ．
设随机变量 X的边际分布为

fG ( x) = ∫
Θ
f( x | θ) dG( θ) ，

β( x) = ∫
Θ
e －x ( 1 － e －x ) θ－1dG( θ) ，

进而得到 fG ( x) 的 1 阶导数和 2 阶导数

f ( 1)G = － fG( x) + ∫
Θ
e－2xθ( θ －1) ( 1 － e－x) θ－2dG( θ) =

－ fG ( x) + ( ∫
Θ
θf( x | θ) dG( θ) － fG ( x) ) / ( ex － 1) ，

f ( 2)G = － f ( 1)G ( x) － 2∫
Θ
e －2xθ( θ － 1) ( 1 －

e －x ) θ－2dG( θ) + ∫
Θ
e －3xθ( θ － 1) ( θ － 2) ( 1 －

e －x ) θ－3dG( θ) ，

而 β( x) = ∫
Θ
θ2f( x | θ) dG( θ) － 2θ0∫

Θ
θf( x | θ) dG( θ) +

θ20 fG ( x) ，若记
u1 ( x) = e2x － ex + 1，
u2 ( x) = ( e

x － 1) ( 3ex － 2θ0 ) ，
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u3 ( x) = 2e2x － ( 1 + 2θ0 ) e
x + θ20，

则有

β( x) = u1( x) f
( 2)

G ( x) + u2( x) f
( 1)

G ( x) + u3( x) fG( x) ．
由( 1) 式可知，Bayes检验函数为

δG ( x) =
1，β( x) ≤ 0，
0，β( x) ＞ 0{ ，

( 2)

其 Bayes风险为
Ｒ( G) = inf

δ
Ｒ( δ，G) = Ｒ( δG，G) =

α∫
Ω
β( x) δG ( x) dx + CG． ( 3)

若先验分布 G( θ) 已知，则在( 3) 式中 δ( x) =
δG ( x) 是可以到达的．但此处G( θ) 未知，所以 δG ( x)
无使用价值，需要引进 EB方法．

1 EB检验函数的构造

首先利用弱平稳同分布长程负相协样本去获得

密度函数 fG ( x) 的核估计和 β( x) 的估计量，然后利
用这一结果构造 EB检验函数．
设 X1，X2，…，Xn，X 为弱平稳同分布的随机样

本，其拥有边际概率密度函数 fG( x) ，其中 X1，X2，…，
Xn 为历史样本和同分布弱平稳长程负相协样本，X
为当前样本，且假设历史样本与当前样本独立．假定
fG ( x) ∈ Cs，α，x∈ Ｒ，其中 Cs，α表示 Ｒ中的一族概率
密度，它的 s 阶导数存在，Cs，α 不仅连续而且绝对值

不超过 α，s≥ 2 为正整数．
考虑构造 β( x) 的估计量．设{ Xt，t≥ 1} 为一平

稳过程序列，具有概率密度 f( x) 且满足

Xt = ∑
∞

i = 0
aiεt －i，

其中{ εi，i∈Z} 是 i． i． d．，Eεi = 0，Varεi ＜ ∞，具有

密度函数 f1 ( x) 且 a0 = 1，∑
∞

i = 0
| ai | ＜ ∞，则定义

f ( r) ( x) 的核估计为 f ( r)n ( x) = 1
nh1+r

n
∑
∞

j = 1
Kr ( ( x －

Xj ) /hn) ，其中hn ＞ 0且hn→0( n→∞ ) ．设Kr (·) ( r =
1，2，…，s － 1) 是 Ｒ中 Borel可测函数，且

∫Ｒ | v | Kr ( v) dv ＜ ∞，∫ＲK2
r ( v) dv ＜ ∞，

∫Ｒ | v | K2
r ( v) dv ＜ ∞，∫Ｒ | Kr ( v) | dv ＜ ∞ ．

引理 1［14］ 若 ε1 的密度函数 f1 ( x) 满足 1 阶
Lipschitz条件，则 Xt 的密度函数 f( x) 存在且满足
Lipschitz条件．
引理 2［14］ 若引理 1的条件且( 1) ～ ( 2) 式成

立，则有 sup‖Hn ( z) ‖ = o(槡n ) ，其中

Hn ( z) = ∑
n

t = 1
{ f1 ( x － Ｒt + z) － f( x + z) } ，Ｒt =

Xt － εt，‖Y‖ = ( EY2 ) 1 /2 ．
引理3 设{ Xt} 由( 1) 式决定，条件( 2) ～ ( 3)

式成立，若 f1 ( x) 满足 Lipschitz条件，则
( i) 当 nh1+r

n → ∞ ( n→ ∞ ) 时，x∈ Ｒ，有

E | f ( r)n ( x) － f ( r) ( x) | 2 = 0;

( ii) 存在某个正常数 M，使 | f( x) | ＜ M，且

hn = n－1 / ( 2+s) ，有

E | f ( r)n ( x) － f ( r) ( x) | 2λ ≤ cn－λ( s－r+1) / ( 2+s) ．

证 ( i) 由 C-Ｒ不等式知

E | f ( r)n ( x) － f ( r) ( x) | 2 ≤ c{ E | f ( r)n ( x) －

Ef ( r)n ( x) | 2 + E | f ( r)n ( x) － f ( r) ( x) | 2 } ．
由引理 1 知，f1 ( x) 满足 Lipschitz 条件，从而

f( x) 连续．再由核函数 Kr (·) 的性质，有

E | f ( r)n ( x) － f ( r) ( x) | 2 = hr
n ∫ＲKr ( v) f( x －

hnv) dv － f( x) | = hr
n ∫Ｒ［Kr ( v) f( x － hnv) － f( x) ］dv ≤

ch1+r
n ∫ＲKr ( v) | v | dv→ 0( n→ ∞ ) ，

故结论( i) 成立．
( ii) 类似( i) 的证明过程，并利用引理 2及引理

3 的条件，易得结论( ii) 也成立．
令 K( x) 是有界 Borel 可测的函数，在区间( 0，

1) 外为 0 且满足下列条件:

( A1 )
1
t! ∫

1

0
vtK( v) dv = 1，t = 0，

0，t = 1，2，…，s － 1{ ，

( A2 ) K( x) 在 Ｒ上是可微的，且sup
x∈Ｒ

| K'( x) |≤
c ＜ ∞，
本文对弱平稳长程相协序列的协方差结构做假设:

( A3 )∑
∞

i = 1
Cov( X1，Xi ) = O( nγ ) ，其中 1 /2 ＜

γ ＜ 1．
不失一般性，定义密度函数 fG ( x) 的核估计为

fn ( x) =
1
nhn
∑
∞

i = 1
K( ( x － Xi ) /hn ) ， ( 4)

其中{ hn} 为正数序列，且limn→∞
hn = 0．因此 β( x) 的估

计量为

βn( x) = u1( x) f
( 2)

n ( x) + u2( x) f
( 1)

n ( x) + u3( x) fn( x) ，
故检验函数定义为

δn ( x) =
1，βn ( x) ≤ 0，
0，βn ( x) ＞ 0{ ．

( 5)
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令 E表示对随机变量 X1，X2，…，Xn的联合分布

求均值，则 δn ( x) 的全面风险函数为

Ｒ( δn ( x) ，G) = α∫
Ω
β( x) E［δn ( x) ］dx + CG， ( 6)

若 lim
n→∞

Ｒ( δn，G) = Ｒ( δG，G) ，则称{ δn ( x) } 为 a． o．的

EB检验函数; 若 Ｒ( δn，G) － Ｒ( δG，G) = O( n－q )

( q ＞ 0) ，则称 EB检验函数{ δn ( x) } 的收敛速度为
O( n－q ) ．
令 c，c1，c2，c3，c4 表示不同的常数，即使在同一

表达式中它们也可取不同的值．
引理 4［15］ 令 X和 Y是负相协随机变量序列，

皆存在有限方差，则对任何可微函数 g1 和 g2 有

| Cov( g1 ( X) ，g2 ( Y) ) |≤ sup
X

| g'1 ( X) |·
sup
Y

| g'2 ( Y) | | Cov( X，Y) | ．
为导出{ δn ( x) } 的渐近最优性和收敛速度，先

证明引理 5．
引理 5 设 fn( x) 由( 4) 式定义，其中 X1，X2，…，

Xn 为弱平稳同分布长程负相协样本序列，假定条件
( A1 ) ～ ( A3 ) 成立，x∈ Ω，
( i) 若 fG ( x) 关于 x 连续，则当 lim

n→∞
hn = 0，

lim
n→∞

n ( 1－γ) h4
n = ∞ 时，lim

n→∞
E | fn ( x) － fG ( x) | 2 = 0，其

中 1 /2 ＜ γ ＜ 1;
( ii) 若 fG ( x) ∈ Cs，α，则当 hn = n－1 / ( 2+2s) 时，对

于 0 ＜ λ≤ 1 有

E | fn ( x) － fG ( x) | 2λ ≤ cn－λ［s－ ( s+1) γ－1］/ ( 1+s) ．

证 ( i) 由 C-Ｒ不等式可得

E | fn ( x) － fG ( x) | 2 ≤ 2 | Efn ( x) － fG ( x) | 2 +

2Var( f ( r)n ( c) ) = 2( I1 + I2 ) ， ( 7)
其中

Efn ( x) = h－1
n E［K( ( x － X) /hn) ］ = h－1

n ∫
∞

0
K( ( x －

y) /hn ) fG ( y) dy = ∫
1

0
Kr ( u) fG ( x － hnu) du．

由 fG ( x) 关于 x连续和条件( A1 ) 得

0 ≤ lim
n→∞

| Efn ( x) － fG ( x) | =

lim
n→∞ ∫

1

0
K( u) fG ( x － hnu) du － fG ( x) ≤ ∫

1

0
| K( u) |·

lim
n→∞

| fG ( x － ξhnu) － fG ( x) | du = 0，

所以有
lim
n→∞

I1 = 0．

记 gn ( x，y) = h－1
n K( ( x － y) /hn ) ，由( A2 ) 知

gn ( x，y) 在 Ｒ上可求偏导数． 由引理 4 和条件( A3 )

及{ Xn，n≥ 1} 的弱平稳性可知

I2 = Varfn( x) = n－2h－2
n Var∑

n

i =1
K( ( x － Xi ) /hn) =

n－2h－2
n {∑

n

i = 1
VarK( ( x － Xi ) /hn ) + 2∑

n－1

i = 1
( n － i) ·

Cov［K( ( x － X1) /hn) ，K( ( x － X1+i ) /hn) ］} = n－2h－2
n ·

{∑
n

i = 1
VarK( ( x － Xi ) /hn ) + 2∑

n－1

i = 1
( n － i) ( supgn ( x，

y) /y) 2 | Cov( Xi，X1+i ) | } ≤ n－1h－2
n VarK( ( x －

X1 ) /hn ) + cn－ ( 1－γ) h－4
n ≤ c1n

－1h－2
n + c2n

－ ( 1－γ) h－4
n ，

因此，当 hn → 0，n( 1－γ) h4n →∞ ( n→∞ ) 时，有 I2 → 0．
综上可得( i) 的结论成立．
( ii) 类似于( 7) 式有

E | fn ( x) － fG ( x) | 2λ≤ 2( Efn ( x) － fG ( x) )
2λ +

2( Var fn ( x) ) λ = 2( J2λ1 + Jλ2 ) ，
由( i) 的证明过程可知 J2λ1 ≤ ch2λs

n ，当 hn =
n－1 / ( 2( 1+s) ) 时易得

J2λ1 ≤ cn－λs / ( 1+s) ，Jλ2 ≤ cn－ ( 1－γ) λnλ / ( 1+s) =
cn－λ［s－ ( s+1) γ－1］/ ( 1+s) ，

从而，E | fn ( x) － fG ( x) | 2λ ≤ cn－λ［s－ ( s+1) γ－1］/ ( 1+s) ．

引理6［16］ 令Ｒ( δG，G) 和Ｒ( δn，G) 分别由( 3)
式和( 6) 式给出，则

0 ≤ Ｒ( δn，G) － Ｒ( δG，G) ≤ α∫
Ω
| β( x) |·

p( | βn ( x) － β( x) |≥| β( x) | ) dx．
引理 7［17］ 设{ Xi | i≥ 1} 是 NA序列，EXi =

0且 E | Xi | p
＜ ∞，j = 1，2，…，n，记 Sn = ∑

n

i = 1
Xi，若

对某个 p≥2，则存在仅与 p有关的常数Cp ＞ 0，使得

E | Sn | p
≤ Cpn

p/2－1∑
n

i = 1
E | Xi | p

．

引理8 设 δG ( x) 和 δn ( x) 分别由( 2) 式和( 5)
式给出，则对于 0 ＜ λ≤ 1 有

E | δn ( x) － δG ( X) | 2λ ≤ cn－λ ．

证 由引理 7 和矩单调不等式易得引理 8．

2 EB检验函数的渐近性及其收敛
速度

定理 1 设 δn( x) 由( 5) 式定义，其中 X1，X2，…，
Xn 为弱平稳长程负相协样本．若
( i) { hn} 为正数序列，且满足
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lim
n→∞

hn = 0，lim
n→∞

nh5
n = + ∞ ;

( ii) ∫
Θ
| θ － 1 | dG( θ) ＜ + ∞，∫

Θ
| ( θ － 1) ( θ －

2) | dG( θ) ＜ + ∞ ;

( iii) f ( 2)G ( x) 为 x的连续函数，
则有

lim
n→∞

Ｒ( δn，G) = Ｒ( δG，G) ．

证 由引理 6 得

0 ≤ Ｒ( δn，G) － Ｒ( δG，G) ≤ α∫
+∞

0
| β( x) |·

p( | βn ( x) － β( x) |≥| β( x) | ) dx．
记 ψn( x) = | β( x) | p( | βn( x) － β( x) |≥| β( x) | ) ，
则有ψn ( x) ≤| β( x) | ．
由 ( 5) 式和( 6) 式得

f ( 1)G ( x) = － fG ( x) + ∫
Θ

θ － 1
ex － 1

f( x | θ) dG( θ) ，

f ( 2)G ( x) = fG ( x) － 3∫
Θ

θ － 1
ex － 1

f( x | θ) dG( θ) +

∫
Θ

( θ － 1) ( θ － 2)
( ex － 1) 2

f( x | θ) dG( θ) ，

β( x) = ( θ0 － 1) 2 fG ( x) + ( 3 － 2θ0 ) ∫
Θ
( θ －

1) f( x | θ) dG( θ) + ∫
Θ
( θ － 1) ( θ － 2) f( x | θ) dG( θ) ．

由 Fubini定理可知

∫
Ω
| β( x) | dx = ∫

Ω
∫
Θ
| ( θ0 － 1) 2 + ( 3 － 2θ0 )·

( θ － 1) + ( θ － 1) ( θ － 2) | f( x | θ) dG( θ) dx≤

∫
Ω
∫
Θ
| ( θ0 － 1) 2 | f( x | θ) dG( θ) dx + ∫

Ω
∫
Θ
| ( 3 －

2θ0 ) ( θ － 1) | f( x | θ) dG( θ) dx + ∫
Ω
∫
Θ
| ( θ － 1) ( θ －

2) | f( x | θ) dG( θ) dx≤ ( θ0 － 1) 2 +| ( 3 － 2θ0 ) |·

∫
Θ
| θ －1 | dG( θ) + ∫

Θ
| ( θ －1) ( θ －2) | dG( θ) ＜ +∞ ．

故由控制收敛定理可知

0≤ lim
n→∞

Ｒ( δn，G) － Ｒ( δG，G) ≤∫
Ω
lim
n→∞

ψn( x) dx， ( 8)

所以要使定理 1成立，只需证明lim
n→∞

ψn ( x) = 0．又由

Markov不等式和 Jensen不等式可得

ψn ( x) ≤ E | βn ( x) － β( x) |≤| u1 ( x) |·
E | f ( 2)n ( x) － f

( 2)
G ( x) | +| u2( x) | E | f ( 1)n ( x) － f

( 1)
G ( x) | +

| u3( x) | E | fn( x) － fG( x) |≤| u1( x) | ［E | f ( 2)n ( x) －

f ( 2)G ( x) | 2］1/2 +| u2( x) |［E | f ( 1)n ( x) － f ( 1)G ( x) | 2］1/2 +

| u3 ( x) | ［E | fn ( x) － fG ( x) | 2］1 /2 ．
再由引理 5( i) 可知，对任意固定的 x ∈ Ω，当

r = 0，1，2 时，有

0 ≤ lim
n→∞

ψn ( x) ≤| u1 ( x) | ( limn→∞
E | f ( 2)n ( x) －

f ( 2)G ( x) | 2) 1/2 +| u2( x) | ( limn→∞
E | f ( 1)n ( x) － f

( 1)
G ( x) | 2) 1/2 +

| u3 ( x) | ( limn→∞
E | fn ( x) － fG ( x) | 2 ) 1 /2 = 0．

将上式代入( 8) 式可知定理 1 得证，即检验函
数的渐进最优性成立．
定理 2 设 δn( x) 由( 5) 式定义，其中 X1，X2，…，

Xn 为弱平稳长程负相协样本，且满足 fG ( x) ∈ Cs，α，

对于 0 ＜ λ≤ 1，有

∫
Ω
emλx | β( x) | 1－λdx ＜ + ∞，m = 0，1，2， ( 9)

则当 hn = n－1 / ( 2s+1) 时，有

Ｒ( δn，G) － Ｒ( δG，G) = O( n－λ( s－2) / ( 2s+1) ) ，

其中 s( ≥ 3) 为正整数．
证 由引理 6 和 Markov不等式得

0 ≤ Ｒ( δn，G) － Ｒ( δG，G) ≤ ∫
Ω
| β( x) | 1－λ·

E | βn ( x) － βG ( x) | λdx≤ c1∫
Ω
| β( x) | 1－λ | u1 ( x) |·

E | f ( 2)n ( x) － f ( 2)G ( x) | dx + c2∫
Ω
| β( x) | 1－λ | u2( x) |·

E | f ( 1)n ( x) － f ( 1)G ( x) | dx + c3∫
Ω
| β( x) | 1－λ | u3( x) |·

E | fn ( x) － fG ( x) | dx = An + Bn + Cn， ( 10)

由引理 5( ii) 和条件( 9) 知

An ≤ c1n
－λ( s－2) / ( 2s+1) ∫

Ω
| β( x) | 1－λ | u1( x) | λdx≤

c4n
－λ( s－2) / ( 2s+1) ， ( 11)
由引理 8 及条件( 9) 得

Bn ≤ c2n
－λ( s－1) / ( 2s+1) ∫

Ω
| β( x) | 1－λ | u2( x) | λdx≤

c5n
－λ( s－1) / ( 2s+1) ， ( 12)

Cn ≤ c3n
－λs / ( 2s+1) ∫

Ω
| β( x) | 1－λ | u3 ( x) | λdx ≤

c6n
－λs / ( 2s+1) ． ( 13)
将( 11) ～ ( 13) 式代入( 10) 式得
Ｒ( δn，G) － Ｒ( δG，G) = O( n－λ( s－2) / ( 2s+1) ) ．
定理 2 得证．
注 1 当 λ→ 1，s→ ∞ 时，
O( n－λ［s－1－ ( s+1) γ］/ ( 2( 1+s) ) ) → O( n－ ( 1－γ) /2 ) ．
注 2 定理 2 去掉了严格约束条件
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∑
∞

i = 1
| Cov( X1，Xi ) |≤ c ＜ ∞ ．

3 总结

利用经验贝叶斯方法，在历史样本是长程相协

样本下研究了在线性损失下指数-威布尔分布参数
的经验 Bayes检验问题，推广了独立同分布情形，但
这仅仅是考虑长程相协样本情形，在其它相依情形

下未做研究，如强混合样本相依情形等，这些将是今

后致力研究的方向．
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The Empirical Bayes Test for Parameter of Exponential-Weibull Family

GUI Guoxiang1，HUANG Juan2

( 1． College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． College of Mathematics and Computer，Guangdong Ocean University，Zhanjiang Guangdong 524088，China)

Abstract: The empirical Bayes test problem for parameter of Exponential-Weibull distribution under linear loss is
studied by the empirical Bayes approach． Test rule for the parameter of Exponential-Weibull distribution is construc-
ted under the condition that the past samples are long range associated． The asymptotically optimal property and
convergence rates for the proposed empirical Bayes test rules are obtained．
Key words: long range negative associated; empirical Bayes test; asymptotic optimality; convergence rates
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