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一类非线性差分方程亚纯解的增长性
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( 江西师范大学数学与信息科学学院，江西 南昌 330022)

摘要:应用 Nevanlinna 理论研究非线性差分方程 f n ( z) + Pd ( z，f) = p1 eα1
( z) + p2 eα2

( z) 亚纯解的存在性，其

中 Pd ( z，f) 为 f的 d次差分多项式，p1，p2 为 f的非零小函数，α1，α2 为级小于 1 的非常数整函数，得到上
述方程存在超级小于 1 的亚纯解的必要条件和解的表达式．
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0 引言及主要结果

本文使用 Nevanlinna值分布理论的标准记号和
基本结果［1-3］． 设 f( z) ，α( z) 为复平面上的亚纯函
数，若 T( r，α) = S( r，f) ，则称 α为 f的小函数，其中
S( r，f) 表示任一满足 S( r，f) = o( T( r，f) ) ( r→∞，
r E) 的实函数，E为对数测度有限的集合．分别用
σ( f) 和 σ2 ( f) 表示 f的级和超级．
复域微分方程亚纯解的存在性是微分方程理论

中一个重要而又困难的研究问题，尤其是对非线性

微分方程而言．文献［4］证明了方程 4f 3( z) + 3f ″ =
－ sin 3z恰有 3 个整函数解 f1 ( z) = sin z，f2 ( z) =

(槡3cos z － sin z) /2和 f3( z) = － (槡3cos z + sin z) /2．考
虑到 sin 3z为 e3iz 和 e －3iz 的线性组合，下述更一般类

型的非线性微分方程

f n ( z) + Qd ( z，f) = p1 ( z) eα1
z + p2 ( z) eα2

z ( 1)
亚纯解的存在性得到广泛研究［5-9］，其中有下述

结果．
定理 A［6］ 设 n ≥ 2 为整数，Qd ( z，f) 为 f 的

d( ≤ n － 2) 次微分多项式，p1，p2 为 ez 的非零小函
数． 若复数 α1，α2满足 α1 ＜ 0 ＜ α2，且方程( 1) 存在
超越整函数解 f，则

α1 + α2 = 0，f = c1β1eα1
z /n + c2β2eα2

z /n，

其中 cj 为常数且 βn
j = pj ( j = 1，2) ．

近年来，随着Nevanlinna理论差分模拟的建立，
许多学者开始考虑微分方程( 1) 的差分模拟，探求

差分( 或微差分) 方程

f n ( z) + Pd ( z，f) = p1 ( z) eα1
z + p2 ( z) eα2

z ( 2)
亚纯解的存在性［10-13］，其中 Pd ( z，f) 为 f的 d次差分
( 或微差分) 多项式． 相应于定理 A 的差分模拟，文
献［12］证明了下述结果．
定理 B［12］ 设 n ≥ 2 为整数，Pd ( z，f) 为 f 的

d( ≤ n － 2) 次差分多项式，Pd ( z，0)  0，p1，p2为 ez

的非零小函数．若复数α1，α2满足α1 /α2 ＜ 0，且方程
( 2) 存在有限级整函数解 f，则

α1 + α2 = 0，f = γ1eα1
z /n + γ2eα2

z /n，

其中 γn
j = pj ( j = 1，2) ．
定理 B探讨了差分方程( 2) 的整函数解的存在

性．本文研究差分方程( 2) 的亚纯解的存在性，同时
考虑将方程( 2) 右端级为 1 的亚纯函数替换为超级
小于 1 的亚纯函数，得到下述结果．
定理 1 设 n ≥ 2 为正整数，Pd ( z，f) 为 f 的

d( ≤ n － 2) 次差分多项式且 Pd ( z，0)  0，p1，p2 为
f的非零小函数，α1，α2 为级小于 1的非常数整函数，
满足 α1 /α2 = ρ ＜ 0，若差分方程

f n ( z) + Pd ( z，f) = p1 ( z) eα1
( z) + p2 ( z) eα2

( z) ( 3)
存在满足 σ2 ( f) ＜ 1和 N( r，f) = S( r，f) 的亚纯解，
则 ρ = － 1，且
( i) σ( f) = σ( eα2) ，σ2( f) = σ2( eα2) = σ( α2) ;

( ii) f = s1 ( z) eα1
( z) /n + s2 ( z) eα2

( z) /n，其中 sj 为 f
的小函数满足 snj = pj ( j = 1，2) ．
若令 g( z) = f( z) + R( z) /n，则由定理1可得下

述结果．
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定理 2 设 n，Pd ( z，f) ，pj，αj ( j = 1，2) 满足定
理 1 的条件，R为 f的非零小函数．若差分方程

f n ( z) + R( z) f n－1 ( z) + Pd ( z，f) = p1 ( z) eα1
( z) +

p2 ( z) eα2
( z)

存在满足 σ2 ( f) ＜ 1和 N( r，f) = S( r，f) 的亚纯解，
则 ρ = － 1，且

f = s1 ( z) eα1
( z) /n + s2 ( z) eα2

( z) /n － R( z) /n，
其中 sj 为 f的小函数，满足 snj = pj ( j = 1，2) ．
当 d = 1时，应用定理1的结论得到了一类不存

在超级小于 1 的亚纯解的差分方程．
定理 3 设 n≥ 3 为正整数，α( z) 为非常数多

项式，pj，qj ( j = 1，2) 为 f的非零小函数，则
f n ( z) + q1 ( z) f( z + c) + q2 ( z) = p1 ( z) eα

( z) +
p2 ( z) e

－α( z) ( 4)
不存在超级小于 1 的亚纯解．

1 引理

引理1［14］ 设 f( z) 为σ2 ( f) ＜ 1的超越亚纯函
数，则对任意非零复数 c有

m( r，f( z + c) / f( z) ) = S( r，f) ．
引理 2 设 α( z) 为非常数整函数，q 为非零实

数，则

T( r，eqα( z) ) = | q | T( r，eα( z) ) + O( 1) ．

证 ( i) 若 q ＞ 0，令 E = { θ | θ ∈［0，2π) ，

Reα( z) ＞ 0} ，则

T( r，eqα( z) ) = m( r，eqα( z) ) = 1
2π∫Elog eqReα( re

iθ) dθ =

q
2π∫

2π

0
log + | eα( reiθ) | dθ = qT( r，eqα( z) ) ．

( ii) 若 q ＜ 0，则由( i) 得
T( r，eqα( z) ) = T( r，e －qα( z) ) + O( 1) =

－ qT( r，eα( z) ) + O( 1) ．
引理 2 得证．
引理 3［15］ 设 h( z) 为非常数整函数，f( z) =

eh( z) ，则
T( r，h) = S( r，f) ，T( r，h') = S( r，f) ．
引理 4 设 α1 ( z) ，α2 ( z) 为级小于 1 的非常数

整函数，满足α1 /α2 = ρ ＜ 0，p0，p1，p2为 eα2( z) 的非零
小函数，则

m( r，1 / ( p2eα2
( z) + p1eα1

( z) + p0 ) ) = S( r，eα2( z) ) ．
证 不妨设 p0 ≡ 1，令

g = p2eα2 + p1eα1 + 1， ( 5)

由引理 2 得 T( r，g) ≤ ( 1 +| ρ | ) T( r，eα2 ) + S( r，

eα2 ) ．故有
S( r，g) = S( r，eα2 ) ． ( 6)

微分( 5) 式并消去 eα2 得
g' － b2g = b1p1eα1 － b2， ( 7)

其中 b1 = p'1 / p1 + α'1 － p'2 / p2 － α2，b2 = p'2 / p2 + α2 ．
注意到 b1b20．否则由 b1≡0(或 b2≡0) 得 eα2－α1 =
cp1 / p2 ( 或 cp2eα2≡ 1) ，其中 c为非零常数，从而由引
理 2 得 T( r，eα2 ) = S( r，eα2 ) ，矛盾．由 b1，b2 的表达
式、引理 2 和引理 3 得

T( r，bj ) = S( r，eα2 ) ( j = 1，2) ． ( 8)
微分( 7) 式并消去 eα1 得
g″ － ( ( b1p1 ) ' / ( b1p1 ) + α'1 + b2 ) g' + bg = b． ( 9)
其中 b = b2 ( ( b1p1 ) ' / ( b1p1 ) + α'1 ) － b'2 ． 注意到
b 0． 否则由 b≡ 0 得 b2 / ( b1p1 ) = ceα1，其中 c为
非零常数，再结合引理 2 和 ( 8) 式得 T( r，eα2 ) =

T( r，eα1 ) / | ρ | = S( r，eα2 ) ，矛盾．由( 9) 式得

1
g = 1

b·
g″
g －
( b1p1) '/ ( b1p1) + α'1 + b2

b ·g'
g + 1． ( 10)

结合( 6) 式、( 8) 式、( 10) 式、引理2和引理3得
m( r，1 /g) = S( r，eα2 ) ．

引理 4 得证．
引理 5 设 α1 ( z) ，α2 ( z) 为级小于 1 的非常数

整函数，满足α1 /α2 = ρ ＜ 0，p0，p1，p2为 eα2( z) 的非零
小函数，则

m( r，eαj / ( p2eα2
( z) + p1eα1

( z) + p0 ) ) = S( r，
eα2( z) ) ( j = 1，2) ．
证 只需证 j = 1 的情形．由于
eα1 / ( p2eα2 + p1eα1 + p0 ) = 1 / ( p2eα2

－α1 + p1 ) －
p0 / ( ( p2eα2 + p1eα1 + p0 ) ( p2eα2

－α1 + p1 ) ) ，
再结合引理 4，即得引理 5 结论成立．
类似于文献［15］中差分 Clunie引理的证明，再

结合引理 1 可得下述结论．
引理 6 设 f为方程 f( z) nP( f) = Q( f) 的一个

超级小于1的非常数亚纯解，其中P( f) ，Q( f) 为 f的
差分多项式，系数为 f的小函数．若Q( f) 的次数不超
过 n，则

m( r，P( f) ) = S( r，f) ．
引理 7［16］ 设 f1 ( z) ，…，fn ( z) ( n≥ 2) 为亚纯

函数，g1 ( z) ，…，gn ( z) 为整函数，满足下列条件:

( i)∑
n

j = 1
fj ( z) e

gj( z) ≡ 0;

( ii) 当 1 ≤ j ＜ k ≤ n 时，gj ( z) － gk ( z) 不为
常数;

( iii) 当 1≤ j≤ n，1≤ t ＜ k≤ n时，T( r，fj ) =
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o{ T( r，egt－gk ) } ( r→ ∞，r E) ，
其中 E为对数测度有限的集合，则

fj ( z) ≡ 0( j = 1，…，n) ．
由文献［14］中的引理 2． 3 可得
引理 8 设 f为 σ2 ( f) ＜ 1的超越亚纯函数，则

对任意非零复数 c有
N( r，1 / f( z + c) ) = N( r，1 / f( z) ) + S( r，f( z) ) ．

2 定理的证明

定理 1 的证明 设 f( z) 为方程 ( 3) 的满足
N( r，f) = S( r，f) 和 σ2 ( f) ＜ 1 的亚纯解，由( 3) 式
和 α1 /α2 ＜ 0 可得 f 为超越亚纯函数． 令 g( z) =
Pd ( z，f) ，微分( 3) 式并分别消去 eα1，eα2 得
( p'1 + p1α'1 ) f

n － np1 f
n－1 f ' + Q1

n－2 ( f) =
－ A1 ( z) eα2， ( 11)
( p'2 + p2α'2 ) f

n － np2 f
n－1 f ' + Q2

n－2 ( f) =
A1 ( z) eα1， ( 12)
其中 Qj

n－2 ( f) = ( p'j + pjα'j ) g － pjg'( j = 1，2) ，A1 =
p1 ( p'2 + p2α'2 ) － p2 ( p'1 + p1α'1 ) ．设

g( z) = ∑
λ∈I

aλ ( z)∏
tλ

j = 1
f( z + βλj )

lλ j， ( 13)

其中 I为λ的有限指标集，tλ，lλj为自然数，βλj为相互

判别的复数．令
gλj ( z) = f( z + βλj ) / f( z) ，

代入( 13) 式得

g( z) = ∑
d

m = 0
bm ( z) f

m ( z) ， ( 14)

其中 lλ = ∑
tλ

j =1
lλj，d = max

λ∈I
{ lλ} ，bm( z) = ∑

lλ =m
( aλ( z) ·

∏
tλ

j = 1
gλj ( z)

lλ j ) ，且由引理1得m( r，bj ) = S( r，f) ．微分

( 13) 式得

g'( z) = ∑
λ∈I

a'λ +∑
tλ

j =1

aλlλj f '( z + βλj )
f( z + βλj

( )) ∏
tλ

j =1
f( z +

βλj )
lλ j : = ∑

d

m = 0
cm ( z) f

m ( z) ． ( 15)

由引理1和对数导数引理得m( r，cj ) = S( r，f) ．
于是，由( 3) 式、( 14) 式和引理 2 得

nT( r，f) = m( r，f n ) + S( r，f) ≤ m( r，p1eα1
( z) +

p2eα2
( z) ) + m( r，g) + O( 1) ≤ ( | ρ | + 1) T( r，eα2 ) +

( n － 2) T( r，f) + S( r，f) ，
即

T( r，f) ≤ ( | ρ | + 1) T( r，eα2( z) ) /2 + S( r，f) ． ( 16)

断言 A1 ( z)  0．否则由 A1 的表达式得 p2eα2 =
cp1eα1，其中 c 为非零常数． 再结合( 16) 式和引理 2
得 T( r，eα2－α1 ) = ( 1 － ρ) T( r，eα2 ) = S( r，f) = S( r，
eα2 ) ，矛盾．另一方面，由( 11) 式、( 14) ～ ( 16) 式、
引理 2 和引理 3 得

T( r，eα2( z) ) = m( r，eα2( z) ) ≤ T( r，A1) + m( r，p'1 +

p1α'1 － np1f ' / f) f
n +∑

d

m =0
( ( ( p'1 + p1α'1) bm － p1cm) f

m) +

O( 1) ≤ nT( r，f) + S( r，f) + S( r，eα2( z) ) ． ( 17)
因此由( 16) ～ ( 17) 式得 σ( f) = σ( eα2 ) ，σ2 ( f) =
σ2 ( eα2 ) = σ( α2 ) ，且

S( r，f) = S( r，eα2 ) ． ( 18)
将( 14) 式代入( 3) 式得

1 / ( p2eα2 + p1eα1 － b0) +∑
d

m =1
( bm / ( p2eα2 + p1eα1 －

b0 ) ) ·( 1 / f)
n－m = ( 1 / f) n ． ( 19)

从而由 ( 18) ～ ( 19) 式和引理 4 得 nm( r，1 / f) ≤
( n － 1) m( r，1 / f) + S( r，f) ，即

m( r，1 / f) = S( r，f) ． ( 20)
另一方面，由( 19) 式得

eαj / ( p2eα2 + p1eα1 － b0 ) + ∑
d

m = 1
( bmeαj / ( p2eα2 +

p1eα1 － b0 ) ) ·( 1 / f)
n－m = eαj / f n ( j = 1，2) ． ( 21)

结合( 18) 式、( 20) ～ ( 21) 式和引理 5 得
m( r，eαj / f n ) ≤ ( n － 1) m( r，1 / f) + S( r，f) =

S( r，f) ( j = 1，2) ．
设 z = reiθ，对固定的 r ＞ 0，令 E1 = { θ∈［0，

2π) : | eα2( reiθ) |≥1} ，E2 =［0，2π) － E1 ．由 | eα1( z) | =
eρReα2( z) 得，当 θ∈ E1 时，

| eα1( z) +α2( z) / f 2n－2 ( z) |≤| eα2( z) / f n ( z) | | 1 /

f n－2( z) | | eα1( z) |≤| eα2( z) / f n( z) | | 1 / f n－2( z) | ． ( 22)
当 θ∈ E2 时，

| eα1( z) +α2( z) / f 2n－2 ( z) |≤| eα1( z) / f n ( z) | | 1 /

f n－2 ( z) | ． ( 23)

再结合( 20) 式、( 22) ～ ( 23) 式得
m( r，eα1+α2 / f 2n－2 ) ≤ m( r，eα2 / f n ) + m( r，eα1 /

f n ) + ( n － 2) m( r，1 / f) = S( r，f) ． ( 24)
将( 11) ～ ( 12) 式相乘得

φ( z) f 2n－2 + Q( z，f) = － A2
1 ( z) eα1

+α2， ( 25)
其中

φ( z) = ［( p'2 + α'2p2 ) f － np2 f '］［( p'1 + α'1p1 ) f －
np1 f '］， ( 26)
Q( z，f) 为次数不超过2n － 2的 f微分差分多项式，系
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数为 f的小函数．由( 20) 式、( 24) ～ ( 25) 式得
m( r，φ) ≤ m( r，eα1+α2 / f 2n－2 ) + m( r，Q( z，f) /

f 2n－2 ) +S( r，f) = S( r，f) ．
再结合( 26) 式得

T( r，φ( z) ) = S( r，f) ． ( 27)
下面分 2 种情形讨论．
情形1 φ( z) ≡0．由 A1( z) 0知( p'2 + α'2p2) f －

np2 f ' 和( p'1 + α'1p1 ) f － np1 f ' 不同时为 0． 不妨设
( p'1 +α'1p1 ) f － np1 f ' ≡ 0，则

f n = cp1eα1， ( 28)
其中 c为非零常数．将( 28) 式代入( 12) 式得
( 1 － 1 / c) A1 f

n / p1 = p2g' － ( p'2 + α'2p2 ) g． ( 29)
若 c ≠ 1，由 ( 29) 式和引理 6 得 m( r，( 1 －
1 / c) A1 f / p1 ) = S( r，f) ．再结合 N( r，f) = S( r，f) 得

T( r，f) ≤ m( r，( 1 － 1 / c) A1f / p1) + m( r，1 / ( ( 1 －
1 / c) A1 / p1 ) ) + S( r，f) = S( r，f) ，
矛盾．因此 c = 1，f = seα1 /n，其中 sn = p1 ．将 f的表达
式代入( 3) 式，再结合( 14) 式得

p2eα2 = Pd ( z，f) = ∑
d

m = 0
Bme

mα1 /n = ∑
d

m = 0
Bme

nρα2 /n，

其中 Bm = bmsm 为 f的小函数，由引理 7可知上式不
成立．
情形 2 φ( z)  0．设
hj = ( p'j + α'jpj ) f － npj f '( j = 1，2) ． ( 30)

由( 18) 式、( 26) ～ ( 27) 式得
N( r，1 /hj ) + N( r，hj ) ≤ N( r，h1 ) + N( r，h2 ) +

T( r，φ) + O( 1) = S( r，f) ． ( 31)
解( 30) 式得

f = － p2h1 /A1 + p1h2 /A1，f ' = － ( p'2 + α'2p2 ) h1 /
( nA1 ) + ( p' + α'1p1 ) h2 / ( nA1 ) ． ( 32)
再对( 32) 式的第 1 式求导得

f ' = ［( p1 /A1 ) ' + p1h'2 / ( A1h2) ］h2 －
［( p2 /A1 ) ' + p2h'1 / ( A1h1) ］h1 ． ( 33)
将( 33) 式代入( 32) 式的第 2 式得

A2h1 － A3h2 = 0， ( 34)
其中

A2 = ( p'2 + α'2p2 ) / ( nA1 ) － ( p2 /A1 ) ' － p2h'1 /
( A1h1 ) ，

A3 = ( p'1 + α'1p1 ) / ( nA1 ) － ( p1 /A1 ) ' － p1h'2 /
( A1h2 ) ， ( 35)
且由 ( 32) 式得 T( r，Aj ) = S( r，f) ( j = 2，3) ． 若
A2  0，则由( 27) 式和( 34) 式得

T( r，h1 ) = T( r，h2
1 ) /2 = T( r，A3φ /A2 ) /2 =

S( r，f) ． ( 36)
再结合( 27) 式、( 32) 式和( 36) 式得

T( r，f) = T( r，fh1 /h1) ≤T( r，p2h
2
1 /A1 + p1φ /A1) +

T( r，h1 ) + O( 1) = S( r，f) ，
矛盾．于是 A2 ( z) ≡0．从而由( 34) 式和 φ = h1h2
0 得 A3 ( z) ≡ 0．因此由( 35) 式得
h1 = c1A1p

( 1－n) /n
2 eα2 /n，h2 = c2A1p

( 1－n) /n
1 eα1 /n， ( 37)

其中 c1，c2 为非零常数．将( 37) 式代入( 32) 式的第
1 式得

f = c1 s1eα1
/n + c2 s2eα2

/n，

其中 s1，s2为 f的小函数且 snj = pj ( j = 1，2) ．再将 f的
表达式代入( 3) 式，并结合引理 7可知 c1 = c2 = 1，
即证结论( ii) ．
另一方面，由( 26) 式和( 37) 式得

e ( α1+α2) /n = φp ( n－1) /n1 p ( n－1) /n2 /A2
1，

结合( 8) 式、( 27) 式和引理 2得 | ( ρ + 1) /n | T( r，
eα2 ) = S( r，eα2 ) ，因此 ρ = － 1．定理 1 得证．
定理3的证明 设 f( z) 为方程( 4) 的超级小于

1 的亚纯解，由( 4) 式知 f为超越亚纯函数．又由引
理 8 和( 4) 式得

nN( r，f( z) ) = N( r，f n ( z) ) ≤N( r，f( z + c) ) +
S( r，f( z) ) = N( r，f( z) ) + S( r，f( z) ) ．
从而有 N( r，f) = S( r，f) ．于是由定理 1 得

f( z) = s1 ( z) eα
( z) /n + s2 ( z) e

－α( z) /n， ( 38)
其中 s1，s2 为 f的小函数，满足 snj = pj ( j = 1，2) ．将
( 38) 式代入( 4) 式得

∑
n－1

j = 1

n( )j sj1 ( z) s
n－j
2 ( z) e

( 2j －n) α( z) /n + d1 ( z) eα
( z) /n +

d2 ( z) e
－α( z) /n + q( z) = 0， ( 39)

其中
n( )j 为二项式系数，d1 ( z) = q1 ( z) s1 ( z +

c) eβ( z) /n，d2 ( z) = q2 ( z) s2 ( z + c) e －β( z) /n，β( z) =
α( z + c) －α( z) ．由于 deg β( z) = deg α( z) － 1，故
由( 18) 式得 T( r，dj ) = S( r，f) ( j = 1，2) ．若n = 3，
则由引理 7 和( 31) 式得 q2 ( z) = 0，矛盾．若n≥ 4，
由于在集合{ 1，…，n － 1} 中至少存在 1 个 j0，使得
2j0 － n { 0，1，－ 1} ，所以由引理 7和( 39) 式可知
n
j( )
0

sj01 s
n－j0
2 = 0，矛盾．定理 3 得证．
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The Growth of Meromorphic Solutions of Some Type of
Nonlinear Difference Equations

ZHONG Jinfeng，LIU Huifang*

( College of Mathematics and Informatics，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China)

Abstract: Using Nevanlinna theory，the existence of meromorphic solutions of the nonlinear difference equation
f n ( z) + Pd ( z，f) = p1eα1

( z) + p2eα2
( z) are investigated，where Pd ( z，f) is a difference polynomial in f of degree d，p1，

p2 are non-vanishing small meromorphic functions of f，and α1，α2 are non-constant entire functions with order less
than 1． Some necessary conditions that guarantee the above equation admits meromorphic solutions of hyper-order
less than 1 and the expression for the solution are obtained．
Key words: difference equation; meromorphic function; order of growth
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