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摘要:利用随机 Dirichlet级数理论，结合 Hadamard 乘积性质，主要研究了随机 Dirichlet 级数的 Dirichlet-
Hadamard乘积级数的增长性，得到了随机 Dirichlet-Hadamard乘积级数与原随机 Dirichlet级数的 q-级、下
q-级、q-型 、下 q-型与双下 q-型之间的关系定理．
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0 引言与相关结果

国内外许多学者对 Dirichlet级数

f( s) = ∑
∞

n = 1
cneλn

s ( cn ∈ C，0 ＜ λn↑ + ∞，s =

σ + it，σ，t∈ R) ( 1)
的增长性与值分布做了大量的工作［1-19］． 如余家
荣［1］定义了级数的最大模、最大项，最大项指标与
增长级，给出级数收敛的Knopp-Valirion公式;孙道
椿等［2-4，8-9］研究了零级、有限级、无限级级数所表示
的整函数与解析函数的增长性与值分布性质; 孔荫

莹等［5-6，18-19］研究了 Dirichlet-Hadamard乘积的增长
性;余家荣等［10-17］研究了随机 Dirichlet级数的增长
性、Borel线、例外小函数等值分布性质;易才凤等［7］

讨论了有限级 Dirichlet 级数的逼近，给出了级数逼
近算子及其系数、指数间的等价关系．
若级数( 1) 满足
0 = λ0 ＜ λ1 ＜ … ＜ λn↑ + ∞， ( 2)
与

lim
n→∞

log n /λn = 0，lim
n→∞

log | cn | /λn = － ∞，( 3)

由文献［1］知，级数( 1) 在全平面内收敛，则 f( s) 在
全平面内解析，即为整函数．记 D为级数( 1) 满足条
件( 2) ～ ( 3) 式所表示的整函数的 f( s) 全体．
定义 1 若 f( s) ∈ D，定义 f( s) 的 q-级与下 q-

级为

ρ = ρ［q］ = lim sup
σ→+∞

log［q］log M( σ，f)
σ

，

χ = χ［q］ = lim inf
σ→+∞

log［q］log M( σ，f)
σ

，

这里 M( σ，f) = sup
－∞ ＜ t ＜ +∞

| f( σ + it) | 为 f( s) 的最大

模，且 log［0］x = x，log［q］x = loglog［q－1］x．
定义2 设 f( s) ∈D，若其 q-级 ρ∈ ( 0，∞ ) ，则

定义 f( s) 的 q-型 T与下 q-型 τ为

T = T［q］ = lim sup
σ→+∞

log［q］M( σ，f)
eρσ
，

τ = τ［q］ = lim inf
σ→+∞

log［q］M( σ，f)
eρσ

．

定义3［19］ 设 f( s) ∈D，若其 q-级 ρ∈ ( 0，∞ )
与下 q-级 χ且 ρ≠ χ，则定义 f( s) 的双下 q-型 τχ 为

τχ = lim inf
σ→+∞

log［q］M( σ，f)
eχσ

．

关于Dirichlet级数 f( s) 的 q-级、下 q-级、q-型、
下 q-型与双下 q-型，文献［5-6，19］给出了以下结果．
定理A［5-6］ 设Dirichlet级数 f( s) ∈D，具有 q-

级 ρ与 q-型 T，则

ρ = lim sup
n→∞

λn log
［q］λn

log | cn | －1，

T = lim sup
n→∞

| cn | ρ /λn log［q－1］
λn

eρ
．

定理B［5-6］ 设Dirichlet级数 f( s) ∈D，具有下
q-级 χ与下 q-型 τ，则
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χ≤ lim inf
n→∞

λn log
［q］λn

log | cn | －1，

上式等号成立当且仅当

ψ( n) =
log | cn | － log | cn+1 |

λn+1 － λn

为关于 n的非减函数;

τ≤ lim inf
n→∞

| cn | χ /λn log［q－1］
λn

eρ
，

上式等号成立当且仅当 ψ( n) 为关于 n 的非减函数
且 log［q－1］λn ～ log［q－1］λn+1 ．
定理C［19］ 设Dirichlet级数 f( s) ∈D，具有下

q-级 χ．如果 λn ～ λn+1，则

τχ ≥ lim inf
n→∞

| cn | χ /λn log［q－1］
λn

eχ
，

进一步，如果存在一正整数 n0，ψ( n) 为关于 n( ＞
n0 ) 的非减函数，则

τχ = lim inf
n→∞

| cn | χ /λn log［q－1］
λn

eχ
．

2009 年，孔荫莹在文献［5］中定义了 Dirichlet
级数的 Hadamard乘积．

定义4［5-6］ 设 f1( s) =∑
∞

n =1
aneγn

s，f2( s) =∑
∞

n =1
bneξn

s，

且 f1 ( s) ，f2 ( s) ∈D，构造它们的Dirichlet-Hadamard
乘积如下:

F( s) = ( f1Δf2 ) ( μ，ν; s) =∑
∞

n = 1
cneλn

s，cn = aμ
nbνn，

λn = ( γn + ξn ) /2，
其中 μ和 ν为正实数，an，bn ∈ C．
由文献［5］得
定理D［5-6］ 设 f1 ( s) ，f2 ( s) ∈ D，它们的 q-级、

下 q-级分别为 ρ1，ρ2，χ1，χ2，q-型分别为 T1，T2，若它

们满足

γn = ηξn，η∈ ( 0，∞ ) ， ( 4)

以及 ψ1 ( n) =
log | an | － log | an+1 |

γn+1 － γn
和 ψ2 ( n) =

log | bn | － log | bn+1 |
ξn+1 － ξn

为 2个关于 n的非减函数，则

( i) Dirichlet-Hadammard乘积 F( s) 的 q-级 ρ、
下 q-级 χ满足

χ1χ2 ( 2 + η －1 + η)
2νχ1 ( 1 + η －1 ) + 2μχ2 ( 1 + η)

≤ χ ≤ ρ ≤

ρ1ρ2 ( 2 + η －1 + η)
2νρ1 ( 1 + η －1 ) + 2μρ2 ( 1 + η)

;

( ii) 若 ρ1 = χ1和 ρ2 = χ2，则Dirichlet-Hadamard
乘积 F( s) 也是 ρ［q］正规增长的，并且其 q-级满足

ρ =
ρ1ρ2 ( 2 + η －1 + η)

2νρ1 ( 1 + η －1 ) + 2μρ2 ( 1 + η)
，ρ1，ρ2 ∈

( 0，∞ ) ;
( iii) 若 ρ1，ρ2 ∈ ( 0，∞ ) ，则 F( s) 的 q-型满足

T≤

T 2μρ / ( ρ1( 1+η －1) )
1 T 2νρ / ( ρ2( 1+η) )

2 ，q = 2，3，4，5，…，

1
ρ

ρ1T2 ( 1 + η －1 )( )2

2μρ / ( ρ1( 1+η －1) )

·

ρ2T1 ( 1 + η)( )2

2νρ / ( ρ2( 1+η) )

，q = 1











 ．

1 随机 Dirichlet 级数的 Hadamard
乘积

随机 Dirichlet级数的研究最早是由 R． E． A． C．
Paley 与 A． Zygmund［18］ 开始的． 随后，余家荣
等［1，10，12-13，15］讨论了 Steinhaus-Dirichlet和Rademacher-
Dirichlet级数的收敛性、增长性与值分布，得到了许
多重要的结果． 最近，李云霞等在文献［20］中讨论
了随机Dirichlet级数的Hadamard乘积的增长性，得
到了一系列结果． 本文将继续讨论随机 Dirichlet 级
数的 Hadamard 乘积级数的增长性，改进并补充文
献［20］的结果．在叙述本文的主要结果前，先介绍
下列定义．
类似于定义 4，定义随机 Dirichlet 级数的

Hadamard乘积如下:

定义 5［20］ 设 f1 ( s，ω) = ∑
∞

n = 1
anXn ( ω) eγn

s，

f2( s，ω ) =∑
∞

n = 1
bn Xn ( ω ) eξn

s，构造它们的Dirichlet-

Hadamard乘积如下:

F( s，ω) = ( f1Δf2 ) ( μ，ν; s，ω) =∑
∞

n = 1
cn ( ω) eλn

s，

其中 cn ( ω) =［anXn ( ω) ］μ［bnXn ( ω) ］ν，λn = ( γn +
ξn ) /2，μ和 ν是正实数，an，bn，γn与 ξn均如定义 4中
所述．

若令M( σ，F，ω) = sup
－∞ ＜ t ＜ +∞

| F( σ + it，ω) | 为
F( s，ω) 的最大模，类似定义 1 ～ 定义 3 有随机
Dirichlet 级数的 q-级 ρ( ω) ，下 q-级 χ( ω) ，q-型
T( ω) ，下 q-型 τ( ω) 与双下 q-型 τχ ( ω) ，这里就不一
一列举了．

定理 1 设 f1 ( s，ω) = ∑
∞

n = 1
anXn ( ω) eγn

s，f2 ( s，

ω) = ∑
∞

n = 1
bnXn ( ω) eξn

s，{ Xn ( ω) } 满足:α，β ＞ 0 ，

使得
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sup
n≥1
{ E | Xn ( ω) | α

} ＜ ∞， ( 5)

sup
n≥1
{ E | Xn ( ω) | －β

} ＜ ∞， ( 6)

若 f1 ( s，ω) ，f2 ( s，ω) 的 辅 助 级 数 f1 ( s) =

∑
∞

n = 1
aneγn

s∈D，f2 ( s) =∑
∞

n = 1
bneξn

s∈D，具有 q-级以及

下 q-级分别为 ρ1，ρ2，χ1，χ2，q-型分别为 T1，T2，且

满足( 4) 式以及 ψ1 ( n) =
log | an | － log | an+1 |

γn+1 － γn
和

ψ2 ( n) =
log | bn | － log | bn+1 |

ξn+1 － ξn
为 2 个关于 n 的非

减函数，则

( i) Dirichlet-Hadammard乘积 F( s，ω) 的 q-级
ρ( ω) 与下 q-级 χ( ω) a． s．满足

χ1χ2 ( 2 + η －1 + η)
2( νχ1 ( 1 + η －1 ) + μχ2 ( 1 + η) )

≤ χ( ω) ≤

ρ( ω) ≤
ρ1ρ2 ( 2 + η －1 + η)

2( νρ1 ( 1 + η －1 ) + μρ2 ( 1 + η) )
;

( ii) 若 ρ1 = χ1和 ρ2 = χ2，则Dirichlet-Hadamard
乘积F( s，ω) a． s．是 ρ［q］正规增长的，并且它的 q-级
ρ( ω) a． s．满足

ρ( ω) =
ρ1ρ2 ( 2 + η －1 + η)

2νρ1 ( 1 + η －1 ) + 2μρ2 ( 1 + η)
，

ρ1，ρ2 ∈ ( 0，∞ ) ;
( iii) 若 ρ1，ρ2 ∈ ( 0，∞ ) ，则 F( s，ω) 的 q-型

T( ω) a． s．满足

T( ω) ≤

T 2μρ( ω) / ( ρ1( 1+η－1) )
1 T 2νρ( ω) / ( ρ2( 1+η) )

2 ，q = 2，3，…，

1
ρ( ω)

ρ1T2( 1 + η－1)( )2

2μρ( ω) / ( ρ1( 1+η－1) )

·

ρ2T1( 1 + η)( )2

2νρ( ω) / ( ρ2( 1+η) )

，q = 1











 ;

( iv) 若 f1 ( s) ，f2 ( s) 具有双下 q-型分别为 τχ1，
τχ2 且
log［q－1］γn－1 ～ log［q－1］γn，log

［q－1］ξn－1 ～ log［q－1］ξn， ( 7)
若 F( s) 的下 q-级 χ满足

χ =
χ1χ2 ( 2 + η －1 + η)

2( νχ1 ( 1 + η －1 ) + μχ2 ( 1 + η) )
， ( 8)

则 F( s，ω) 的双下 q-型 τχ ( ω) a． s．满足

τχ ( ω) ≥

τ2μχ / ( χ1( 1+η －1) )
χ1 τ2νχ / ( χ2( ω) ( 1+η) )χ2 ，q = 2，3，…，

1
χ

χ1τχ1 ( 1 + η －1 )( )2

2μχ / ( χ1( 1+η －1) )

·

χ2τχ2 ( 1 + η)( )2

2νχ / ( χ2( 1+η) )

，q = 1











 ．

2 一些引理
引理 1［1］ ( i) 若{ Xn( ω) } 满足( 5) 式，则ω∈

Ω a． s． N1( ω) ，使得当 n ＞ N1( ω) 时，| Xn( ω) |≤
n2 /α ;

( ii) 若{ Xn ( ω) } 满足( 6) 式，则ω∈ Ω a． s．

N2 ( ω) ，使得当 n ＞ N2 ( ω) 时，| Xn ( ω) |≥ n2 /β ;

( iii) 若{ Xn ( ω) } 满足( 5) ～ ( 6) 式，则ω∈
Ω a． s．N( ω) ，使得当 n ＞ N( ω) 时，n－k0 ≤

| Xn( ω) |≤nk0，其中 k0 ≥ max{ 2α－1，2β－1} ，k0 ∈ N+ ．

引理2 若 f1( s，ω) ，f2( s，ω) 的辅助级数 f1( s) ∈
D，f2 ( s) ∈ D，且满足( 4) 式，{ Xn ( ω) } 满足( 5) 式，
则 F( s，ω) 的收敛横坐标 σc ( ω) 满足

σc ( ω) = σc = － ∞，a． s．，
其中 σc 为 F( s) 的收敛横坐标．
证 由假设与引理 1 知
log | cn ( ω) | = μ( log | an | + log | Xn ( ω) | ) +

ν( log | bn | + log | Xn ( ω) | ) ≤ μ( log | an | +
( 2log n) /α) +ν( log | bn | + ( 2log n) /α) ，a． s．，

根据 Knopp-Valiron公式，由( 4) 式可得

σc ( ω) = lim sup
n→∞

log | cn ( ω) |
λn

≤

2 lim sup
n→∞

μlog | an | + νlog | bn |
γn + ξn

+ 4( μ + ν) 1
α
·

lim sup
n→∞

log n
γn + ξn

≤ 2 lim sup
n→∞

μlog | an |
( 1 + η －1 ) γn

+

2 lim sup
n→∞

νlog | bn |
( 1 + η) ξn

+ 4 μ + ν
α( 1 + η)

lim sup
n→∞

log n
ξn
≤

－ ∞，a． s． ．
故 σc ( ω) = － ∞，a． s． ．

引理 3［6］ 设 ψ1 ( n) =
log | an | － log | an+1 |

γn+1 － γn

和 ψ2 ( n) =
log | bn | － log | bn+1 |

ξn+1 － ξn
为 2个关于 n的

非减函数且满足( 4) 式，则 ψ( n) 也是关于 n的非减
函数，其中 cn 与 λn 如定义 4 所述．

3 定理 1 的证明

由题设与文献［20］的证明知，f1 ( s，ω) ，f2 ( s，

ω) 的 q-级分别为 ρ1 ( ω) ，ρ2 ( ω) ，下 q-级分别为
χ1 ( ω) ，χ2 ( ω) 与其辅助级数 f1 ( s) ，f2 ( s) 的 q-级 ρ1，
ρ2，下 q-级 χ1，χ2 满足
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ρ j ( ω) = ρ j，a． s．，χ j ( ω) = χ j，a． s．，j = 1，2．
( i) 由定理 A知，ε ＞ 0，存在 2个正整数 N1，

N2，当 n ＞ N3 = max{ N1，N2 } 时，有

γn log
［q］γn

log | anXn ( ω) | －1 ＜ ρ1 + ε，

ξn log
［q］ξn

log | bnXn ( ω) | －1 ＜ ρ2 + ε． ( 9)

又由 cn ( ω) 的定义，并结合( 9) 式可知

log | cn ( ω) | －1
= μ( log | anXn ( ω) | －1

) +

ν( log | bnXn ( ω) | －1
) ＞ γn log

［q］γn
μ

ρ1 + ε
+

ξn log
［q］ξn

ν
ρ2 + ε

． ( 10)

由( 10) 式，有
λn log
［q］λn

log | cn ( ω) | －1 ＜

λn log
［q］λn

γn log
［q］γnμ / ( ρ1 + ε) + ξn log

［q］ξnν / ( ρ2 + ε)
，a． s． ．

由上式再结合( 4) 式，根据 ε的任意性，有

ρ( ω) = lim sup
n→∞

λn log
［q］λn

log | cn ( ω) | －1 ≤

1
2μ / ( ρ1 ( 1 + η －1 ) ) + 2ν / ( ρ2 ( 1 + η) )

，a． s．，

即

ρ( ω) ≤
ρ1ρ2( 2 + η－1 + η)

2( νρ1( 1 + η－1) + μρ2( 1 + η) )
，a． s． ． ( 11)

另一方面，ε ＞ 0，存在正整数 N4，当 n ＞ N4

时，有

γn log
［q］γn

log | anXn ( ω) | －1 ＞ χ1 － ε，

ξn log
［q］ξn

log | bnXn ( ω) | －1 ＞ χ2 － ε．

由( 4) 式类似于( 10) 式，有

log | cn ( ω) | －1
＜ λn log

［q］λn ( 1 + o( 1) ) ·

( 2μ / ( ( 1 + η －1 ) ( χ1 － ε) ) + 2ν / ( ( 1 + η) ( χ2 －
ε) ) ) ，n→ ∞ ．
根据定理 B与引理 3，F( s，ω) 的 q-级 χ( ω) a．

s．满足

χ( ω) = lim inf
n→∞

λn log
［q］λn

log | cn ( ω) | －1 ≥

1
( 2μ / ( χ1 ( 1 + η －1 ) ) + 2ν / ( χ2 ( 1 + η) ) )

，a． s．

即

χ( ω) ≤
χ1χ2( 2 + η－1 + η)

2( νχ1( 1 + η－1) + μχ2( 1 + η) )
，a． s． ． ( 12)

这样，由( 11) ～ ( 12) 式，定理 1( i) 得证．
( ii) 若 ρ1 = χ1 和 ρ2 = χ2，由( 11) ～ ( 12) 式，有

χ1χ2 ( 2 + η －1 + η)
2( νχ1 ( 1 + η －1 ) + μχ2 ( 1 + η) )

=

ρ1ρ2 ( 2 + η －1 + η)
2( νρ1 ( 1 + η －1 ) + μρ2 ( 1 + η) )

，

由定理 1( i) ，易证定理 1( ii) ．
( iii) 设 f1 ( s，ω) ，f2 ( s，ω) 的 q- 型 分 别 为

T1 ( ω) ，T2 ( ω) ．由引理 1 与定理 A，可得

T1 ( ω) = lim sup
n→∞

| anXn ( ω) | ρ1 /γn log［q－1］
γn

eρ1
≤

lim sup
n→∞

nρ1k0 /γn | an | ρ1 /γnlog［q－1］ γn

eρ1
≤ lim sup

n→∞
eρ1k0log n/γn·

| an | ρ1 /γn log［q－1］
γn

eρ1
= T1，a． s．， ( 13)

T1 ( ω) = lim sup
n→∞

| anXn ( ω) | ρ1 /γn log［q－1］
γn

eρ1
≥

lim sup
n→∞

n－ρ1k0 /γn | an | ρ1 /γn log［q－1］
γn

eρ1
≥

lim sup
n→∞

e－ρ1k0log n/γn | an | ρ1 /γnlog［q－1］ γn

eρ1
= T1，a． s．， ( 14)

上述 2 式最后的等式是因为lim sup
n→∞

ρ1k0 log n
γn

= 0．

由( 13) ～ ( 14) 式可得 T1 ( ω) = T1，a． s．，类似地有
T2 ( ω) = T2，a． s． ．
因为 cn ( ω) = ( anXn ( ω) ) μ ( bnXn ( ω) ) ν，则

F( s，ω) 的 q-型 T( ω) a． s．满足

T( ω) = lim sup
n→∞

| cn | ρ /λn log［q－1］
λn

eρ ≤

lim sup
n→∞

nρk0( μ+ν) /λn | cn | ρ /λn log［q－1］
λn

eρ ≤

lim sup
n→∞

eρk0( μ+ν) log n /λn | cn | ρ /λn log［q－1］
λn

eρ
= T，a． s．，

T( ω) = lim sup
n→∞

| cn | ρ /λn log［q－1］
λn

eρ ≥

lim sup
n→∞

n－ρk0( μ+ν) /λn | cn | ρ /λn log［q－1］
λn

eρ ≥

lim sup
n→∞

e －ρk0( μ+ν) log n /λn | cn | ρ /λn log［q－1］
λn

eρ
= T，a． s．

由上述 2 式易得 T( ω) = T，a． s． ．
于是，结合定理 D( iii) 可证得定理 1( iii) ．
( iv) 设 f1 ( s，ω) ，f2 ( s，ω) 的双下 q-型分别为

τχ1 ( ω) ，τχ2 ( ω) ．由假设，类似于( iii) 中的讨论可得
χ( ω) = χ，a． s．，τχ1 ( ω) = τχ1，a． s．，τχ2 ( ω) =

τχ2，a． s． ．
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因此，ε ＞ 0，存在正整数 N5，N6，当 n ＞ N7 =
max{ N5，N6 } 时，有

| anXn ( ω) | χ1 /γn ≥
τχ1 － ε

log［q－1］γn / ( eχ1 )
，

| bnXn ( ω) | χ2 /ξn ≥
τχ2 － ε

log［q－1］ξn / ( eχ2 )
． ( 15)

当 q = 1时，由( 4) 与( 7) 式，结合定理 C，再根
据 ε的任意性可得

τχ ( ω) = lim inf
n→∞

| cn ( ω) | χ /λn λn

eχ ≥

lim inf
n→∞

λn

eχ
( ( eχ1 ( τχ1 － ε) /γn )

μγn /χ1 ( eχ2 ( τχ2 －

ε) /ξn ) νξn
/χ2 ) χ /λn ≥

( 7) 1
χ χ1τχ1

1 + η －1( )2
2μχ / ( χ1( 1+η －1) )

·

χ2τχ2
1 + η( )2

2νχ / ( χ2( 1+η) )
，a． s． ． ( 16)

当 q = 2，3，…时，由( 4) ，( 7) ，( 15) 式，类似上
式可得

τχ ( ω) = lim inf
n→∞

| cn ( ω) | χ /λn log［q－1］λn / ( eχ) ≥

lim inf
n→∞

log［q－1］
λn

eχ ( (
τχ1 － ε
log［q－1］γn
)
μγn/χ1(

τχ2 － ε
log［q－1］ξn
)
νξn/χ2)

χ/λn ≥
( 8)

τ2μχ / ( χ1( 1+η
－1) )

χ1
τ2νχ / ( χ2( 1+η) )χ2

， a． s． ． ( 17)
结合( 16) ～ ( 17) 式，证得定理 1( iv) ．
故定理 1 证毕．
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The Growth of Hadamard Product of Random Dirichlet Series

YING Rui1，XU Hongyan2*
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2． School of Mathematics and Computer Science，Shangrao Normal University，Shangrao Jiangxi 334001，China)

Abstract: By using the theory of random Dirichlet series，and combining the properties of Hadamard product，the
growth of the Hadamard product of random Dirichlet series is studied． Some results about q-order，lower q-order，q-
type，lower q-type and double lower q-type between random Dirichlet series and random Dirichlet-Hadamard product
series are obtained．
Key words: random Dirichlet series; entire function; double lower q-type
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