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2 阶 Camassa-Holm方程行波解附近的解的衰减性
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摘要:该文研究 2 阶 Camassa-Holm( CH) 方程 Cauchy问题在行波附近的解的衰减性．采用 Y． Martel等在
研究临界广义 Korteweg-de Vries( KdV) 方程的孤立子的稳定性时所用的伪共形变换方法，研究了具有指
数衰减初值的解，得到解可被衰减的指数函数控制．
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0 引言

2003 年，A． Constantin等［1］得到测地线方程
ut = Bk ( u，u) ，k∈ N， ( 1)

其中 Bk ( u，u) = A－1
k Ck ( u) － uxu，Ck ( u) = － u·

Ak( xu) + Ak( uxu) － 2xuAk( u) ，Ak( u) =∑
k

j =0
( － 1) j2jx u，

( t，x) ∈ Ｒ + × Ｒ．
算子 A－1

k 可由等效的卷积形式

A－1
k ( f) ( x) = Pk* f = ∫ＲPk ( x － y) f( y) dy，x∈ Ｒ

给出，其中 * 为卷积符号，Pk的傅里叶变换P
∧
( ξ) =

( 1 + ξ2 + … + ξ2k ) －1，ξ∈ Ｒ．算子 Ck ( u) 是一个全
导数，即存在关于 u的微分多项式 Γk，使得 Ck ( u) =
－ xΓk ( u) ，因此

－ Γk ( u) =
1
2∑

k

j = 0
( － 1) j2jx u

2 －∑
k

i = 0
( － 1) j·

∫
x

－∞
( u2jξ uξu + 2ξu

2j
ξ u) dξ．

当 k = 0 时，方程( 1) 变为 Burgers 方程 ut +
3uux = 0; 当 k = 1 时，方程( 1) 变为文献［2］中的
CH方程 ut － utxx + 3uux － 2uxuxx － uuxxx = 0，因为
P1 ( x) = e x /2，Γ1 ( u) = u2 + u2

x /2，所以，CH方程
可写为 ut + uux + P1* ( u

2 + u2
x /2) x = 0．

关于 CH 方程的研究成果已有很多，在此不再
赘述，具体可参见文献［3-16］．
当 k = 2 时，方程( 1) 变为 2 阶 CH方程

ut － utxx + utxxxx + 3uux － 2uxuxx － uuxxx + 2uxuxxx +
uuxxxx = 0， ( 2)

直接计算知 P2 ( x) = 槡3 e
－槡3 x 2sin( | x | 2 +

π /6) /3，易知，P2 是 u － uxx + uxxx = δ( δ为 Dirac函
数) 的解且3xP2在 x = 0处间断．Γ2( u) = u2 + u2x /2 －
u2
xx /2 － 3( uxuxx ) x，方程( 2) 可写为

ut + uux + P2* ( u
2 + u2x /2 － u2xx /2 － 3( uxuxx) x) x = 0，( 3)

称当 k≥ 2 时的方程( 1) 为高阶 CH方程．
2009年，G． M． Coclite等［17］首次将方程( 1) 作
为独立方程研究其初值问题并获得如下重要结果:

设 u0 ∈ Hk，p = { f ∈ Hk ( Ｒ) | kx f ∈ Lp ( Ｒ) } ，

2 ＜ p ＜ ∞，
则方程( 1) 对应的初值问题存在整体弱解

u∈ C( ［0，∞ ) ; Ck－1 ( Ｒ) ) ∩ L∞( ［0，∞ ) ; Hk ( Ｒ) ) ;

设 u0 ∈ Hk+1 ( Ｒ) ，则
u∈ L∞( ［0，T］; Hk+1 ( Ｒ) ) ，T ＞ 0;

若 u0 ∈ Hk，r，则 u∈ L∞( ［0，T］; Hk，r ) ，其中 T ＞ 0，
2 ≤r ＜ ∞ ．

2010 年，丁丹平等［18］ 研究了在方程( 1) 的
Cauchy问题下守恒解的存在性问题:
设 u0∈Hk ( Ｒ) 且M ＞ 0，使得 P ＞Mu0 = 0，则

方程( 1) 对应的 Cauchy 问题存在唯一全局守恒解

u∈C( ［0，∞ ) ; Hk－1 ( Ｒ) ) ∩ L∞( ［0，∞ ) ; Hk ( Ｒ) ) ．

2017年，G． M． Coclite等［19］研究了方程( 1) 的
Cauchy问题的解与标量守恒律熵解的收敛性．

2 阶 CH方程的行波解在方程相关问题研究中
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起着重要作用，文献［20］给出其形式

QA( x － ct) = 2Ae－槡3 x－ct 2sin( | x － ct | /2 +

π /6) ，( t，x) ∈ Ｒ + × Ｒ， ( 4)
其中 A ＞ 0为波幅，c ＞ 0为波速，且 A与 c有关，易知

P2 ( ξ) = 槡3QA ( ξ) /6A．
本文在( 4) 式中取 A = 1，记 Q( x － 1) = Q1( x －

t) ．方程( 1) 有守恒量

∫Ｒ∑
k

i = 0
( ixu)

2 ( t，x) dx = ∫Ｒ∑
k

i = 0
( ixu0 )

2 ( x) dx． ( 5)

本文考虑 2 阶 CH方程的 Cauchy问题
ut － utxx + utxxxx + 3uux － 2uxuxx － uuxxx +
2uxuxxx + uuxxxx = 0，
u( 0，x) = u0 ( x

{
) ，

( 6)

其中 u0 ∈ H5 ( Ｒ) ，( t，x) ∈ Ｒ + × Ｒ．
本文的主要目的是研究 2阶 CH方程的 Cauchy

问题在行波附近的解随时间 t( ＞ 0) 和空间 x( ≥0)
变化的衰减规律，并给出具体的衰减估计．关于这类
问题的研究，可回溯到有关 KdV 方程的研究工作，
Y． Martel等［21］ 给出临界广义 KdV方程 Cauchy 问
题的解的衰减形式，为表述的完整性简要回顾一下

他们工作的相关内容．
考虑临界广义 KdV方程的 Cauchy问题
ut + ( uxx + u5 ) x = 0，( t，x) ∈ Ｒ + × Ｒ，

u( 0，x) = u0 ( x) ，u0 ∈ H1 ( Ｒ) ，x∈ Ｒ{ ．
( 7)

文献［21］证明了临界广义 KdV 方程的孤立子
S( x) 的 H1 及 L2 轨道不稳定性．根据临界广义 KdV
方程解的不变性，令 ω( t，x) = λ1 /2

0 ( t) u( t，λ0 ( t) x +
x0 ( t) ) ，λ0 ( t) ＞ 0，x0 ( t) ∈Ｒ是 C1连续的，u是( 7)
式的解．作分解 ω( t，x) = κ( t，x) + S( x) ，κ是一小
量，S( x) = 31 /4 /ch1 /2 ( 2x) ．假设 S( x) 是H1稳定的，

通过 2 个方面推出矛盾( 见文献［21］第 5 部分引理
13 和步骤 3) ．所以，S( x) 是 H1 不稳定的，同理可得
L2 的不稳定性．更多细节参见文献［21］．
类似地，2 阶 CH方程的解也有伸缩不变性( 若

u( t，x) 是( 6) 式的解，则 λ1 /2
0 u( λ1 /2

0 t，x) 也是解) 和
平移不变性( 若 u( t，x) 是( 6) 式的解，则 u( t，x +
x0 ) 也是解) ，因此，猜测用这种近似分解的方法研
究( 6) 式的解的衰减性是有价值的．令

λ1 /2( t) u( t，y + x( t) ) = ε( t，y) + Q( y) ，( t，y) ∈
Ｒ + × Ｒ， ( 8)

其中 u是( 6) 式的解，Q( x) = 2e －槡3 x 2sin( | x | /2 +

π /6) ，ε是一小量，且 λ( t) ＞ 0和 x( t) ∈ Ｒ是关于
解的不变性的几何参数，且是 C1 连续的( 后面将给

出证明) ．

作变换 s = ∫
t

0
λ －1 /2 ( t') dt'，或等价变换 ds /dt =

λ －1 /2 ( t) ; 设 β ＞ 0，定义行波 Q 附近半径为 β 的区
域: Uβ = { u∈ H2 ( Ｒ) ; inf

r
‖u(·) － Q(·+ r) ‖H2 ≤

β} ;‖·‖Hk 表示 Hk ( Ｒ) 的范数，定义 ‖f‖Hk =

∫Ｒ∑
k

j = 0
( jx f)

2d( )x 1 /2
，k∈ N; |·| 表示绝对值; (·，·)

表示 L2 ( Ｒ) 空间的内积，定义( f，g) = ∫Ｒ fgdx，f，g∈
L2 ( Ｒ) ．
下面给出本文的主要结果．
定理1 α* ＞ 0，a0 ＞ 0，使得若 u0∈Uα0，u0 =

Q + ε0，其中 ε0 ( x) ∈ H5 ( Ｒ) ，满足 | ε0 ( x) | +
| ε0xx ( x) |≤a0e

－槡3 x /2，其中 x ≥ 0，0 ＜ α0  α* ，

a0 ＞ 0，则θ ＞ 0，使得

| ε( t，x) | + | εxx ( t，x) |≤ θ( e －槡3 t /4 + 1) e －槡3 x /2，

t≥ 0，x≥ 0．
由伸缩变换可得A ＞ 0，c ＞ 0，在行波QA ( x －

ct) 附近( 6) 式的解的衰减形式．

1 线性化方程及算子 A2

令 v( t，y) = λ1 /2 ( t) u( t，y + x( t) ) ，其中 u 为
( 6) 式的解．由( 8) 式得

ε( t，y) = v( t，y) － Q( y) = λ1 /2 ( t) u( t，y +
x( t) ) － Q( y) ．
回顾方程( 3) ，有

ut + uux + ∫ＲP2z ( x － z) ( u2 + u2
z /2 － u2

zz /2) dz －

3
2 ∫ＲP2zzz ( x － z) u2

z dz = 0． ( 9)

引理 1( Q附近的线性化方程) 对所有的 s ≥
0，有

εs = λsQ/ ( 2λ) + xsQy + λsε / ( 2λ) + xsεy － QQy －
εεy － ( Qε) y － Ｒ1 ( ε) ， ( 10)
其中

Ｒ1 ( ε) = ∫ＲP2z ( y － z) ( Q2 + Q2
z /2 － Q2

zz /2) dz －

3
2 ∫ＲP2zzz ( y － z) Q2

z dz + ∫ＲP2z ( y － z) ( ε2 + ε2
z /2 －

ε2
zz /2) dz －

3
2 ∫ＲP2zzz ( y － z) ε2

z dz + ∫ＲP2z ( y － z) ( 2Qε +

Qzεz － Qzzεzz ) dz － 3∫ＲP2zzz ( y － z) Qzεzdz． ( 11)

证 由 v( t，y) = λ1 /2 ( t) u( t，y + x( t) ) 得
vt = λ －1 /2λ tu /2 + λ1 /2ut + λ1 /2xtuy，vy = λ1 /2uy，

995第 5 期 丁丹平，等: 2 阶 Camassa-Holm方程行波解附近的解的衰减性



vyy = λ1 /2uyy ．由 ds /dt = 1 /λ1 /2 ( t) 得，关于 v的方程

vs + vvy + ∫ＲP2z ( y － z) ( v2 + v2z /2 － v2zz /2) dz =

λs v / ( 2λ) + xsvy + 3
2 ∫ＲP2zzz ( y － z) v2z dz． ( 12)

又因为 v( s，y) = Q( y) + ε( s，y) ，代入( 12) 式即得
( 10) 及( 11) 式，引理 1 得证．

引理 2( A2 = ∑
2

j = 0
( － 1) j2jx 的结构) Qx 和 Qxx

是算子 A2 的 2 个线性无关的特征向量．
证 设 ω 是任一 C∞ 函数，则有( A2Qx，ω) =

0·Qx，同理( A2Qxx，ω) = 0·Qxx，所以 Qx 和 Qxx 是

算子 A2 的特征向量． 不妨设存在非零常数 μ，使得
Qx = μQxx，两边同乘 Qx 积分得

0 ≠ ∫ＲQ2
xdx = μ∫ＲQxxQxdx = 0，

矛盾，即 Qx 与 Qxx 线性无关，引理 2 得证．

2 平移参数 x( t)和扩张参数 λ( t)的
选择

本部分应用隐函数存在性理论选择 λ( s) ，x( s)
满足 ε( s) ⊥ Qx，ε( s) ⊥ Qxx，s ≥ 0( 内积意义
下) ． 讨论 λ( s) ，x( s) 及其导数的有界性． 设 u ∈
H2( Ｒ) ，λ1 ＞ 0及 x1 ∈ Ｒ，定义 ελ1，x1( x) = λ1 /2

1 u( x +
x1 ) － Q( x) ．
引理 3 α* ＞ 0，使得若 u∈ Uα* ，则存在唯

一的 C1映射( λ1，x1 ) : Uα* → ( 1 － λ
∧
，1 + λ

∧
) × Ｒ，其

中 λ
∧

＞ 0，并且 ελ1，x1 满足

ελ1，x1 ⊥ Qx 及 ελ1，x1 ⊥ Qxx ． ( 13)
进一步，若 u ∈ Uα，其中 0 ＜ α ＜ α* ，则存在常数
C1 ＞ 0 使得

‖ελ1，x1‖H2 ≤ C1α，| λ1 － 1 | +| x1 |≤ C1α． ( 14)

证 令 f 1
λ1，x1 ( u) = ∫Ｒελ1，x1Qxdx，f

2
λ1，x1 ( u) =

∫Ｒελ1，x1Qxxdx，因为 ελ1，x1 /λ1
λ1 =1，x1 =0

= u /2，ελ1，x1 /

x1 | λ1 = 1，x1 = 0
= ux，于是得 Jacobian行列式

( f 1
λ1，x1，f

2
λ1，x1 )

( λ1，x1 ) λ1 = 1，x1 = 0，u = Q

=

f 1
λ1，x1 /λ1 f 1

λ1，x1 /x1
f 2

λ1，x1 /λ1 f 2
λ1，x1 /x1 λ1 = 1，x1 = 0，u = Q

=

1
2 ( ∫ＲQ2

xdx)
2 ≠ 0，

所以，由隐函数存在性定理得，α ＞ 0，在Ｒ + × Ｒ中
以( 1，0) 为心的邻域 Ω1，0 以及唯一的 C1 映射

( λ1，x1 ) : { u∈ H5 ( Ｒ) ;‖u － Q‖H2 ＜ α} → Ω1，0，

使得∫Ｒελ1，x1Qxdx = ∫Ｒελ1，x1Qxxdx = 0，则( 13) 式成

立．若‖u － Q‖H2 ＜ α≤ α，则 Uα 可确定一个闭区

域，由连续映射的性质知，存在常数 C1 ＞ 0，使得

| λ1 － 1 | + | x1 |≤ C1α，又因为
ελ1，x1 ( x) = λ1 /2

1 u( x + x1 ) － Q( x) ，
所以‖ελ1，x1‖H2 ≤ C1α．将映射( λ1，x1 ) 延拓到 Uα

上，再用隐函数存在性定理知，α* ＜ α，使得存在
唯一的 C1 映射 r: Uα* →Ｒ，使得对所有的 u∈Uα* ，有

‖u(·) － Q(·－ r) ‖H2 = inf
r
‖u(·) －

Q(·－ r) ‖H2 ＜ α* ＜ α．
令 λ1 ( u) = λ1 ( u( ·+ r( u) ) ) ，x1 ( u) =

x1 ( u(·+ r( u) ) ) + r( u) 使得( 13) ～ ( 14) 式成立，
引理 3 得证．
引理 4 若α* ＞ 0，使得对所有的 t≥ 0，都

有 u( t) ∈ Uα* ，其中 u为( 6) 式的解，则α0 ＞ 0，
使得 u0 ∈ Uα0 ．
证 假设 α0 ＞ 0，都有 u0  Uα0 ． 因 u0 ∈

H5 ( Ｒ) ，由守恒量( 5) 式和分部积分得
‖u － Q(·+ r) ‖2

H2 = ‖u0 － Q(·+ r) ‖2
H2 +

槡4 3［u( 0，－ r) － u( t，－ r) ］，
两边取下确界得
( α* ) 2 ≥ inf

r
‖u － Q(·+ r) ‖2

H2 ＞ α2
0 －

槡4 3 inf
r
［‖u0‖H2 + ‖u‖H2］ = α2

0 － 槡8 3‖u0‖H2 ．

由 α0 ＞ 0 的任意性，不妨取 α2
0 = ( α* ) 2 +

槡8 3‖u0‖H2 + 1，所以( α
* ) 2 ＞ α2

0 － 槡8 3‖u0‖H2 ＞
( α* ) 2 + 1，矛盾，引理 4 得证．
注 1 引理4说明若 u0∈Uα0，0 ＜ α0 α* ，则

u( t) ∈ Uα* ，t≥ 0．
定义 1 设 λ( s) ，x( s) 满足:s≥ 0，有
( ε( s) ，Qx ) = ( ε( s) ，Qxx ) = 0．
引理 5( λs /λ和 xs 的方程) 若 u0 ∈ H3 ( Ｒ) ，

u( t) ∈ Uα1，其中 0 ＜ α1 ＜ α* ，且 u为( 6) 式的解，
则 λ( s) ，x( s) ∈ C1 ( Ｒ + ) ，满足

xs∫ＲQ2
ydy = ∫ＲQQ2

ydy － ∫ＲQQyyεdy －
1
2 ∫ＲQyy

2ε2dy +

∫ＲＲ1 ( ε) Qydy， ( 15)

λs

2λ∫ＲQ2
ydy + xs∫ＲQyyyεdy = 1

2 ∫ＲQyyyε
2dy +

∫ＲQQyyyεdy － ∫ＲＲ1 ( ε) Qyydy． ( 16)
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证 取 χ( x) ∈ C1 ( Ｒ \ { 0} ) 满足:C ＞ 0 使

得 | χ( x) | + | χ'( x) |≤ Ce － x 2，x ∈ Ｒ \ { 0} ． 设
u0 ∈H2( Ｒ) ，因 u( t) ∈ Uα1，由引理 3知 λ( t) ，x( t) ∈
C1 ( Ｒ + ) ．于是，有

d
ds∫Ｒχv( s) dy =

λs

2λ∫Ｒχvdy － xs∫Ｒχyvdy +

1
2 ∫Ｒv2χydy － ∫Ｒχ( P2* ( v

2 + v3y /2 － v2yy /2 －

3( vyvyy ) y ) y ) dy．
因 v( s，y) = Q( y) + ε( s，y) ，代入上式分部积分得

d
ds∫Ｒχε( s) dy =

λs

2λ∫Ｒχ( Q + ε) dy － xs∫Ｒχy ( Q +

ε) dy + 1
2 ∫Ｒ ( Q + ε) 2χydy － ∫ＲχＲ1 ( ε) dy． ( 17)

令 χ = Qy，因为( ε( s) ，Qy ) = ∫ＲQyεdy，且Q( x)

是偶的，代入( 17) 式进行分部积分得

0 = d
ds∫ＲQyεdy = xs∫ＲQ2

ydy － ∫ＲQQ2
ydy +

∫ＲQQyyεdy + 1
2 ∫ＲQyyε

2dy － ∫ＲＲ1 ( ε) Qydy．

同理，令 χ = Qyy，因为( ε( s) ，Qyy ) = ∫ＲQyyεdy = 0，

代入( 17) 式进行分部积分得

0 = d
ds∫ＲQyyεdy = －

λs

2λ∫ＲQ2
ydy － xs∫ＲQyyyεdy +

1
2 ∫ＲQyyyε

2dy + ∫ＲQQyyyεdx － ∫ＲＲ1 ( ε) Qyydy．

又( ∫ＲQ2
ydy)

2 ＞ 0，所以 λs /λ 和 xs 可由( 
i
yε)

j 与

( i0y Q)
j0 ( i，i0 = 0，1，2; j，j0 = 0，1，2) 的内积表示，

即 λ( s) ，x( s) 是 C1 ( Ｒ) 的，且当 u0 ∈ H3 ( Ｒ) 时，
( 15) ～ ( 16) 式成立，引理 5 得证．
引理 6( λs /λ和 xs 的有界性) 在引理 5 条件

下，则C2 ＞ 0，使得

| λs /λ | + | xs － 1 |≤ C2‖ε( s) ‖H2，s≥ 0．

证 因 u∈Uα1，其中0 ＜ α1 ＜ α* ，由引理5知

xs = h1 ( s) /∫ＲQ2
ydy，λs /λ = 2h2 ( s) /∫ＲQ2

ydy，

其中

h1 ( s) = ∫ＲQQ2
ydy － ∫ＲQQyyεdy － 1

2 ∫ＲQyyε
2dy +

∫ＲＲ1 ( ε) Qydy，

h2 ( s) = xs∫ＲQyyεydy + 1
2 ∫ＲQyyyε

2dy +

∫ＲQQyyyεdy － ∫ＲＲ1 ( ε) Qyydy．

令 Ｒ1 ( ε) = T1 + T2，其中

T1 ( y) = ∫ＲP2z ( y － z) ( Q2 + Q2
z /2 － Q2

zz /2) dz －

3
2 ∫ＲP2zzz ( y － z) Q2

z dz，

T2( s，y) = ∫ＲP2z ( y － z) ( 2Qε + Qzεz － Qzzεzz ) dz －

3∫ＲP2zzz ( y － z) Qzεzdz + ∫ＲP2z ( y － z) ( ε2 + ε2
z /2 －

ε2
zz /2) dz －

3
2 ∫ＲP2zzz ( y － z) ε2

z dz．

由P2( x) =槡3Q( x) /6，Q( x) = 2e－槡3 x 2sin( | x | 2 +

π /6) 直接计算知

T1 ( x) =

－ 2e －槡3 x /2 sin( x /2) + e －槡3 x (槡3 +

sin x －槡3 cos x) ，x≥ 0，

－ 2e槡3 x /2 sin( x /2) － e槡3 x (槡3 －

sin x －槡3 cos x) ，x ＜ 0










．

易验证，T1 ( y) 是奇的，直接计算知

∫ＲQ2
ydy = ∫ＲQQ2

ydy + ∫ＲT1 ( y) Qydy = 槡3 /3．

估计 h1( s) ，h2( s) ，它们满足 xs － 1 = 槡3 ( h1( s) －

∫ＲQQ2
ydy － ∫ＲT1 ( y) Qydy: = 槡3 h'1 ( s) ，

由 Hlder不等式得

| h'1 ( s) |≤ 3 －1 × 槡16 3‖ε‖H2 + ‖ε‖2
H2 +

| ∫ＲT2 ( y) Qydy |，

其中 | ∫ＲT2 ( y) Q2dy |≤ 3 －1 × 20‖ε‖2
H2 + 3 －1 ×

56‖Q‖H2‖ε‖H2，于是，

| h1 ( s) －槡3 /3 |≤ 3 －1 ( 槡16 3 +

56‖Q‖H2 ) ‖ε‖H2 + 3 －1 × 23‖ε‖2
H2，

同理得

| h2 ( s) |≤ ( 3 －1 × 槡8 3 | xs | + 3 －1 ( 槡8 3 +

56) ‖Q‖H2 ) ‖ε‖H2 + 3 －1 × 23‖ε‖2
H2 ．

综上，存在常数 C2 ＞ 0 使得

| λs /λ | + | xs － 1 |≤ C2‖ε( s) ‖H2 ．

引理 6 得证．

3 ε(s) 的一致有界性
引理 7( 能量关系) 若 u0 = Q + ε0，则

‖ε( s)‖2
H2 = λ( s)‖ε0‖

2
H2 + 槡2 3 ( λ( s) － 1) +

槡4 3 ( λ( s) ε0 ( 0) － ε( s，0) ) ，s≥ 0．

证 记 E( u) = ∫Ｒu2 + u2
x + u2

xxdx = E( u0 ) ．因

E( Q + ε( s) ) = E( v( s) ) = λ( s) E( u0 ) ，且由
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‖Q‖2
H2 = 槡2 3 得

E( Q + ε( s) ) = ‖ε( s)‖2
H2 + 槡2 3 + 槡4 3ε( s，0) ．

又 u0 = Q + ε0，因此

‖ε( s) ‖2
H2 = λ( s) ‖ε0‖

2
H2 + 槡2 3 ( λ( s) －

1) + 槡4 3 ( λ( s) ε0 ( 0) － ε( s，0) ) ．
引理 7 得证．
引理 8( ε的范数估计) 若 u( t) ∈ Uα2，其中

t≥0，0 ＜ α2 ≤ α ＜ α* ，且 u0 = Q + ε0，满足 ε0 ∈
H2 ( Ｒ) ，则存在常数 C3 ＞ 0，使得

‖ε( s) ‖H2 ≤ C3‖ε0‖
1 /2
H2 ，s≥ 0．

证 因为 u( t) ∈ Uα2，所以由引理 3 得

| λ( s) － 1 |≤ C1α2 ≤ C1α．

因此，由引理 7 得
‖ε( s)‖2

H2 ≤ a1‖ε0‖H2 + a2‖ε( s)‖H2，s≥ 0，( 18)
其中

a1 = ( ‖ε0‖H2 + 槡4 3 ) ( 1 + C1α) ，0 ＜ a2 ＜ + ∞ ．
反证: 假设s0 ＞ 0 使得 ‖ε( s0 ) ‖H2 ≠ 0，且

0 ＜ C0 ＜ + ∞ 有 ‖ε( s) ‖H2 ＞ C0‖ε0‖
1 /2
H2 ． 由

( 18) 式得

‖ε( s) ‖H2 ≤ ( a2 + a2 + 4a1‖ε0‖H槡 2 ) /2．
由 C0 的任意性，取

C0 = ‖ε0‖
－1 /2
H2 ( a2 + a2 + 4a1‖ε0‖H槡 2 ) /2 + 1 /2．

因此，( a3 + ‖ε0‖
1 /2
H2 ) /2 ＜ ‖ε( s0 ) ‖H2 ≤ a3 /2，

a3 = a2 + a2 + 4a1‖ε0‖H槡 2 ＞ 0 ，矛盾，引理8得证．

4 ε的衰减性
引理 9 若 ε0 ∈ H5 ( Ｒ) ，则 ε ∈ L∞( ［0，T］;

H5 ( Ｒ) ) ，T ＞ 0，其中 ε为( 10) 式的解．
证 由( 9) 式得

du /dt = － uux － ∫ＲP2z ( x － z) ( u2 + u2
z /2 －

u2
zz /2) dz +

3
2 ∫ＲP2zzz ( x － z) u2

z dz． ( 19)

等式两端同乘 10x u，分部积分得
d
dt∫Ｒu2

xxxxdx = － 11
2 ∫Ｒu2

xxxxuxdx + 55
2 ∫Ｒu2

xxxxuxxdx －

3
2 ∫Ｒ10x u( x) ∫ＲP2zzz ( x － z) u2zdzdx + ∫Ｒ10x u( x) ∫ＲP2z ( x －

z) ( u2 + u2
z /2 － u2

zz /2) dzdx．
因为 3xP2 在 x = 0处间断，由 Hlder不等式和

Minkowski不等式得
d
dt∫Ｒu2

xxxxdx≤ C( ‖u‖H2 + ‖u‖H4 ) ‖u‖2
H5 ．

先证 u∈ L∞( ［0，T］; H4 ( Ｒ) ) ． ( 19) 式两端分

别乘 2kx u( k = 1，2，3，4) ，分部积分，只给出 k = 4的
计算细节，其他情形类似．

d
dt∫Ｒu2

xxxxdx = － 9
2 ∫Ｒu2

xxxxuxdx + 5∫Ｒu3
xxxdx +

3
2 ∫Ｒ8xu( x) ∫ＲP2zzz ( x － z) u2

z dzdx － ∫Ｒ8xu( x) ∫ＲP2z ( x －

z) ( u2 + u2
z /2 － u2

zz /2) dzdx，
因此，

t∫Ｒu2
xxxxdx≤ C( ‖u‖H2 + ‖u‖H3 ) ‖u‖2

H4 ．

同理，存在常数 C ＞ 0，使得
d
dt‖u( t) ‖2

H4 = ∑
4

i = 0

d
dt∫Ｒ ( ixu) 2dx≤

C( ‖u( t) ‖H2 + ‖u( t) ‖2
H3 ) ‖u( t) ‖2

H4 ．
因 u0 ∈ H3 ( Ｒ) ，由文献［17］定理 2． 4知，u∈

L∞( ［0，T］; H3 ( Ｒ) ，即C' ＞ 0，使得
‖u( t) ‖H3 ≤ C'，t∈［0，T］ ．

由 Gronwall不等式得

‖u‖2
H4 ≤ eC∫

t

0
( ‖u‖H2+‖u‖2H3) dt‖u0‖

2
H4 ≤

eC( ‖u0‖H2+C') t‖u0‖
2
H4，

其中 t≥ 0，所以 u∈ L∞( ［0，T］; H4 ( Ｒ) ) ．
同理，u∈ L∞( ［0，T］; H5 ( Ｒ) ) ，T ＞ 0．
又因 ε( t，y) = λ1 /2 ( t) u( t，y + x( t) ) + Q( y) ，

所以 ε∈ L∞( ［0，T］; H5 ( Ｒ) ) ，T ＞ 0，引理 9 得证．
令 η( s，x) = λ －1 /2 ( s) ε( s，x) ，直接计算得

λ1 /2ηs － λ1 /2xsηx = f1 ( s，x) － f2 ( s，x) － f3 ( s，x) ，
其中

f1 ( s，x) = 2 －1λsλ
－1Q + xsQx － QQx，

f2 ( s，x) = εεx + ( Qε) x，f3 ( s，x) = Ｒ1 ( ε) ．
又 ds /dt = λ －1 /2 ( t) ，所以

ηt － xtηx = g1 ( t，x) － g2 ( t，x) － g3 ( t，x) ，( 20)
其中

g1 = 2 －1λ tλ
－3 /2Q + xtλ

－1 /2Qx － λ －1QQx，

g2 = ηηx + λ －1 /2 ( Qη) x，g3 = λ －1Ｒ1 ( ε) ．
因 λ( 0) = 1，( 20) 式的初值条件为

η( 0) = λ －1 /2 ( 0) ε0 ( x) = ε0 ( x) ．
下面先证明: 若a0 ＞ 0，使得

| ε0 ( x) | + | ε0xx ( x) |≤ a0e
－槡3 x /2，

则θ1 ＞ 0，使得

| η( t，x) | + | ηxx ( t，x) |≤ θ1 ( e
－槡3 t /4 + 1) e －槡3 x /2，

t≥ 0，x≥ 0． ( 21)
引理 10 若a0 ＞ 0，使得

| ε0 ( x) | + | ε0xx ( x) |≤ a0e
－槡3 x /2，

则θ2 ＞ 0，使得

| η( t，x) | + | ηxx ( t，x) |≤ θ2 ( a0 + α) e
－槡3 ( x+t) /2，
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t∈ ( 0，t0 ) ，x≥ 0，其中 t0 = t0 ( a0，α) ＞ 0．
由于篇幅有限，该引理的证明过程省略．
定义 t* = sup{ t ≥ 0，s ∈ ( 0，t) ，x ≥ 0，

| η | + | ηxx |≤ θ2 ( a0 + α + 1) ( e －槡3 t /4 + 1) e －槡3 x /2 } ，

当 a0 ＞ 0和 t0 ＞ 0足够小时，t* 的定义对 t* = t0成
立，因此，t* 的定义合理．
断定 t* = + ∞，考虑反证法，不妨设 t* ＜ + ∞ ．

下面在区间( 0，t* ) 上估计 η( t，x) 和 ηxx ( t，x) ．考虑
如下 Cauchy问题

ηt － xtηx = g1 ( t，x) － g2 ( t，x) －

g3 ( t，x) ，( t，x) ∈ Ｒ + × Ｒ，

η( 0，x) = ε0 ( x) ，x∈ Ｒ
{

，

( 22)

其中 ε0 ( x) ∈ H5 ( Ｒ) ． 由线性方程的叠加原理，
( 22) 式的解可分解为如下 2 个 Cauchy问题的解:

ηt － xtηx = 0，( t，x) ∈ Ｒ + × Ｒ，

η( 0，x) = ε0 ( x) ，x∈ Ｒ{ ，
( 23)

ηt － xtηx = g1 ( t，x) － g2 ( t，x) －

g3 ( t，x) ，( t，x) ∈ Ｒ + × Ｒ，

η( 0，x) = 0，x∈ Ｒ
{

，

( 24)

即若 ηI ( t，x) ，ηII ( t，x) 分别是( 23) 式和( 24) 式的
解，则 η( t，x) = ηI ( t，x) + ηII ( t，x) 是( 22) 式的解．
取 α ＜ α1 ＜ α* ，由引理 3 和引理 6 知，存在常

数 C4 ＞ 0，使得

| λs /λ | +| xs － 1 | +‖ε( s)‖H2 ≤ C4α，s≥ 0． ( 25)

由引理3知 | λ( s) － 1 |≤C1α，取α≤ ( 5C1 )
－1，

则 4 /5≤ λ( s) ≤6 /5，s≥0．又由( 25) 式，| xs － 1 |≤
C4α及 xs = λ1 /2xt得 | xs － 1 | = | λ1 /2xt － 1 |≤ C4α，

所以 xt ≥ ( 5 /6)
1 /2 ( 1 － C4α) ，取

α≤ ( 1 － ( 1 /2) ( 6 /5) 1 /2 ) C－1
4 ，

则( 5 /6) 1 /2 ( 1 － C4α) ≥12，所以 xt ( t) ≥1 /2．因此，
x( t) － x( t') ≥ ( t － t') /2，t，t' ≥ 0． ( 26)
引理 11( 线性估计) 设 ηI ∈ L∞( ［0，t* ］;

H5 ( Ｒ) ) 为( 23) 式的解，若

| ε0 ( x) | + | ε0xx ( x) |≤ a0e
－槡3 x /2，

则存在与 a0 无关的 θ0 ＞ 0，使得

| ηI ( t，x) | + | ( ηI ) xx ( t，x) |≤ θ0a0e
－槡3 ( 2x+t) /4，

x≥ 0，t∈［0，t*］．
证 对( 23) 式，ηI ( t，x) = ε0 ( x + x( t) ) ，( t，

x) ∈ Ｒ + × Ｒ．因 x( 0) = 0，由引理条件及( 26) 式得

| ηI ( t，x) | = | ε0 ( x + x( t) ) |≤ a0e
－槡3 ( 2x+t) /4，

x≥ 0，t≥ 0．
同理

| ηIxx ( t，x) | = | ε0xx ( x + x( t) ) |≤ a0e
－槡3 ( 2x+t) /4，

x≥ 0，t≥ 0．
引理 11 得证．
引理 12( 非线性估计) 设 ηII ∈ L∞( ［0，t* ］;

H5 ( Ｒ) ) 为( 24) 式的解，则存在与 θ2，a0，α 无关的
常数 C ＞ 0，使得

| ηII ( t，x) | + ( ηII ) xx ( t，x) |≤ Cθ22 ( a0 + α +

1) 2 ( e －槡3 t /4 + 1) e －槡3 x /2，x≥ 0，t∈［0，t*］．
由于篇幅有限，该引理的证明过程省略．
又因( 22) 式的解为
η( t，x) = ηI ( t，x) + ηII ( t，x) ，

结合引理 11 和引理 12 得

| η( t，x) | + | ηxx ( t，x) |≤ C'0θ
2
2 ( a0 + α +

1) 2 ( e －槡3 /4 + 1) e －槡3 x /2，x≥ 0，t∈［0，t*］． ( 27)

定理1的证明 设0 ＜ t'0 ＜ t* /2，定义η
～
( t，x) =

η( t + t* － t'0 /2，x) ，由( 27) 式知，

| η
～
( 0，x) | + | η

～

xx ( 0，x) |≤ Cθ2 ( a0 +

α) e －槡3 ( x+2 －1t'0) /2，x≥ 0，
然后，完全类似于引理 10 的论证，t'0 ＞ 0，使得

| η
～
( t，x) | + | η

～

xx ( t，x) |≤ Cθ2 ( a0 +

α) e －槡3 ( x+t) /2，x≥ 0，t ∈ ( 0，t'0 ) ( t'0 依赖于 a0，α) ．
因此，得

| η( t，x) | + | ηxx ( t，x) |≤ Cθ2 ( a0 +

α) e －槡3 ( x+2 －1t'0) /2，x≥ 0，t* ＜ t ＜ * + t'0 /2． ( 28)
在区间［0，t* + δ*］上估计 η( t，x) : 将区间

( t* ，t* + t'0 /2) 上的估计( 28) 式与( 0，t
* ) 上的估

计( 27) 式合并，于是0 ＜ δ* ＜ t'0 /2，t∈［0，t* +
δ* ］，x ＞ 0，有

| η( t，x) | + | ηxx ( t，x) |≤ C″θ22 ( a0 + α +

1) 2 ( e －槡3 t /4+1e －槡3 x /2 + Cθ2 ( a0 + α) e －槡3 ( x+t'0+δ* ) /2 ) ．
因此，取合适的 θ2 ＞ 0及充分小的 a0，α ＞ 0，对足够
小的 δ* ＞ 0，得到与 t* 的定义相矛盾的 η ( t，x) 的
估计．所以，

| η( t，x) | + | ηxx ( t，x) |≤ θ1 ( e
－槡3 t /4 + 1) e －槡3 x /2，

x≥ 0，t≥ 0，
其中 θ1 = θ2 ( a0 + α + 1) ．于是，( 21) 式得证．
因 4 /5 ≤ λ( s) ≤ 6 /5，ds /dt = λ －1 /2 ( t) ，得

槡2 5 s /5 ≤ t≤ 槡30 s /5，
又 ε( s，x) = λ1 /2η( s，x) ，调整常数 θ1，θ = θ1，使得

| ε( t，x) | + | εxx ( t，x) |≤ θ( e －槡3 t /4 + 1) e －槡3 x /2，
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x≥ 0，t≥ 0．
定理 1 得证．
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The Decay Property of Solutions Near the Traveling Waves for
the Second-Order Camassa-Holm Equation

DING Danping，WANG Kai
( Faculty of Science，Jiangsu University，Zhenjiang Jiangshu 212013，China)

Abstract: The decay properties of solutions around the traveling waves for Cauchy problem of the second-order Ca-
massa-Holm( CH) equation is studied． Applying the extended pseudo-conformal transformation methods that appear
the relevant works on the generalized Korteweg-de Vries equation( KdV) from Martel and Merle，the solution is con-
trolled by the decaying function with exponential speed，corresponding to the initial data and its second derivative
with exponential decay．
Key words: second-order Camassa-Holm equation; traveling wave; pseudo-conformal transformation; decay
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