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0 引言

本文使用大家熟悉的 Nevanlinna值分布理论的
标准符号［1-3］．用 Tf ( r) = T( r，f) 表示亚纯函数 f( z)
的特征函数，用Mf ( r) = M( r，f) 表示整函数 f( z) 在
圆周 z = r ＞ 0上的最大模，由于它是 r的单调递增
函数，故Mf ( r) 存在反函数M－1

f ( r) ( 0 ＜ r ＜ ∞ ) ．对
任意正整数 i，当 r 充分大时，规定 log1 r = log r，
logi +1 r = log( logi r) 和 exp1 r = er，expi +1 r =
exp( expi r) ，特别地，还有 exp0 r = log0 r = r，exp－1 r =
log1 r．本文中 p，q均为正整数且满足 1 ≤ q≤ p．

定义 1［4-6］ 若 f( z) 为整函数，则 f( z) 的［p，q］
级和［p，q］下级分别定义为

ρ［p，q］( f) = lim
r→∞

logp+1 M( r，f) / logq r，

u［p，q］( f) = lim
r→∞

logp+1 M( r，f) / logq r．

定义 2［7-8］ 若函数 f( z) 与 h( z) 为整函数，则
整函数 f( z) 相对于 h( z) 的增长级 ρh ( f) 和相对增
长下级 uh ( f) 分别定义为

ρh( f) = inf{ ρ ＞ 0:M( r，f) ＜ Mh( rρ) ，0 ＜ r0( ρ) ＜

r} = lim
r→∞

log M－1
h M( r，f) / log r;

uh( f) = sup{ u ＞ 0:M( r，f) ＞ Mh( r
u) ，0 ＜ r0( u) ＜

r} = lim
r→∞

log M－1
h M( r，f) / log r．

当 0 ＜ ρh ( f) ＜ ∞ 时，整函数 f( z) 相对于 h( z)
的相对增长型定义为

τh ( f) = inf{ τ ＞ 0: M( r，f) ＜ Mh ( τrρ
h( f) ) ，

0 ＜ r0 ( τ) ＜ r} = lim
r→∞

M－1
h M( r，f) / rρh( f) ，

其中 M－1
h ( r) 表示 M( r，h) 的反函数，M－1

h M( r，f) 表
示 M－1

h ( M( r，f) ) ，特别地，当 h( z) = ez时，定义2就
是整函数级与型的经典定义．

定义 3［9-10］ 若函数 f( z) 与 h( z) 为整函数，则
f( z) 相对于 h( z) 的［p，q］级和［p，q］下级分别定义
为

ρh［p，q］( f) = inf{ ρ ＞ 0: M( r，f) ＜
Mh ( expp－1 ( logq－1 r) ρ ) ，0 ＜ r0 ( ρ) ＜ r} ;

uh
［p，q］( f) = sup{ u ＞ 0: M( r，f) ＞

Mh ( expp－1 ( logq－1 r)
u ) ，0 ＜ r0 ( u) ＜ r} ．

当 0 ＜ ρh［p，q］( f) ＜ ∞ 时，f( z) 相对于 h( z) 的
［p，q］增长型定义为

τh
［p，q］( f) = inf{ τ ＞ 0: M( r，f) ＜

Mh ( expp－1 ( τ( logq－1 r) ρ
h
［p，q］( f) ) ) ，0 ＜ r0 ( τ) ＜ r} ．

上面 3 个定义用上下极限表示，则

ρh［p，q］( f) = lim
r→∞

logp M
－1
h M( r，f) / logq r，

τh［p，q］( f) = lim
r→∞

logp－1 M
－1
h M( r，f) / ( logq－1 r) ρ

h
［p，q］( f) ，

uh
［p，q］( f) = lim

r→∞

logp M
－1
h M( r，f) / logq r．

1 结果

近年来国内外的一些文献开始研究整函数以及
单位圆内解析函数四则运算后的级与型［11-15］，其中
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有以下 2 个结果．
定理 A［15］ 假设 f1 ( z) 和 f2 ( z) 是整函数且满

足 0 ＜ σ［p，q］( f1 ) = σ［p，q］( f2 ) = σ ＜ ∞ 和 τ1 =
τ［p，q］( f1 ) ＜ τ［p，q］( f2 ) = τ2≤∞ ，则以下结论成立:

( i) 当 1 ≤ q≤ p时，有
σ［p，q］( f1 + f2 ) = σ，τ［p，q］( f1 + f2 ) = τ2 ;
( ii) 当 p ＞ 1 时，有
σ［p，q］( f1·f2 ) = σ，τ［p，q］( f1·f2 ) = τ2 ;
( iii) 当 p = q = 1 时，有

τ2 － τ1 ≤ τ( f1·f2 ) ≤ τ1 + τ2 ．
定理 B［15］ 假设 f( z) 是整函数且满足 0 ＜

σ［p，q］( f) ＜ ∞，则
σ［p，q］( f) = σ［p，q］( f ') ，τ［p，q］( f) = τ［p，q］( f ') ．
在文献［16］中，笔者研究了 2 个迭代级整函数

复合以后的增长级，当 p = q = 1 时，得到以下 2 个
结果．

定理C［16］ 若 f( z) ，g( z) 为有限级超越整函数
且满足 0 ＜ u( f) ≤ ρ( f) ＜ + ∞，则

ρ2 ( f( g) ) = ρ( g) ．
定理D［16］ 若 f( z) ，g( z) 为有限级超越整函数

且满足 0 ＜ u( g) ≤ ρ( g) ＜ + ∞，则
u( g) ≤ ρ2 ( f( g) ) ≤ ρ( g) ．

本文利用相对［p，q］级的概念，在定理 A ～ 定
理 D的基础上，且当整函数 h( z) 满足性质( A) 的同
时，将定理 A ～ 定理 D的结果推广到整函数的相对
［p，q］级与相对［p，q］型的情形，得到以下定理 1 ～
定理 5．但这里必须在整函数 h( z) 满足一定的条件
下才得到，下面将给出整函数 h( z) 需要满足的充分
条件．

注 1 若ω ＞ 1，以及任意正整数 n≥ 2，当 r
充分大时，整函数 h( z) 的最大模满足不等式
［Mh ( r) ］

n ＜ Mh ( rω ) ，则称整函数 h( z) 具有性质
( A) ，显然这里 h( z) 为超越整函数．

定理 1 若 f1 ( z) ，f2 ( z) 为整函数，h( z) 为超越
整函数且满足注 1 中的性质( A) ，f1 ( z) ，f2 ( z) 相对
函数 h( z) 的［p，q］增长级分别为 ρh［p，q］( f1 ) = σ1，
ρh［p，q］( f2 ) = σ2，其中 σ1 ≠ σ2，则

( i) ρh［p，q］( f1 + f2 ) = max{ σ1，σ2 }，其中 σ1，σ2

有 1 个允许为无穷;
( ii) ρh［p，q］( f1·f2 ) = max{ σ1，σ2 } ．
定理 2 假设 f( z) 与 h( z) 为超越整函数，满足

0 ＜ ρh［p，q］( f) = σ3 ＜ + ∞ 且当 0 ＜ τh
［p，q］( f) ＜ + ∞

时，则
( i) ρh［p，q］( f) = ρh［p，q］( f ') ; ( ii) τ

h
［p，q］( f) = τh［p，q］( f ') ．

定理 3 假设超越整函数 f1 ( z) ，f2 ( z) ，h( z) 满

足0 ＜ ρh［p，q］( f1 ) = ρh［p，q］( f2 ) = σ4 ＜ ∞，并且有0 ＜
τ1 = τh

［p，q］( f1 ) ＜ τ2 = τh
［p，q］( f2 ) ≤∞，其中 h( z) 还

满足性质( A) ，则
( i) 当 1 ≤ q≤ p时，有
ρh［p，q］( f1 + f2 ) = σ4，τ

h
［p，q］( f1 + f2 ) = τ2 ;

( ii) 当 p ＞ 1 时，有
ρh［p，q］( f1·f2 ) = σ4，τ

h
［p，q］( f1·f2 ) = τ2 ．

定理 4 假设 f( z) ，g( z) ，h( z) 为超越整函数，
满足 0 ＜ uh ( f) ≤ ρh ( f) ＜ + ∞ 及 0 ＜ u［p，q］( g) ≤
ρ［p，q］( g) ＜ + ∞，则
ρh［p+1，q］( f( g) ) = ρ［p，q］( g) ，u

h
［p+1，q］( f( g) ) = u［p，q］( g) ．

定理5 假设 f( z) ，g( z) ，h( z) 是超越整函数且
满足 0 ＜ ρh ( f) ＜ ∞ 及0 ＜ u［p，q］( g) ≤ ρ［p，q］( g) ＜
∞，则 u［p，q］( g) ≤ ρh［p+1，q］( f( g) ) ≤ ρ［p，q］( g) ．

推论 1 若 f( z) ，g( z) ，h( z) 是整函数，满足
0 ＜ ρh ( f) ＜ ∞，u［p，q］( g) = ρ［p，q］( g) ，则

ρh［p+1，q］( f( g) ) = uh
［p+1，q］( f( g) ) ．

2 引理

引理 1［17］ ( i) 若 h( z) 为超越整函数，则λ ＞
1，有 lim

r→∞
M( λr，h) /M( r，h) = + ∞ ; ( ii) 若 α( r) ，

β( r) 均为 r的单调增函数且满足 lim
r→∞

α( r) /β( r) =

0，则lim
r→∞

Mh ( α( r) ) /Mh ( β( r) ) = 0．

引理 2［14］ 若 f( z) 在圆盘 z ≤ βr( β ＞ 1) 内
解析且满足 f( 0) = 1，则ε( 0 ＜ ε ＜ 2) ，当 z ≤
r时，除去一些以 f( z) 的零点为圆心、半径总和不超
过 2εeβr的例外圆，有

ln | f( z) | ＞ － k( β) ln M( β2 r，f) ，

其中 k( β) = 2 / ( β － 1) + ( ln 2 － ln ε) / ln β．
引理 3 假设 f( z) ，h( z) 为整函数，
( i) 若 ρh［p，q］( f) = ρ ＞ 0，则对任意给定的 0 ＜

ε ＜ ρ，存在一个对数测度为无穷的集合 E1，r ∈
E1，有

M( r，f) ＞ Mh ( expp－1 ( logq－1 r) ρ
－ε ) ;

( ii) 若 0 ＜ ρh［p，q］( f) = ρ ＜ ∞，τh
［p，q］( f) = τ ＞

0，则对任意给定的 0 ＜ ε ＜ τ，存在一个对数测度为
无穷的集合 E2，r∈ E2，有

M( r，f) ＞ Mh ( ( τ － ε) expp－1 ( logq－1 r) ρ ) ．
证 ( i) 根据相对［p，q］级的定义，存在一个趋

于无穷的序列{ rn} ∞n = 1，满足( 1 + 1 /n) rn ＜ rn+1，且有
lim
r→∞

logp M
－1
h M( rn，f) / logq rn = ρ，

对任意的给定的 ε( 0 ＜ ε ＜ ρ) ，存在正整数 n0，当
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n ＞ n0 时，有 logp M
－1
h M( rn，f) ＞ ( ρ － ε /2) logq rn，即

M( rn，f) ＞ Mh{ expp ( ( ρ － ε /2) logq rn ) } ．

不妨令集合 E1 = ∪
∞

n = n0

［rn，( 1 + 1 /n) rn］，当 r∈

［rn，( 1 + 1 /n) rn］时，有
M( r，f) ≥ M( rn，f) ＞ Mh{ expp ( ( ρ － ε /2) ·

( logq rn ) ) } ≥ Mh{ expp ( ( ρ － ε /2) logq ( nr / ( n +
1) ) ) } ≥ Mh{ expp ( ( ρ － ε) logq r) }，

其中 mlE1 = ∑
∞

n = n0
∫
( 1+1 /n) rn

rn
dr / r = ∑

∞

n = n0

log( 1 + 1 /n) =

∞，故结论( i) 得证．
结论( ii) 的证明和结论( i) 的证明类似，略．
引理 4［18］ 若 f( z) 与 g( z) 为整函数，满足

g( 0) = 0，令 ψ( λ) = ( 1 － λ) 2 / ( 4λ) ( 0 ＜ λ ＜ 1) ，
则当 r ＞ 0 时，有
M( M( r，g) ，f) ≥M( r，f( g) ) ≥M( ψ( λ) M( λr，g) ，f) ．

3 定理的证明

定理 1 的证明 ( i) 为方便起见，不妨设 σ1 ＜

σ2，由相对［p，q］增长级的定义知，ε ＞ 0，r0 ＞
0，当 r ＞ r0 且趋于无穷时，有

M( r，f1 + f2 ) ≤ M( r，f1 ) + M( r，f2 ) ≤
Mh( expp－1( logq－1 r) σ1

+ε) + Mh( expp－1( logq－1 r) σ2
+ε) ≤

2Mh( expp－1( logq－1 r) σ2
+ε) ≤Mh( expp－1( logq－1 r) σ2

+2ε) ．
从而有

logp M
－1
h M( r，f1 + f2 ) ≤ ( σ2 + 2ε) logq r，

由定义可得 ρh［p，q］( f1 + f2 ) ≤ σ2 ．
另一方面，ε ＞ 0，存在一趋于无穷的序列

{ rn}，有
M( rn，f1 + f2 ) ≥ M( rn，f2 ) － M( rn，f1 ) ≥

Mh( expp－1( logq－1 rn) σ2
－ε) － Mh( expp－1( logq－1 rn) σ1

+ε) ，
分别由引理 1 的性质 ( ii) 和性质 ( i) ，选取 ε 满足
0 ＜ 2ε ＜ σ2 － σ1，有

M( rn，f1 + f2 ) ≥Mh ( expp－1 ( logq－1 rn ) σ2
－ε ) /2≥

Mh ( expp－1 ( logq－1 rn ) σ2
－2ε ) ．

由定义得 ρh［p，q］( f1 + f2 ) ≥ σ2，因此 ρh［p，q］( f1 +
f2 ) = σ2，即结论( i) 得证;

( ii) 同样，不妨设 σ1 ＜ σ2，由相对［p，q］级的
定义可知，ε ＞ 0，当 r充分大时，有

M( r，f1·f2 ) ≤ M( r，f1 ) ·M( r，f2 ) ≤
Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ1

+ε )·Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ2
+ε ) ，

由 h( z) 满足性质( A) 可得
M( r，f1·f2 ) ≤［Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ2

+ε) ］2 ≤

Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ2
+2ε ) ，

从而有 logp M
－1
h M( r，f1·f2 ) ≤ ( σ2 + 2ε) logq r，根据

定义和 ε的任意性，有 ρh［p，q］( f1·f2 ) ≤ σ2 ．
另一方面，由引理 2可知，取 β = 2，对任意给定

的 ε( 0 ＜ ε ＜ 2) ，存在一个对数测度有限的集合
E0，当所有的 z = r E0 时，有

f1 ( z) ＞ 1 /［M( 4r，f1) ］
k( 2) ， ( 1)

其中 k( 2) = 2 + ( ln 2 － ln ε) / ln 2．由引理 3 结论
( i) 可知，存在一个无限对数测度的集合 E1，使得
r∈E1，有

M( r，f2 ) ≥ Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ2
－ε ) ． ( 2)

因为整函数 h( z) 满足性质 ( A) ，则 r ∈
E1 \E0，由( 1) ～ ( 2) 式，有

M( r，f1·f2 ) ≥| f1 ( z) |·M( r，f2 ) ≥

M( r，f2 )
［M( 4r，f1) ］

k( 2) ≥
Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ2

－ε )
［M( 4r，f1) ］

k( 2) ≥

［Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ2
－2ε) ］2

Mh［( expp－1 ( logq－1 4r) σ1
+ε ) 2］

≥

［Mh( expp－1( logq－1 r) σ2
－2ε) ］2

Mh( expp－1( logq－1 4r) σ1
+2ε)

≥Mh( expp－1( logq－1 r) σ2
－2ε) ，

其中上式 ε满足 0 ＜ 4ε ＜ σ2 － σ1，当 r→∞ 时，有
M( r，f1·f2 ) ≥ Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ2

－2ε ) ，
可得 ρh［p，q］( f1·f2 ) ≥σ2，因此有 ρh［p，q］( f1·f2 ) = σ2，
即结论( ii) 得证．

定理2的证明 ( i) 为方便起见，不妨记ρh［p，q］( f ') =
σ'3，因为

∫
z

0
f '( ζ) dζ = f( z) － f( 0) ，

其中积分路线是从 0 到 z 的直线段，因 f( z) 超越，
ε ＞ 0 及充分大的 r，有

M( r，f) ≤| f( 0) | + rM( r，f ') ≤

Mh ( expp－1 ( logq－1 r) σ
'3+ε ) ． ( 3)

另一方面，有

f '( z) = 1
2πi∫C

f( ξ)
( ξ － z) 2

dξ，

其中积分曲线 C为圆周 | ξ | = Ｒ ＞ | z | ＞ r有

M( r，f ') ≤ 1
2π

M( Ｒ，f)
( Ｒ － r) 2

·2πＲ．

不妨令 Ｒ = υr( υ ＞ 1) ，当 r ＞ υ / ( υ － 1) 2 时，有
M( r，f ') ≤ υM( υr，f) / ( ( υ － 1) 2r) ≤M( υr，f) ≤

Mh ( expp－1 ( logq－1 ( υr) ) σ3
+ε ) ， ( 4)

根据相对［p，q］级的定义和( 3) ～ ( 4) 式，可得
σ3 = σ'3，即结论( i) 成立．

( ii) 令 ρh［p，q］( f) = ρh［p，q］( f ') = ρ，τh
［p，q］( f) =
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τ，τh
［p，q］( f ') = τ'，根据( 3) ～ ( 4) 式，ε ＞ 0，当 r

充分大时，有

M( r，f) ≤ | f( 0) | + rM( r，f ') ≤Mh( expp－1( ( τ' +

2ε) ( logq－1 r) ρ ) ) ， ( 5)
另一方面，υ ＞ 1，当 r ＞ υ / ( υ － 1) 2 时，有

M( r，f ') ≤ M( υr，f) ≤ Mh ( expp－1 ( ( τ +
ε) ( logq－1 ( υr) ) ρ ) ) ． ( 6)

根据( 5) ～ ( 6) 式和相对［p，q］型的定义，可得
τh
［p，q］( f) = τh

［p，q］( f ') ，结论( ii) 得证．
定理 3 的证明 ( i) 由相对［p，q］型的定义，

ε ＞ 0，当 r充分大时，有
M( r，fi ) ≤ Mh ( expp－1 ( ( τi + ε) ( logq－1 r) σ4 ) ) ，

其中 i = 1，2．由最大模的性质，在圆周 | z | = r ＞ 0

上有 M( r，f1 + f2 ) ≤ M( r，f1 ) + M( r，f2 ) ，由于 τ1 ＜
τ2，故

M( r，f1 + f2 ) ≤ 2Mh ( expp－1 ( ( τ2 + ε) ·
( logq－1 r) σ4 ) ) ． ( 7)

另一方面，ε ＞ 0 存在一趋于无穷的点列
{ rn}，使得

M( rn，f2 ) ≥ Mh ( expp－1 ( ( τ2 － ε) ( logq－1 rn ) σ4 ) ) ，
从而有

M( rn，f1 + f2 ) ≥ M( rn，f2 ) － M( rn，f1 ) ≥
Mh( expp－1( ( τ2 － ε) ( logq－1 rn) σ4) － Mh( expp－1( ( τ1 +
ε) ( logq－1 rn) σ4) ) ．

根据引理 1 的性质( ii) 和性质( i) ，选取 ε 满足
( 0 ＜ 2ε ＜ τ2 － τ1) 以及充分大的 rn，有

M( rn，f1 + f2) ≥Mh( expp－1( ( τ2 － 2ε)·
( logq－1 rn) σ4) ) ． ( 8)

根据( 7) ～ ( 8) 式，当 1≤ q≤ p时，有
ρh［p，q］( f1 + f2) = σ4，τ

h
［p，q］( f1 + f2) = τ2，

即结论( i) 成立．
( ii) 由相对［p，q］型的定义，ε ＞ 0以及充分大

的 r，结合性质( A) 有
M( r，f1·f2) ≤M( r，f1)·M( r，f2) ≤Mh( expp－1( ( τ2 +

ε) ( logq－1 r) σ4) )·Mh( expp－1( ( τ1 + ε) ( logq－1 r) σ4) ) ≤
［Mh ( expp－1 ( ( τ2 + ε) ( logq－1 r) σ4) ) ］

2 ≤
Mh ( expp－1 ( ( τ2 + ε) ( logq－1 r) σ4

+ε ) ) ． ( 9)
另一方面，由引理2可知，当 β = 2时，对任意给

定的 0 ＜ ε ＜ 2，存在一个有限对数测度集合 E0，当

| z | = rE0时，有 | f1 ( z) | ＞ 1 /［M( 4r，f1) ］
k( 2) ，其

中 k( 2) = 2 + ( ln 2 － ln ε) / ln 2．
由引理3结论( ii) 知，对任意给定的0 ＜ ε ＜ τ2，

存在一个无限对数测度集合 E2，使得r∈ E2，有

M( r，f2 ) ≥Mh ( expp－1 ( ( τ2 － ε) ( logq－1 r) σ4 ) ) ，
则r∈ E2 \E0，有

M( r，f1·f2 ) ≥| f1 ( z) |·M( r，f2 ) ≥ M( r，f2 ) /

［M( 4r，f1) ］
k( 2) ，

由于 h( z) 满足性质( A) 和 p ＞ 1，则有

M( r，f1· f2) ≥
Mh( expp－1( ( τ2 － ε) ( logq－1 r) σ4) )

［M( 4r，f1) ］
k( 2) ≥

［Mh ( expp－1 ( ( τ2 － 2ε) ( logq－1 r) σ4) ) ］
2

Mh ( expp－1 ( ( τ1 + 2ε) ( logq－1 4r) σ4 ) )
，

选取 ε ＞ 0满足0 ＜ 4ε ＜ τ2 － τ1，当 r∈ E2 \E0 时，有
M( r，f1·f2) ≥Mh( expp－1( ( τ2 － 2ε) ( logq－1 r) σ4) ) ． ( 10)

根据( 9) ～ ( 10) 式，当 p ＞ 1 时，有 ρh［p，q］( f1·
f2 ) = σ4，τ

h
［p，q］( f1·f2 ) = τ2 ．即结论( ii) 成立，定理

3 得证．
定理 4 的证明 根据定义有

ρh ( f) = lim
r→∞

log M－1
h M( r，f) / log r，

uh ( f) = lim
r→∞

log M－1
h M( r，f) / log r．

ρ［p，q］( g) = lim
r→∞

logp+1 M( r，g) / logq r，

u［p，q］( g) = lim
r→∞

logp+1 M( r，g) / logq r．

ε ＞ 0 以及当 r充分大时，有
M( r，f) ≤Mh( rρ

h( f) +ε) ，M( r，f) ≥Mh( r
uh( f) －ε) ，( 11)

M( r，g) ≤ expp ( ( logq－1 r) ρ［p，q］( g) +ε ) ， ( 12)
M( r，g) ≥ expp ( ( logq－1 r)

u［p，q］( g) －ε ) ．
另外，由引理 4 并结合( 11) ～ ( 12) 式，有
M( r，f( g) ) ≤ M( M( r，g) ，f) ≤

Mh［( expp ( ( logq－1 r) ρ［p，q］( g) +ε ) ) ρh( f) +ε］ ( 13)
以及

M( r，f( g) ) ≥ M［ψ( λ) M( λr，g) ，f］≥
Mh［( ψ( λ) expp ( ( logq－1( λr) )

u［p，q］( g) －ε) ) uh( f) －ε］． ( 14)
由 ε的任意性，当λ→1－ 和( 13) ～ ( 14) 式时，有

ρh［p+1，q］( f( g) ) ≤ ρ［p，q］( g) ，u
h
［p+1，q］( f( g) ) ≥ u［p，q］( g) ． ( 15)

另一方面，ε( 0 ＜ ε ＜ uh ( f) ) ，存在 2个趋于
无穷的点列{ rn}、{ rm}，有

M( rn，f( g) ) ≥ M［( ψ( λ) M( λrn，g) ，f］≥
Mh［( ψ( λ) expp ( ( logq－1( λrn) ) ρ［p，q］

( g) －ε) ) uh( f) －ε］，( 16)
M( rm，f( g) ) ≤ M( M( rm，g) ，f) ≤

Mh［( expp ( ( logq－1 rm )
u［p，q］( g) +ε ) ) ρh( f) +ε］． ( 17)

根据定义，由( 16) ～ ( 17) 式，有
ρh［p+1，q］( f( g) ) ≥ ρ［p，q］( g) ，u

h
［p+1，q］( f( g) ) ≤ u［p，q］( g) ． ( 18)

结合( 15) 、( 18) 式有
ρh［p+1，q］( f( g) ) = ρ［p，q］( g) ，u

h
［p+1，q］( f( g) ) = u［p，q］( g) ，

定理 4 得证．
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定理 5 的证明 由( 15) 式可得
ρh［p+1，q］( f( g) ) ≤ ρ［p，q］( g) ，

接下来只需证 ρh［p+1，q］( f( g) ) ≥ u［p，q］( g) ．
由定义知ε( 0 ＜ ε ＜ min{ ρh( f) ，u［p，q］( g) } ) ，

存在趋于无穷的序列{ rn}，有
M( rn，f) ≥ Mh ( rρ

h( f) －ε
n ) ．

则根据定义和引理 4，有
M( rn，f( g) ) ≥ M［ψ( λ) M( λrn，g) ，f］≥

Mh［( ψ( λ) expp ( ( logq－1 ( λrn ) )
u［p，q］( g) －ε ) ) ρh( f) －ε］．

由上式可得 ρh［p+1，q］( f( g) ) ≥ u［p，q］( g) ．
综上所述，定理 5 得证．
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The Ｒelative［p，q］Order and Ｒelative［p，q］Type of
Entire Functions and Composite Entire Functions

TU Jin1，SUN Heqing1，LIU Jie2

( 1． College of Mathematics and Information Science，Jiangxi Normal University，Nanchang Jiangxi 330022，China;
2． School of Primary Education，Yuzhang Normal University，Nanchang Jiangxi 330103，China)

Abstract: In this paper，the relative［p，q］order and relative［p，q］type of entire functions of four arithmetic oper-
ations are investigated by the growth of entire function，at the same time the relative［p，q］order of the composite
entire function are also studied． The obtained results enrich and improve the previous results．
Key words: entire functions; relative［p，q］order; relative［p，q］ type; composite entire functions
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