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MLINEX损失函数下具有风险相依效应的信度模型
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摘要:该文既考虑了制定保费的公平性、合理性，又考虑了各风险组之间的相依效应，利用信度理论的方
法得到了 MLINEX 损失函数下 Bühlmann-Straub 模型的具有特殊相依效应的信度保费，进而推导出
MLINEX损失函数下 Bühlmann模型的具有此种相依效应的信度保费，也得到了结构参数的估计量，因
此，推广了经典信度理论．
关键词:MLINEX损失函数; 相依效应; 信度保费
中图分类号: O 212 文献标志码: A DOI: 10． 16357 / j． cnki． issn1000-5862． 2020． 01． 04

0 引言

信度理论是一种重要的制定保费方法． 该理论
基于投保人过去的赔付额来计算保单组合的未来保
费，得到的保费为样本均值和聚合保费的加权和．现
代信度理论开始于文献［1］，H． Bühlmann 等［1］给
出了任意分布下的信度保费．

经典信度理论假设在风险参数已知下，保单组
合的不同保单赔付额之间独立且同一张保单过去每
年赔付额之间也独立．但在实际情况下，保单赔付额
之间是风险相依的，如同一起交通事故可导致多次
赔付，地域相近的房屋具有共同的火灾风险等．郑丹
等［2］研究了基于平方损失函数的具有时间变化效
应的信度保费问题，给出了保费计算公式． K． L．
Yeo等［3］提出了风险间具有共同效应的概念，并且
假设赔付额服从正态分布，在此情况下得到了信度
模型保费． 温利民等［4］通过运用正交投影的方法，
给出了具有共同随机效应的信度模型保费，推广了
经典信度模型．李新鹏等［5-6］分别在平衡损失函数、
LINEX损失函数下对具有特殊风险相依效应的信
度模型问题进行了研究，也得到了相应的信度保费
公式．

经典信度理论运用平方损失函数研究信度模
型，但由于平方损失函数是一种对称损失函数，使得
收取过高或过低的保费具有同等的惩罚力度． 在实
际问题中，保费收取过低可能导致保险公司因偿付

能力不足而破产，因此，对于低保费应有更大的惩罚
力度，运用非对称损失函数制定的保费更公平、合
理． C． K． Podder 等［7］给出了修正的线性指数损失
函数，即 MLINEX损失函数:

L( θ，θ
∧
) = ω( ( θ

∧
/θ) c － cln( θ

∧
/θ) － 1) ，ω ＞ 0，

c≠ 0， ( 1)

其中 θ
∧
是参数 θ的估计，当 c ＜ 0时，( 1) 式刻画了正

偏差引起的损失高于负偏差引起的损失． 徐美萍
等［8］给出了 MLINEX 损失函数下一类分布族参数
的 Bayes估计．房婷婷等［9］ 研究了 MLINEX损失函
数下的信度模型，推出了信度保费公式．

本文基于风险之间的相依效应，保费制定的公
平性、合理性，运用 MLINEX损失函数，研究了保单
组合的不同保单赔付额之间具有特殊风险相依效应
的信度模型问题，得到了模型的信度保费．

1 模型的预备知识

假设由K张保单构成一个保单组合，第 i张保单
在过去 n年赔付额分别为 Xi1，Xi2，…，Xin，第 i 张保
单风险参数为 Θi，且不同风险参数之间具有特殊相
依效应．

假设 1 对第 i 张保单，给定参数 Θi，赔付额
Xi1，Xi2，…，Xin之间相互独立，( Xi，Θi ) 之间也独立，

E( 1 /Xc
ij | Θi ) = μ( Θi ) ，D( 1 /X

c
ij | Θi ) = u( Θi ) /aij，
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i = 1，2，…，K，j = 1，2，…，n + 1．
假设 2 第 i 张保单的参数 Θi 的分布函数为

π( θi ) ，且 E( μ( θi ) ) = μ，E( u( θi ) ) = ui，Cov( μ( Θi ) ，
μ( Θl ) ) = εiεl，i，l = 1，2，…，K［2］．

记 Xi = ( Xi1，Xi2，…，Xin ) '，X = ( X'1，X'2，…，
X'K ) '，Θ = ( Θ1，Θ2，…，ΘK ) '，M为保单组合的过去
赔付额的可测函数集，Hi

B ( X) 为第 i 张保单下一年
的 Bayes保费，则 Hi

B ( X) 为下述问题的最优解:
E( L( Xi，n+1，H

i
B ( X) ) ) = min

f( X) ∈M
E( L( Xi，n+1，f( X) ) ) ．

引理1 在MLINEX损失函数下，第 i张保单的
下一年 Bayes保费为

Hi
B ( X) = ( 1 /E( X－c

i，n+1 | X) ) 1 / c ．
证 令

φ = E{ ω［( f( X) /Xi，n+1)
c － cln( f( X) /Xi，n+1) －1］| X}，

φ /f = E( ( ( f( X) ) c－1 /Xc
i，n+1 － 1 / f( X) ) | X) = 0．

经过计算得 f( X) = ( 1 /E( X－c
i，n+1 | X) ) 1 / c，因

此，Hi
B ( X) = ( 1 /E( X－c

i，n+1 | X) ) 1 / c ．
引理1给出了在MLINEX损失函数下Hi

B ( X) 的
计算公式．

下面的引理给出了具有风险相依效应的信度模
型的重要性质，记 Yij = 1 /Xc

ij，i = 1，2，…，K，j = 1，
2，…，n + 1，Y i = ( Yi1，Yi2，…，Yin ) '，Y = ( Y'1，Y'2，…，
Y'K ) '．

引理 2［6］ 在假设 1 和假设 2 下，有
( i) Yij 的期望为 E( Yij ) = μ，i = 1，2，…，K，j =

1，2，…，n + 1;
( ii) Yi，n+1 与 Y 的协方差为 Cov( Yi，n+1，Y) =

εi ( ε1，ε2，…，εK ) 1'n，其中1n为每个元素均为1的
n × 1 向量，为矩阵的 Kronecker积;

( iii) Y的协方差矩阵为
Cov( Y，Y) = diag( uiMi，i = 1，2，…，K) + ［( ε1，

ε2，…，εK ) '  1'n］［( ε1，ε2，…，εK )  1n］，其中
M－1

i = diag( ai1，ai2，…，ain) ，ai = ( ai1，ai2，…，ain) ' =
M －1

i 1n，ai = 1'nai / n，i = 1，2，…，K，diag(·) 为对角
矩阵;

( iv) Y的协方差矩阵的逆矩阵为
Cov－1( Y，Y) = diag( M－1

i / ui i，i = 1，2，…，K) －

γ'γ/ ( 1 + n∑
K

j = 1
ajε

2
j / uj ) ，

其中 γ = ( ( ε1 /u1 ) a'1，( ε2 /u2 ) a'2，…，( εK /uK ) a'K ) ．
引理 3［4］ ( X'1×r，Y'1×s ) 为一随机向量，期望和

协方差矩阵分别为( μ'X，μ'Y ) ' 和
∑XX ∑XY

∑ YX ∑






YY

，则

当 A = μY － ∑ YX∑
－1

XX
μX，B = ∑ YX∑

－1

XX
时，

E( Y －A － BX) '( Y － A － BX) 达到最小．

2 具 有 特 殊 风 险 相 依 效 应 的
Bühlmann-Straub模型的信度保费
由引理 1 知，要计算 MLINEX 损失函数下模型

的信度保费，需先计算 E( X－c
i，n+1 | X) ，令 g( X) =

E( X－c
i，n+1 | X) ，根据经典信度理论中信度保费计算方

法，也将估计限定在 Yij ( i = 1，2，…，K，j = 1，2，…，
n) 的线性组合中，则 g( X) 为下述问题的最优解:

min
b0，bij∈Ｒ，i =1，2，…，K，j =1，2，…，n

E( g( X) － b0 －∑
K

i =1
∑

n

j =1
bij /X

c
ij)

2． ( 2)

定理 1 在假设 1和假设 2下，通过求解最优化
问题( 2) ，得到g( X) 的最优估计为g( X) = ( 1 － zi ) μ +

ziY
a
ε，则基于 MLINEX 损失函数的具有特殊风险相

依效应的保单 i的Bühlmann-Straub模型的信度保费为

Hi
C ( X) = ( 1 / ( ( 1 － zi ) μ + ziY

a
ε ) )

1 / c，

其中 zi = ( nεi∑
K

j = 1
ajε j / uj ) / ( 1 + n∑

K

j = 1
ajε

2
j / uj ) ，Y

a
i =

∑
n

j =1
( aij /X

c
ij) /∑

n

j =1
aij，Y

a
ε =∑

K

i =1
( aiεi / ui) Y

a
i /∑

K

i =1
( aiεi / ui) ．

证 最优化问题( 2) 等价于
min
A，B

E［g( X) － A － BY］'［g( X) － A － BY］，( 3)

其中 A = b0，bi = ( bi1，bi2，…，bin ) '，B = ( b'1，b'2，…，
b'K ) ，Y如前所述．根据引理 3 可得，最优化问题( 3)

的解为 g( X) = μYi，n+1 +∑ Yi，n+1Y
∑ －1

YY
( Y － μY) ．所以，

g( X) = μ + εi ( ε1，ε2，…，εK)  1'n( diag(M
－1
i / ui，

i = 1，2，…，K) － 1 / ( 1 + n∑
K

j = 1
ajε

2
j / uj ) γ'γ) ( Y11 － μ，

Y12 － μ，…，YKn － μ) ' = μ +
εi

1 + n∑
K

j =1
ajε

2
j / uj

( a11ε1 /u1，

…，a1nε1 /u1，…，aK1εK /uK，…，aKnεK /uK ) ( Y11 － μ，

…，YKn － μ) ' = μ + εi［na1ε1 ( Y
a
1 － μ) /u1 + … +

naKεK ( Y
a
K － μ) /uK］/ ( 1 + n∑

K

j =1
ajε

2
j / uj) = μ +

nεi∑
K

j =1
ajεj / uj (∑

K

j =1
( ( ajεj / uj ) Y

a
j ) /∑

K

j = 1
( ajε j / uj ) － μ) /

( 1 + n∑
K

j = 1
ajε

2
j / uj ) = ( 1 － zi ) μ + ziY

a
ε ．

根据引理 1 可知，保单 i的 Bühlmann-Straub 模
型的信度保费为
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Hi
C ( X) = ( 1 / ( ( 1 － zi ) μ + ziY

a
ε ) )

1 / c，

这里 zi，Y
a
ε 如定理 1 所述．

注 1 当 aij = 1 时，zi = n εi∑
K

j = 1
ε j / uj( 1 +

n∑
K

j =1
ε2j / uj ) ，Y

a
ε = ∑

K

i =1
∑

n

j =1
εi / ( uiX

c
ij )(∑

K

i =1
nεi / ui ) =

Yε，Y
a
i =∑

n

j =1
( 1 /Xc

ij ) /n，则 Hi
C( X) = ( 1 / ( ( 1 － zi ) μ +

ziY
a
ε ) )

1 / c 为在 MLINEX损失函数下具有特殊风险相
依效应的 Bühlmann模型的信度保费．

注 2 由于结构参数( εi，ui ) 较多，故假设 εi =
ε，ui = u，i = 1，2，…，K，则结构参数 μ 的无偏估计

量为 μ
∧

= 1
nK∑

K

i =1
∑

n

j =1
1 /Xc

ij，结构参数 u的无偏估计量为

u
∧

= 1
( n － 1) K∑

K

i = 1
∑

n

j = 1
( 1 /Xc

ij － Yi )
2，

其中 Yi = 1
n∑

n

j = 1
1 /Xc

ij ．结构参数 ε2 的无偏估计量为

ε
∧
2 = 1

K － 1∑
K

i = 1
( Yi － Y) 2 － u

∧
/n， 其 中 Y =

1
nK∑

K

i = 1
∑

n

j = 1
1 /Xc

ij ．

3 结论

本文采用 MLINEX 损失函数作为逼近准则，研
究了具有特殊风险相依效应的 Bühlmann-Straub 模
型，得到了模型的信度保费公式，并且依据所得结论
推出了在MLINEX损失函数下具有特殊风险相依效

应的 Bühlmann模型的信度保费公式，也给出了结构
参数 μ、u、ε2 的无偏估计量．
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The Credibility Models with Ｒisks Dependence Effects under
MLINEX Loss Function

LI Xinpeng1，WU Lijun2*

( 1． College of Mathematics and Physics，Xinjiang Agriculture University，Urumqi Xinjiang 830052，China;
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Abstract: Considering the premium's equity，various risk groups' dependent effects，using of the credibility theory
method，the Bühlmann-Straub model is considered with special risks dependence effects under MLINEX loss func-
tion and the credibility premium is obtained． Furthermore，the Bühlmann model's premium is derived with the risks
dependence effects under MLINEX loss function，and the estimators of structure parameters are obtained，therefore
generalizing the classical credibility theory．
Key words: MLINEX loss function; dependence effects; credibility premium
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