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一类求解非线性方程的 3 阶收敛迭代格式
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摘要:该文提出了求非线性方程根的 3 阶收敛的牛顿类迭代方法,并对收敛性进行了证明.该牛顿类迭代

方法有效地克服了传统的牛顿迭代方法在目标函数的 1 阶导数等于 0 或者接近于 0 时失效的缺点.通过

数值例子来验证该类迭代格式的有效性.
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0 引言

在许多科学与工程计算中,经常需要对非线性
方程 f(x) = 0 进行求解.但该类方程大多数不能用
解析方法求出方程的精确解,而只能采用数值方法
求出方程的近似解. Newton迭代方法是求解非线性
方程根的一种常用且重要的数值方法[1-2],该方法 2
阶收敛到方程的单根.

这里分析方程 f(x) = 0的单根情况(即 f(α) =
0,f ’(α) ≠0).方程 f(x) = 0的牛顿迭代格式为

xk+1 = xk - f(xk) / f ’(xk) . (1)
牛顿迭代方法(1) 在单根 α 的邻近处是平方收敛
的[1-4],并满足误差关系式
lim
k ∞
(xk+1 - α) / (xk - α) 2 = f "(α) / (2f ’(α)) .

但是当目标函数的 1 阶导数值趋于 0 时牛顿迭代方
法是失效的. 为了克服牛顿迭代法的缺点,吴新
元[4] 利用动力系统的李雅普诺夫方法构造了新的
“牛顿类” 方法.这些新的迭代方法保持了牛顿法的
收敛速率和计算效能,去除了 f ’(x) ≠ 0 的约束条
件要求,其牛顿迭代格式[4] 为

x*k+1 = xk - f(xk) / (λf(xk) + f ’(xk)) . (2)
为了提高收敛阶,国内外学者提出了 3 阶和 4

阶收敛的各种牛顿迭代算法[5-12] . 文献 [5] 运用
Newton-Leibniz公式和数值求积公式提出了算术平
均牛顿法.在文献[5] 中方程 f(x) = 0 可写成

f(x) = f(xk) + ∫x
xk
f ’( t)dt, (3)

其中的定积分用矩形公式∫x
xk
f ’( t)dt ≈ (x - xk)·

f ’(xk) 来代替,再令 f(x) = 0 可得到牛顿公式

xk+1 = xk - f(xk) / f ’(xk) .

将(3) 式中的定积分用梯形公式∫x
xk
f ’( t)dt≈

(x - xk)( f ’(xk) + f ’(x)) / 2来代替,再令 f(x) = 0
得到 3 阶收敛的算术平均牛顿法[5]:

xk+1 = xk - 2f(xk) / ( f ’(xk) + f ’(x*k+1)), (4)
其中 x*k+1 = xk - f(xk) / f ’(xk) .

文献[6-11]将(3)式中的定积分分别应用其他

常用的数值积分公式来代替和将(1) 式中的f ’(x)
利用函数的各种平均值来代替并提出了非线性方程

求根的 3 阶收敛的迭代方法. 文献[13] 利用 2 种 3
阶收敛迭代格式的加权组合提出了求解非线性方程

的 4 阶收敛的各种迭代格式. 虽然文献[5-12] 中的

各种迭代格式具有 3 阶和 4 阶收敛速率,但是所有

迭代公式是用牛顿格式来预测的,当牛顿格式中的

目标函数的 1 阶导数值趋于 0 时,迭代格式无法进

行计算. 为了克服该缺点,本文将以改进的“牛顿

类” 方法为预测、以算术平均牛顿方法为校正得到

一族 3 阶收敛的牛顿类迭代方法,并证明了其收敛

性,最后通过数值例子来验证本文迭代格式的有效性.

1 基本定义

定义 1[5,11,13]  迭代序列{xk} 收敛于方程的根
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α,若存在实数 p(≥1)和常数 C(≠0),且满足渐近
关系式lim

k ∞
(xk+1 - α) / (xk - α) p = C,则称迭代序列

{xk} 是 p阶收敛的,当 p = 1时被称为线性收敛,当
p > 1时被称为超线性收敛,当 p = 2时被称为平方
收敛,当p = 3 时被称为 3 阶收敛.

令第 k次迭代误差 ek = xk - α,称 ek+1 = Cepk +
O(ep+1k ) 为误差方程,p是收敛阶.

定义 2[5]  假设 α是方程 f(x) = 0的根,xk+1、
xk、xk-1 趋近于 α, 则计算收敛阶 (computational
order of convergence) 可用如下公式来逼近:

COC ≈ ln | (xn+1 - α) / (xn - α) | /ln | (xn -
α) / (xn-1 - α) | .

定义 3[3,11,13]  设迭代序列{xk} 的收敛阶为
p(≥ 1),每迭代一步计算函数值和导数值的工作量

为 μ,则称 E = p1 / μ 为迭代法的效能指数,效能指数

越大表明算法越好.

2 新的牛顿类迭代方法及收敛性

将以迭代格式(2) 为预测和以(4) 式为校正,
得到一类 3 阶收敛的迭代方法:

 
x*k+1 = xk - f(xk) / (λf(xk) + f ’(xk)),
xk+1 = xk - 2f(xk) / ( f ’(xk) + f ’(x*k+1

{ )),
(5)

其中 λ∈ R.当 λ = 0时迭代格式(5) 变成文献[5]
提出的算术平均牛顿方法. λ 取不同的值得到各种
不同的迭代格式,因此迭代格式(4) 可看成本文迭
代格式(5) 的特殊情形.

下面来证明迭代格式(5) 的收敛性.
定理 1 设函数 f:D(⊂R)  R在开区间 D内

有单根 α( f(α) = 0,f ’(α) ≠0),且 f(x) 在 D内存
在各阶导数,则由(5) 式定义的迭代格式具有 3 阶
收敛性,并满足误差方程

ek+1 = (λc2 + c22 + c3 / 2)e3k + O(e4k),
其中 ci = f ( i)(α) / ( i!f ’(α)) .

证  假设α是 f(x)的单根,即 f(α) = 0, f ’(α)≠
0.令 xk = α + ek,则 f(xk)和 f ’(xk)在 α处 Taylor展
开得

f(xk) = f(α + ek) = f(α) + f ’(α)ek +
1
2!f "(α)e

2
k +
1
3!f  (α)e

3
k + O(e4k) = f ’(α)(ek +

1
2!
f "(α)e2k
f ’(α) +

1
3!
f  (α)e3k
f ’(α) + O(e

4
k)) .

令 ci = f ( i)(α) / ( i!f ’(α)),则
f(xk) = f ’(α)(ek + c2e2k + c3e3k + O(e4k)),
f ’(xk) = f ’(α + ek) = f ’(α) + f "(α)ek +

1
2!f  (α)e

2
k + O(e3k) = f ’(α)(1 + f "(α)ek / f ’(α) +

f  (α)e2k / (2!f ’(α)) +O(e3k)) = f ’(α)(1 +2c2ek +3c3e2k +
O(e3k)),
所以

f(xk) / (λf(xk) + f ’(xk)) = ek - (c2 + λ)e2k +
(2c22 + 2c2λ + λ2 - 2c3)e3k + O(e4k),

x*k+1 = xk - f(xk) / (λf(xk) + f ’(xk)) = α +
(c2 +λ)e2k + (2c3 - 2c22 - 2c2λ - λ2)e3k + O(e4k) .
从而得到牛顿迭代格式的误差格式

x*k+1 - α = (c2 + λ)e2k + (2c3 - 2c22 - 2c2λ -
λ2)e3k + O(e4k), (6)

f ’(x*k+1) = f ’(α) + (x*k+1 - α)f "(α) + (x*k+1 -
α) 2 f  (α) / 2! + O(e3k) . (7)

将(6) 式代入(7) 式得
f ’(x*k+1) = f ’(α) + ((c2 + λ) 2e2k + (2c3 -

2c22 -2c2λ - λ2)e3k) f "(α) + O(e4k) = f ’(α)(1 +
2((c2 + λ)e2k + (2c3 - 2c22 - 2c2λ - λ2)e3k) ·
( f "(α) / (2f ’(α)))) + O(e4k) = f ’(α)(1 + (2c22 +
2c2λ)e2k + (4c2c3 - 4c32 - 4c22λ - 2c2λ2)e3k) + O(e4k)
所以

f ’(xk) + f ’(x*k+1) = 2f ’(α)(1 + c2ek + 3c3 / 2 +
c22 +λc2)e2k + (2c4 + 2c2c3 - 2c32 - 2c22λ - c2λ2)e3k +
O(e4k)),
2f(xk) / ( f ’(xk) + f ’(x*k+1)) = ek - (λc2 + c22 +

c3 / 2)e3k + O(e4k),
由 xk+1 = xk - 2f(xk) / ( f ’(xk) + f ’(x*k+1)) 得

ek+1 = (λc2 + c22 + c3 / 2)e3k + O(e4k) .
由定义 1 可知格式(5) 具有 3 阶收敛性.

3 数值实验与结果分析

下面给出6个数值例子来说明本文格式的有效性.
(i) f1(x) = xsin x + cos x - 0. 6,
(ii) f2(x) = x3 - 3x + 1,
(iii) f3(x) = e -x + 2sin x - x + 3. 5,
(iv) f4(x) = ln(1 + x),
(v) f5(x) = xe -x - 0. 1,
(vi) f6(x) = 1 / x - 1.
在各种迭代算法中取 ε = 1 × 10 -5,迭代停止准

则为 | f(xk+1) | < ε和最大迭代次数为 200.
在格式(5)中取λ = 1 进行数值比较.表1给出

了牛顿迭代方法、算术平均牛顿迭代方法和本文迭
代格式在 (i) ~ (vi)6 种函数下的不同特殊初始值、
迭代次数、迭代根和计算收敛阶.从表 1 可以看出牛
顿迭代方法、算术平均牛顿方法在给定的特殊初始
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值时大多数无法进行计算(因为该点上 f ’( x0 ) =
0),而在能计算的情况下牛顿迭代方法的迭代次数
却相当大,但本文格式(5)对给出的特殊初始值均

有效.在表 1 中最后一栏给出了本文格式的计算收
敛阶,从表 1 可以看出本文格式具有 3 阶收敛速率,
这个结果表明理论与实验较符合.

表 1 各种迭代格式的迭代次数、迭代根和计算收敛阶

试验函数与初始值

试验函数 初值 x0
迭代次数

牛顿格式 算术平均牛顿格式 本文格式

迭代根

本文格式

计算收敛阶

本文格式

(i)  0 失败 失败 6 - 2. 546 231 731 428 410 2. 990 325 096 886 130
(ii)  1. 0 失败 发散 3 0. 347 296 355 333 860 2. 926 156 061 315 080
(iii)  0 失败 失败 4 3. 273 938 123 136 760 2. 992 388 821 516 320
(iv)  2. 0 失败 发散 5 0. 000 000 000 000 000 3. 072 412 850 418 990
(v)  1. 1 111 失败 5 0. 111 832 559 158 963 3. 005 286 501 871 670
(vi)  2. 0 失败 发散 4 1. 000 000 000 000 000 3. 200 232 757 588 380

4 结论

1)迭代格式(5)克服了牛顿迭代法和迭代格式
(4) [3]的缺点,且本文迭代格式具有与迭代格式(4)
同样的收敛阶,每次迭代只需要计算 2 次导数值和

1 次函数值(效能指数
33≈1. 442 2,而牛顿迭代法

的效能指数为 2≈1. 414 2);
2)λ取不同的值得到各种不同的 3 阶收敛迭代

格式,当 λ = 0 时,格式(5)即为格式(4);
3)类似地,若以格式(2)为预测和以其他 3 阶

收敛的迭代格式为校正格式,则可以构造更多类型
的迭代格式.总体上本文方法在理论和实用方面均
有一定的价值.
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One Class of Third-Order Iteration Methods for Solving Non-Linear Equations
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Abstract:In this paper,one class of modified Newton methods for solving non-linear equations is presented. Analy-
sis of convergence shows that the new method is cubically convergent. The main advantage of this method is that it
can overcome the shortcoming of Newton’s method which the derivative of the function is either zero or very small of
the required root. The effectiveness of the present method is demonstrated by some numerical examples.
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