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分子记忆对基因表达过程中的能量消耗影响
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摘要:一方面,分子记忆广泛存在于基因表达过程中;另一方面,由热动力学的观点,基因表达过程必然消

耗能量.这引起一个未探索的问题:分子记忆如何影响基因表达的能量消耗.由此,通过分析一个代表性

的、带记忆的基因表达模型,结果发现:分子记忆越强,基因表达消耗越多能量;极小势和能量消耗之间存

在反比例关系,这表明基因表达越稳定,需要消耗的能量越多.这些结果表明分子记忆是一个不可忽略的

因素,它能有意义地影响基因表达过程中的能量消耗.
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0 引言

生化反应网络的随机动力学是一个重要的科学

课题.在已有的研究中,生化反应网络的建模与模拟

一般建立在马氏假说上,即生物分子的随机生成或

降解仅与当前分子状态有关,而不受先前状态的影

响.这种无记忆的性质表明马氏反应动力学能够通

过具有指数等待时间的常速率的泊松过程来描

述[1],并且马氏过程在数学处理上的可操作性也带

来了许多重要的应用[2-3] . 然而,生化网络的随机反

应过程通常是有记忆的非马氏过程. 如在基因表达

过程中,反应物与环境相互作用能够产生由非指数

等待时间所特征化的分子记忆[4-5] . 另外,反应事件

间的延时也能够产生分子记忆[6] . 由于分子记忆和

网络拓扑联合影响反应系统的行为,现有的有关马

氏理论的工具和数学方法不能直接用来分析非马氏

动力.虽说当前已有学者关注非马氏过程在实验观

测[7-8]、数学模型[9-10]和数值模拟[11]等方面的研究,
但由于非马氏动力在处理上的困难,因而这些文献

也只是涉及到特别的系统,很难应用到一般的生化

反应系统中.近年来,基于随机游走理论[12-13],已有

研究提出了针对分子记忆的应用于随机反应系统的

有用公式,并用于分析非马氏效应[14] .
另一方面,基因表达是非平衡的动态过程,需要

消耗能量来保证转录翻译等细胞过程的特异性和有

效性.研究发现:能量消耗使得酵母菌的转录和翻译

过程在一个合理可控的范围内[15];基因表达调控中

噪声信号的解码需要消耗能量[16];控制基因转录表

达的多个相互作用的信号通路也需要消耗能量[17] .
此外,有研究探讨了两状态基因调控模型中能量消

耗和表达噪声之间关系[18];并且有关复杂启动子结

构中能量消耗也已被分析[19] . 这些研究表明:能量

消耗在基因表达中起着非常重要的作用.然而,这些

有关能量消耗的研究是基于马氏过程的随机反应动

力学提出的,即随机反应过程的等待时间是指数分

布,因而可通过反应速率的变化来描述随机生化反

应.实际上,生化反应中的能量消耗是一个非马氏随

机过程,而分子记忆的效应如何影响基因调控系统

中的能量消耗至今还不清楚. 本文将就此问题展开

研究,同时还考虑基因表达的稳定性与能量消耗的

关系.
本文关注分子记忆效应下的基因自调控系统中

的能量消耗,不同于马氏过程利用反应速率描述生

化反应,这里应用反应过程中等待时间的概率密度

函数来描述.通过引进与马氏描述等价的有效转移
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速率,将具有分子记忆的非马氏过程转化为无记忆

的马氏过程,并获得概率分布的静态解.最后在此基

础上通过数值模拟来分析本文的相关结果,发现分

子记忆效应极大地影响着自调控基因系统中的能量

消耗,并且基因表达越稳定,能量消耗越大. 本文的

研究结果从生物学功能的角度揭示了具有分子记忆

的基因调控系统中能量消耗的运行机制.

1 模型及分析结果

1. 1 模型

为了定性地分析分子记忆效应与能量消耗的关

系,考虑基因自调控模型

ON
ψ1( t;n 

)
ON + P,P

ψ2( t;n 
)
 ,

其中 P表示蛋白质,ψ1( t;n)和 ψ2( t;n)分别表示蛋

白质生成和降解反应中等待时间分布的概率密度函

数,其中 n表示蛋白质分子的数目,且假设非指数等

待时间分布是 Gamma分布,并考虑 2种情形的分子

记忆:1) 生成反应是非马氏过程,则 ψ1( t;n) =
((λ1(n))k1 / Γ(k1))tk1-1e-λ1(n)t,ψ2(n;t) = λ2ne-λ2nt;
2) 降 解 反 应 是 非 马 氏 过 程, 则 ψ1( t;n) =
λ1(n)e-λ1(n)t,ψ2(t;n) = ((λ2n)k2 / Γ(k2))tk2-1e-λ2nt .
在 2 种情形中,λ1(n) 表示自调控. 不失一般性,考
虑如下形式的线性反馈:λ1(n) = a + λ1n(正反

馈),λ1(n) = a - λ1n(负反馈),这里 a表示基本生

成率,参数 λ1 量化调控效应或表示反馈强度.此外,
用 ψi( t;n) 表示 ψi( t;n) 的累积分布函数.注意到,
当等待时间分布的密度函数 ψ1( t;n)、ψ2( t;n) 均为

指数分布的密度函数时,模型变为在无记忆的马氏

情形下的基因自调控模型,已有很多的文献对该模

型及其复杂模型做了研究[20-21] . 虽然有相关文献确

立了连续时间的随机游走理论[11-13],但是有关非马

氏动力分析的求解问题仍未解决.这里,考虑系统的

稳态行为,即假设随机反应系统的静态概率分布存

在.根据文献[14],引进2个与马氏特征等价的有效

转移率

K1(n) =
∫+∞
0
ψ1( t;n)(1 - ψ2( t;n))dt

∫+∞
0
(1 - ψ1( t;n))(1 - ψ2( t;n))dt

,

K2(n) =
∫+∞
0
ψ2(t;n)(1 - ψ1(t;n))dt

∫+∞
0
(1 - ψ1(t;n))(1 - ψ2(t;n))dt

, (1)

其中K1(n)和K2(n)分别表示有效生成速率和有效

降解速率,从而可得到如下形式的静态概率主方程

(E-1 - I)K1(n)P(n) + (E - I)K2(n)P(n) = 0, (2)
其中 E和 E -1 是步长算子,I是单位算子,P(n) 表示

蛋白质分子的静态概率分布. 方程(1) 和方程(2)
表明将具有分子记忆的随机反应过程转化为与之等

价的无记忆马氏过程.

1. 2 概率分布

为了求得静态概率分布,将方程(2) 改写为

(E - I)(K2(n)P(n) - E -1K1(n)P(n)) = 0.
这隐含着

K2(n)P(n) - E -1K1(n)P(n) = - J,
其中 - J表示从 n到 n - 1的概率净流.令 n = 0,得
J = 0.因此,

K2(n)P(n) = K1(n - 1)P(n - 1) .
从而可获得如下形式的概率分布

P(n) = P(0)∏
n

i = 1

K1( i - 1)
K2( i)

, (3)

其中 P(0)可通过保守条件Σ
∞

n = 0
P(n) = 1计算得出.

经计算,对于生成反应是非马氏过程的自调控

模型,有
K1(n) = (λ1(n)) k1λ2n / ((λ1(n) + λ2n) k1 -

(λ1(n)) k1),K2(n) = λ2n. (4)
对于降解反应是非马氏过程的自调控模型,有
K1(n) = λ1(n),K2(n) = λ1(n)(λ2n)k2 / ((λ1(n) +

λ2n) k2 - (λ2n) k2) . (5)
注意到在(4)式中当 k1 = 1,K1(n) = λ1(n)以

及在(5) 式中 k2 = 1,K2(n) = λ2n时,模型变为马

氏情形下的基因自调控模型.

1. 3 量化能量消耗

从热力学观点来说,基因表达过程需要消耗能

量;另一方面,在生化反应系统中,自由能的消耗速

率能够通过生化反应中前后流的变化来计算[22],即

W
·
= Σ

i
(J +i - J -i )ln(J +i / J -i ), (6)

其中 J +i 和 J -i 分别表示第 i个反应中向前和向后的

概率流.在马氏系统中,上述能量消耗速率可通过状

态之间的转移概率以及在状态处静态概率分布来量

化.对于非马氏系统中能量消耗的计算,类似于马氏

系统,利用与非马氏等价的马氏主方程所获得的静
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态概率分布及有效转移速率来测量分子记忆效应下

的能量消耗速率,从而(6) 式可改写为

W
·
= Σ

m
P(m)(K1(m)ln(K1(m) / K2(m)) +

K2(m)ln(K2(m) / K1(m))) .

2 数值结果

下面将基于上面所得到的结果来考察分子记忆

效应下能量消耗与基因表达稳定性的关系.

2. 1 分子记忆对概率分布的影响

图1展示的是分子记忆效应对蛋白质概率分布

的影响, 其中曲线是理论预测(3), 圆圈是随机模

拟[14],可以看到模拟结果很好地拟合了理论预测结

果.从图 1 中的第 1 行发现,当生成反应是非马氏过

程时,随着 Gamma分布中形状参数 k1 的增加,概率

分布的峰值增加,并且分布的图形左移,这表明分子

记忆能够导致蛋白质表达水平的降低.然而,当降解

反应是非马氏过程时,结果刚好相反:随着形状参数

k2 的增加,概率分布的峰值降低,并且分布的图形右

移,这表明分子记忆能够导致蛋白质表达水平的增

加.子图中的参数选取为 λ1 = 0. 05、λ2 = 0. 50,在
所有的情形中,变化参数 a 并固定非马氏反应中平

均等待时间为 0. 1 s.

注:这里固定非马氏反应中平均等待时间为 0. 1 s,其中曲线表示理论结果,圆圈表示模拟结果. (a) 与(b) 中生成反应是非马

氏过程,(c) 与(d) 中降解反应是非马氏过程;其中(a) 与(c) 是正反馈情形,(b) 与(d) 是负反馈情形.
图 1 分子记忆关于蛋白质概率分布的效应

  为了分析基因表达稳定性与能量消耗之间关

系,引进势函数(Potential function)U = - ln P(m) .

从上面的分析可知,上述自调控模型的概率分布有

一个局部最大值或者说有一个峰值.相应地,势函数

有 一 个 局 部 极 小 值, 称 为 极 小 势 (Potential

minimum) .极小势越小意味着表达越稳定.此外,用

来描述分子记忆效应的 Gamma 分布的概率密度函

数中2个参数 λ1(或 λ2)和 k1(或 k2)分别为记忆系

数 (Memory coefficient) 和 记 忆 指 数 (Memory

exponent),并用这 2 个指标来研究分子记忆效应下

的能量消耗与基因表达稳定性之间的关系.

2. 2 分子记忆效应对极小势和能量消耗的影响

图 2 展示的是当同时变化记忆系数和记忆指数

时,极小势和能量消耗的变化情况,这里考察的是生

成反应是非马氏的正反馈情形.从图 2 中发现,随着

记忆系数的增大,极小势增加而能量消耗减小;而随

着记忆指数的增加,极小势降低而能量消耗增加.这

些结果表明越稳定的基因表达水平需要消耗越多的

能量.图 2中参数选取为 λ2 = 0. 5,变化参数 a并固

定非马氏反应中平均等待时间为 0. 1 s.
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注:这里考察生成反应是非马氏的正反馈情形,固定非马氏反应中平均等待时间为 0. 1 s. (a) ~ (c):极小势关于记忆系数和

记忆指数的依赖关系;(d) ~ (f):能量消耗关于记忆系数和记忆指数的依赖关系.
图 2 分子记忆效应对极小势和能量消耗的影响,生成反应是非马氏的正反馈情形

  图 3 展示的是在负反馈情形下,分子记忆效应

对极小势和能量消耗的影响.与图 2 一样,假设生成

反应是非马氏过程.通过与图 2 对比发现:相同之处

是,记忆指数的增加能够降低极小势,但是增加能量

消耗;不同之处的是,随着记忆系数的增加,极小势

减小而能量消耗增加.从图 3 可看出,极小势和能量

消耗之间呈反比例的关系,这再次说明越稳定的基

因表达水平需要消耗越多的能量. 图 3 中参数选取

为 λ2 = 1. 0,变化参数 a并固定非马氏反应中平均

等待时间为 0. 05 s.

注:这里考察生成反应是非马氏的负反馈情形,固定非马氏反应中平均等待时间为0. 05 s. (a) ~ (c):极小势关于记忆系数和

记忆指数的依赖关系;(d) ~ (f):能量消耗关于记忆系数和记忆指数的依赖关系.
图 3 分子记忆效应对极小势和能量消耗的影响,生成反应是非马氏的负反馈情形

  接下来分析当降解反应是非马氏时,分子记忆 效应对极小势和能量消耗的影响. 图 4 展示了相关
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结果,其中第 1 行表示正反馈情形,第 2 行表示负反

馈情形.从图 4 中可看出,无论是正反馈情形还是负

反馈情形,随着记忆系数的增加,极小势降低,能量

消耗增加;随着记忆指数的增加,极小势增加,能量

消耗减少,并且再次证实了越稳定的基因表达水平

需要消耗越多的能量这一定性的结果. 图 4 中参数

选取为 λ1 = 0. 03,变化参数 a并固定非马氏反应中

平均等待时间为 0. 05 s.

注:这里考察降解反应是非马氏的情形,固定非马氏反应中平均等待时间为 0. 05 s. (a)与(b):正反馈中极小势和能量消耗分

别关于记忆系数和记忆指数的依赖关系;(c)与(d):负反馈中极小势和能量消耗分别关于记忆系数和记忆指数的依赖关系.
图 4 分子记忆效应对极小势和能量消耗的影响,降解反应是非马氏的情形

  综合图 2 ~图 4 中的分析,发现分子记忆效应

对自调控基因系统中能量消耗的影响是不同的. 当
生成反应是非马氏时,越大的记忆指数要求越多的

能量消耗;而当降解反应是非马氏时,记忆指数越

大,能量消耗越少. 此外,除了非马氏生成反应中的

正反馈情形,记忆系数的增大能够导致能量消耗的

降低(如图 2(d)). 在其他情形中,有相反的结果:
记忆系数的增大能够导致能量消耗的增加 (如
图 3(d),图 4(b)和图 4(d)). 另一方面,发现极小

势和能量消耗之间有一个反比例关系,获得了基因

表达的稳定性以能量消耗为代价这一定性结果.

3 结论与讨论

近年来,随着单分子测量技术的发展,基因表达

动力学的研究已成为一个热门的研究课题. 已有研

究表明基因表达的过程能够产生分子记忆[4-6],即

具有非马氏特征.现有的用来分析基因表达过程中

马氏动力的理论和工具显然不能用来分析非马氏动

力.本文应用随机反应过程中等待时间分布的概率

密度函数来描述随机反应过程,通过引进有效转移

速率,将具有分子记忆的非马氏过程转化为与之等

价的无记忆的马氏过程,并获得概率分布的静态解.
最后,在此基础上分析在分子记忆效应下的能量消

耗与基因表达稳定性之间的关系. 本文所获得的这

些定性结果表明了分子记忆效应对基因表达动力学

有着非常重要的影响,相关研究结果为进一步理解

复杂生物调控系统中的非马氏动力提供可借鉴的分

析方法.
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The Influence of Molecular Memor on Energy Consumption in Gene Expression

YANG Xiyan1,ZHANG Jiajun2*

(1. School of Financial Mathematics and Statistics,Guangdong University of Finance,Guangzhou Guangdong 510521,China;
2. School of Mathematics,SunYat-Sen University,Guangzhou Guangdong 510275,China)

Abstract:On one hand,molecular memory exists extensively in gene expression. On the other hand,gene expression
necessarily consumes energy from the viewpoint of thermodynamics. This raises an unexplored issue how molecular
memory affects energy consumption in gene expression. By analyzing a representative stochastic model of gene ex-
pression with molecular memory,it is found that the stronger is the molecular memory,the more is the energy con-
sumed. In addition,it is found that there is an inverse relationship between potential minimum and energy consump-
tion,implying that more stable gene expression needs more energy consumption. These results indicate that molecu-
lar memory is an unneglectable factor and can significantly impact energy consumption in gene expression.
Key words:molecular memory;gene expression;energy consumption;potential minimum
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